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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Настоящая книга является учебным пособием 
по математическому анализу в его прикладном 

аспекте для студентов физико-математического 

профиля и кибернетики университетов, а также 
для студентов педагогических и технических 

вузов. 

Пособие охватывает разделы анализа, изучае- 

мые на первом курсе: введение в анализ, произ- 

водная, интеграл и их применение. 
В книге помещено свыше 1400 решенных при- 

меров и задач, а также свыше 150 графиков. Ма- 

териалом для нее послужили в основном задачи и 
примеры из сборника Б. II. Демидовича; были ис- 

пользованы и другие источники. 
При изучении курса математического анализа 

студенты младших курсов обычно встречаются с 

трудностями, возникающими из-за отсутствия не- 

обходимой практики в решении задач, а позже — 
в связи с большим объемом информации. 

Главная цель этой книги состоит в том, чтобы 

способствовать глубокому усвоению теории, раз- 

витию конкретного математического мышления 
студентов, привитию им навыков решения приме- 

ров и задач, пониманию их физической сущности. 
В начале каждого параграфа в конспективной 

форме даны краткие сведения го теории. Для са- 

мостоятельного решения предлагается большое 

количество примеров и задач. 
Эта книга поможет студенту овладеть методи- 

кой применения теоретического материала к ре- 
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шению конкретных задач, приобрести творческий 
подход к их решению. 

:[особие будет полезным также преподава- 

телям, которые проводят практические занятия 
по математическому анализу. 

Авторы выражают глубокую благодгрность 

доктору физико-математических наук, профес- 
сору Киевского педагогического — института 

Н. И. Шкилю, доцентам Киевского университета 

М. И. Ядренко, А. Я. Дороговцеву, В. Н. Нагор- 

ному, В. А. Панасовичу за ряд ценных замеча- 

ний, способствовавших улучшению содержания 

КНИГИ. 
Критические замечания и пожелания просим 

направлять по адресу: 252054, Киев, 54, Гоголев- 

ская, 7, Головное издательство издательского 
объединения «Виша школа», редакция литерату- 

ры по математике и физике. 

Авторы



Глава | 

ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 

$ 1. Вещественные числа 

2. Множества. Математическое понятие множества элемен- 
тов принимается в качестве интуитивного. 

Запись x 6 Б озчачает: «х является элементом множества ЕЁ», а 
запись x ¢ Е означает, что «х не является элементом множества Ё». 

Если каждый элемент из Ё является элементом из Ё, то пишут F < 
CE или EDF. 

2. Метод математической индукции. Предпо- 
ложим, что установлено следующее: 1) из того, что утверждение Q 
предполагается правильным для какого-нибудь натурального а, сле- 
дует его справедливость для натурального числа, следующего за а; 
2) существует хотя бы одно натуральное число 6, для которого утверж- 
дение О выполняется. 

Тогда утверждение Q справедливо для любого натурального числа, 
большего 5 или равного ему. 

3°, Сечение. Множество А рациональных чисел называется се- 
чением, если: 1) множеству А принадлежит хотя бы одно рациональное 
число, но не всякое рациональное число; 2) для PE Аи 9 < р (а— 

рациональное число) имеем g € А; 3) в множестве А нет наибольшего 
числа. 

Из определения сечения следует, что еслир Е Aug А, тор< 
< 4. Элементы множества A называют нижними числами сечения А, 
а рациональные числа, не принадлежащие множеству A, называют 
верхними числами сечения А. Множество всех верхних чисел сечения 
обозначают через A’. 

Если в множестве А’ есть наименьшее число 7, то сечение A Ha3bl- 
вают рациональным и говорят, что оно определяет рациональное чис- 
ЛО Г. 

Если в множестве А’ нет наименьшего числа, то говорят, что сече- 
ние А определяет иррациональное число. 

Множество всех рациональных и иррациональных чисел называют 
множеством вещественных или действительных чисел. 

4°. Абсолютная величина. Если x — вещественное чис- 
ло, то абсолютной величиной | x | называется неотрицательное число, 
определяемое следующими условиями: 

Ix] = x, если xX > 0: 

— xX, если x< 0.



Для любых вещественных x и Y справедливо неравенство 

[1х — [9 << [|+ 19|. 

5°. Верхняя и нижняя грани. Пусть X = {x} — ограничен- 
ное множество веществелных чисел. Число т = inf {x} называется 
точной нижней гранью множества Х, если: 1) каждое хЕХ удов- 
летворяет неравенству х >. т; 2) для любого г > 0 существует такое 
х СХ, что x’ <tm-+e. Аналогично число М = зир {x} называется 
точной верхней гранью множества Х, если: 1) каждое x € X удовлет- 
воряет неравенству x < М; 2) для произвольного = > 0 существует 
такое x" СХ, что х’> М — ев. 

Если множество Х не ограничено сверху (снизу), то условимся 
говорить, что его точная верхняя (нижняя) грань есть -+ со (— 90): 
sup {x} = - oo (inf {x} = — oo). 

6. Кванторы. В математических теоремах часто использу- 
ются выражения «Для всех...» и «Существует... такое, что...». Их 
обозначают соответственно через \/ и A и называют кванторами. 

1. Найти сумму 

S, = агс -- arctg x +- arctg = +... + arctg a ; 

Решение. Применим метод математической индукции. Поскольку 
| 

S; = arctg >, 

1 1 
т о 

S, = arctg —- -- arctg >= arctg г = arctg = 

lo 
2 1 

2 I 3 4s 3 
S, = arctg + arctg —5- = arctg = arctg —, 

г. 
3 18 

TO можно предполагать, что 

п 
би = arctg ——- п =1, 2, ... ). (1) 

А так как 

| 
Sny1 = arctg г + arcts apap 

n 1 
+ 

n+1 2 (n + 1)? n+l 

a ао и 
пт! 22(n+1)? 

= arctg 

и равенство (1) справедливо при п = 1, то согласно индукции OHO ос- 
тается справедливым при всех п. 
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2. Применяя метод математической индукции, доказать, что для 
любого натурального числа п справедливы следующие равенства: 

a) EOE eee +12 = ПЕ ЕО Cnt) 

6) 9-29 vee =... 9). 
Доказательство. а) При п = 1 равенство справедливо. 

Предполагая справедливость равенства при п, покажем справедливость 
его и при п -- 1. Действительно, 

PHP ee О ЕР и = 

b 

—_ @+ 1 (n +2) On+3) 
6 

что и требовалось доказать. 
6) При n = | справедливость равенства очевидна. Из предположе- 

ния справедливости его при п следует 

ЗН +. НИ = oe а = 

=(1 424 +. о 2 ии ve 

Учитывая равенство 

1+ 2-+4 ... +n = tet , 

получим 

В oe Ее 1 = (2+ -.. Hat @+ 1), 
т. е. утверждение справедливо и при n+ 1. 

3. Доказать формулу бинома Ньютона 

(a +- В” = У Crab", 
m==0 

п! . 
где Ch (число сочетаний из п элементов по т), Е! = 

т! (п— т)! 

=]-2- ... +k, причем полагают, что 01 = Т. 

Доказательство. ны 
1 

т 1—тут 

(a+b) =Ууаа 6 ит at spre =a 0. 
m=0 

Остается показать, что из предположения справедливости утвер жде- 
ния для п следует, что 

n-+-l 
(a +- pyr — У Ста" ть". 

m=0



В самом деле, 

(at ot! = (a+b) (a+ b)" =(a+b) У Стат" = 
m==0 

=F Ст обет" a х С" а "о" = — У Спа тут |. 

Е aml nti—mpm п-|-1 Sy ym m—l, n+l—mpm п--1 
+ УС, а 6 =a + У (С С; )а о +o. 

т==1 т==1 

Используя соотношения 

т т— __ п! п | (n+ 1)! 
Си + Cn om! aaomt * m@oplaptomi > mi(a+il—m)l 

— 

mat Сы = СН = 1, 

окончательно имеем 
n+l 

(a as pyr — grt! + У Cry. atl mp +. prt! — У Ста" б”. 

m==0 

4. Доказать неравенство Бернулли: 

(Г-х,) (1-х) +. (я) рта +. +4, 

где №1, Х., ..., Х„ — Числа одного и того же знака, большие — 1. 

Доказательство. При п =1, 2 неравенство очевидно. 
Пусть неравенство справедливо при п. Покажем справедливость его при 
n+ 1. Имеем ‘при x; > —)) 

(1 + x) (1 + х,) «++ (1 + x,) (1 + Xn4) > (1 +4 + 42 + м X 

Ж (Р-Н дин) = Ежа te +. хх, Xn + 

Ею totes м) жа ам + мин. 

Здесь использовано неравенство 

(Xj + -Н e+ Е Xp) м 20, 

справедливое при любых х; одного знака. 
5. Доказать, что если x >> — 1, то справедливо неравенство 

(+ х) > 1+ их (n> 1), 

причем знак равенства имеет место лишь при x = 0. 
Доказательство. Требуемое неравенство непосредственно 

вытекает из неравенства примера 4 при xX, =, = ... == Xq =Х. 
6. Доказать неравенства: 

Hy Xt +. +X 
a) >И ах, ... Xny (1) п



где xX, > 0 (i = 1, 2,..., п) (среднее арифметическое из неотрицатель- 
ных чисел не меньше среднего геометрического из тех же чисел); 

п п 
6) Илл. $ зо > ] 1 1 ? 

ar er 
где x; > 0 (i = 1, 2, ..., n) (среднее геометрическое из положительных 
чисел не меньше среднего гармонического из тех же чисел); 

» (3) < (818). 
где x;, и; (i = 1, 2,..., п) — произвольные вещественные числа (He 
равенство Коши — Буняковского). 

В каких случаях в указанных неравенствах имеет место знак ра- 
венства? 
Доказательство. а) При п =2 

os —V xx, = Уж Уж) > 0. 

Предположим, что неравенство а) справедливо. Тогда 

xy Xe tts Ел 

Xy t+ xX, + - at Xap _ п. n Xp ty 

n+ 1 n+ 1 > 

> ny XxX, ... я, + 
n+ 1 

Полагая хах. ... X, = art) | x,4,; = bt! и пользуясь последним He- 
равенством, получим 

Hy ky oes Xn Xs n+l 
n+l — Ул, 

п 

ny хх... тж n+l 142 — т ntl __ У хх, 

па"! 1 рН т nartl ВТ — папф — ап 
n+l ae = n т | 

[па” (a — b) — 5 (а — 5”)] = 

„ АаХи- > 

№ 2 ЯвАп-ы = 

тет а [па" — ба" — 

i=. [a" — bat! + at — Ба"? + 

= 

2~n—2 . _ — b*qn—* — в"] = 

р)? И — br] = os fa"! + at? (a + b) + 
+ ar-3 (a2 + ab + 6%) + eee + (a! a+ vee +] > 0. 

Таким образом, неравенство а) доказано. Знак равенства имеет место 
тогда и только тогда, когда Хх; == х; ==... = х,. В самом деле, из по- 
следнего неравенства следует, что равенство’ 

Xyt xX, + 7 ee + Xn Хин n+l1 - 

n+l == У Ала 100 XyXntt 



ВОЗМОЖНО TOrAa и только тогда, когда а = Ь, т. е. когда XyX%oq ... Хх, = 

= ха. Аналогично можно получить, что хх, ... жд = xR. Из 
этих равенств следует, что xX, = Xn41. Таким же образом доказывают- 
ся равенства х; = х. = +++ =Х,. 

6) Пусть х,>0(=1, 2, ..., п). Тогда, применяя неравенство 
| | 

а) к числам —, ее получаем соотношение 
xy Xo Xn 

| == 
n 

У хх, 0 

| | xy Xo Xn ... < 
Xo х„ п , 

| 

1 

из которого следует неравенство 6). Знак равенства будет только при 
^1 — Хо —... == Хи. 

в) Из очевидного неравенства 

> (ef + у} >0 
t=] 

получаем неотрицательный при всех значениях # квадратный трехчлен 

РУ xi + 2t¥ xt У и > 0, 
1—1 1—1 1—1 

поэтому 
п 2 ( n 9 n о 

(3 и.) —1> “VS vi) < 0. 
i==] i=] i=] 

Знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда xf - у; = 
—=0(1 = 1, 2,..., п), т. е. когда существует такое число А = 0, что у; = 
= Ах; 1 =1, 2, ..., 1), или когда все x,(@= 1, 2,..., 1) или все у, 
((=1, 2, ..., m) равны нулю. 

7. Доказать неравенства: 

д"! < (^^), п> |; 6) я a>; 

1.3 2n — | 1 

2 4 "** 2n V2n+1 | 

Доказательство. Неравенства а) и 6) являются следстви- 
ями неравенства а) предыдущей задачи при х, = К их, == Е? (в = |, 
2, ..., 1) соответственно. 

Доказательство неравенства в) проведем методом математической 
индукции. При nm == | неравенство очевидно. Предполагая его справед- 
ливым при п, покажем, что оно справедливо и при п -|- 1. В самом 
деле, 

B) 

1 _3_ 2n — 1 2n-+ 1 1 | 21-1 _ 

“2 4 "`** On 2n+2 ~yontt 27-2 

1 V 2n+3 Qn+1 1 4n? +- 8n + 3 1 

Уже Ут! 2+2 VmPs dn? 8-4 Von ps



8. Доказать неравенства: 

а) НУ >И, (@>?); 

6) п"! > (п 1”, (2 S39); 
п 

> sin x,, (О<х, < л; Е = 1, 2, woe AY); 

k=} 

Г) (2п)1< 2" (n!)?, (n> 1). 

Доказательство. a) При п > 2 имеем 

п 

sin Ух, | < 
k=l 

B) 

! ! Lo aye 
т —= = Ну УЕ" ИЯ. 

6) При п = 3 неравенство очевидно. Предполагая его справедливым 
при п, докажем его справедливым и при n+ |, Т. е. докажем, что 

п 1 @- at, 
если 

"+1. 

Умножив обе части последнего неравенства на " a ‚ имеем 

п 1)" + . 

Но так как 

] 2(п-1) п 

>", 
то требуемое доказано. 

в) С помощью метода математической индукции убеждаемся в спра- 
п п-|-1 

зт\Ух, | < >) Япх,, предположив, что исход- 
k=l k=! 

ное неравенство имеет место. 
В самом деле, если О < x < л, то 

ведливости неравенства 

n+1 n 

sin У Xp sin > Xp + COS Xn41 + с0$ У, ¥, - SIN Xn41 | < 
k=l k=1 

. n 

<| т У x,] - | CoS Xn41] + | cos У x, | SIN Хи < 
kal =! 

n-+-l | 

<| sin У Хь | | SIN хи < <У sin x, + $1 Хи-4 = У sin x,. 
kal b=! k=l 

И



г) При п = 2 неравенство очевидно. Исходя из справедливости его 
для п, покажем справедливость для п -{ 1. В самом деле, 

(2n + 2)1 = (27) 1 (2п + 1) (2n + 2) <?” (п! (2n + 1) (2n + 2) = 
м 2n 2 п 

Е ее Ра + 11. 
Последнее неравенство справедливо в силу того, что 

2°" (п 1)? (Qn-+ 1) (21-2) _ 208 -- За 1 ] 
2272 [(п + 1) 1]? ~ Qn2 4. na ° 

9. Сечение A, определяющее число У, строится следующим об- 
разом: множество А нижних чисел сечения содержит все рациональ- 
ные числа а такие, что a < 2. Тогда множество A’ верхних чисел се- 
чения содержит все остальные рациональные числа. Доказать, что в 
множестве A нет наибольшего, а в множестве А’ — наименьшего. 

Доказательство. Докажем первое утверждение. Пусть а € A, 
тогда a? < 2, Покажем, что можно подобрать такое натуральное чис- 

ло п, что а----ЕА, т. е. 

3 

(a + = | < 2. 
п 

Заз За | 3a? 3a 1 

оф Рав < м a 
< 2 — аз. Последнее неравенство выполняется тем более, если 

За? +- За- 1 

п 

Отсюда следует, что a? -- 

<2— a’, 

следовательно, искомое п должно удовлетворять неравенству 

За? -- 3a + 1 
> 2—ae® ° 

Аналогично доказывается и второе утверждение. 
10. Показать, что множество всех правильных рациональных дро- 

» Mm 
бей — , где т и п — натуральные числа и О<тц_< п, не имеет на- 

именьшего и наибольшего элементов. Найти точную нижнюю и точ- 
ную верхнюю грани этого множества. 

Решение. Из условия задачи следует, что 0 <— < 1. Пусть 

тип (0<m<n)— любые натуральные числа. Существуют, очевид- 
т. 

но, такие натуральные числа т’ и п’ (0< т’ < п’), что 0< —— < 
т 

<— (например, т’ = т, n' >> п),т. е.в множестве | (0<m<n) нет 

наименьшего элемента. Это множество не содержит и наибольшего 
т 

элемента, поскольку для любых ти "(= < Г) любого натураль- 
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ного g >> 0 существует такое натуральное число р, что р<п +9—т 
mq ир>-—„-, откуда следует, что mn + тд < тп -- пр, или 

mt Pp 
n-+-q 

. т т 
Покажем, что inf (| = 0, a sup {=| = |. 

ТЕР. 1. 

Для произвольного г > 0 и натурального т найдется такое нату- 
т т 

ральное число п> т, что п> —. Тогда <. Отсюда и из нера- 

т . т 
венства ——>>0 следует, что inf (a = (0, Аналогично для произволь- 

ного => 0и натурального р найдется такое натуральное число т, 
|1 —2 

что m> РЕ: ) Отсюда —" — >1|— а, т. е. при n =р-|- т имеем 
р 5+ т т 

т т 
> | —=, а это вместе с неравенством < | означает, что 

11. Пусть {—х} — множество чисел, противоположных числам 
x € {x}. Доказать: 

a) inf {— x} = — sup {x}; 6) sup {— x} = — inf {x}. 
Доказательство. a) Если множество {x} ограничено сверху, 

то множество {— x} ограничено снизу, так как из х< М следует, 
что —х> — ЛМ. Таким образом, из существования sup {x} вытекает 
существование inf {— x}. 

Пусть sup {x} = М*, т. e. х< < M* для любого x € {x x} и для вся- 
Koro = > 0 существует такое x’ Е }, ЧТО М*—в<х < М*. Ho то- 
гда — x > — М* и— М* < — x’ < — М*-| в, где — x’ € {—х}, откуда 
следует, что 

inf {—x} = — М* = — sup {x}. 

6) Как и в случае а), устанавливаем существование inf {x} и 
sup { — x}. Пусть inf {x} = m*, т. е. X > т* для любого x € {x} и для 
всякого = >> 0 существует x’ € {x}, что т* < х’< т*- =. Тогда—х< 
<—тир—т*—<—х<—т*, —x' €{— x}. Таким образом, 

sup {— x} = — m* = — inf {x}. 

12. Пусть {x + и} есть множество всех сумм х-- у, где x € {x} и 
y € {и}. Доказать равенства: 

а) inf {x + у} = inf {x} + inf {у}; 
6) sup {x + у} = sup {x} + sup {у}. 

Доказательство. Так как из x>m, x€ {x} иу> ть, YE 

€ {x} следует, чо xty>m+m, (x+y) (e+y), TO сущест. 
вование inf {x} = m* и inf {y} =m; влечет за бон существование 

inf {x -- у}. Ясно, что x+y > т* +- m;. Далее, для произвольного 
= >0 существует такой элемент (x’ + и’) € {x + y}, что 

m* + my <x’ и’ <m*+ m+ а, 
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так как существуют такие x’ Е {x} и 9’Е {у}, что m* <x’ <m* + > 
* * & 

ит<у<т- >: Следовательно, 

inf {x + y} = x’ + y’ = inf {x} + inf {y}. 

Равенство 6) доказывается аналогично. 
13. Пусть {ху} есть множество всех произведений xy, где x С 

Е {x} иуЕ {y}, причем x > 0иу> 0. 
Доказать равенства: 

a) inf {ху} = inf {х} inf {у}; 6) sup {xy} = sup {x} sup {5}. 
Докажем равенство 6). Так как из x<M, x€ {x} и y<M,, 

уЕ {и}, х> 0, у>0 следует, что ху < ММ;:, то из существования 

sup {x} = М* и sup {у} = М! вытекает существование sup {ху}. Из не- 
равенств М* —=<х<М*, М! —в < у <M; следует, что М*М! — 

— (Mi + =.М* — ге.) < xy < М*М!. Так как величина e М! + 
--=М * — 2182 может быть сколь угодно малой, то sup {xy} = 

= М*М: = sup {x} sup {5}. 
Равенство а) доказывается аналогично. 
14. Доказать неравенства: 

а) |x—y|> ПВ 
6) [хж- ++. + |2 |х|- (ж+ж). 
Доказательство. Неравенство а) эквивалентно системе 

неравенств —|x—y|<|x|—|y|<|x—y]|. 

Известно, что |х + у|>|х|—|9|и | —9| =|у9|. Заменяя у на — у, 

получаем |x —y|>|x|—|—y|=|x|—ly|. Далее, | х—у| = 
=|y—x|>|y|—|x|, откуда —|x—y|<|x|—|y], т. е. 06a нера- 
венства системы доказаны. 

Неравенство 6) доказывается аналогично. 

] 
15. Показать, что множество Х = |= где п прини- 

n 

2n +- 1 ’ 

мает все целые положительные значения, имеет предельные точки O и 
1 и что других предельных точек у него нет. 
Доказательство. Пусть = > 0 — произвольное. Из не- 

равенств , , 
n ; п 

Обь 1х 
l—e 

справедливых для всех п>—_, вытекает, что точки 0 и | — пре- 

дельные. 
Так как при любом е Е (0, 1) интервалы (0, г) и (1 — в, 1) содер- 

— 8 
жат все элементы множества Х с номерами п>> ——, то отрезок 

[e, | — =] содержит лишь конечное число элементов множества Х. По- 
этому никакая точка из интервала (0, 1) не может быть предельной 
точкой множества Х. 
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$ 2. Теория последовательностей 

1°. Бесконечно большие и бесконечно малые 
последовательности. Последовательность {x,} называет- 
ся бесконечно большой, если для любого Е >> 0 можно указать такое 
число N = М (ЕЁ), что при п > М все элементы х„ последовательности 
удовлетворяют неравенству | x, | > Е. 

Последовательность {%„} называется бесконечно малой, если для 
любого = > 0 можно указать такое число N = №(=), что при всех n> 
> М элементы &, этой последовательности удовлетворяют неравенст- 
BV |, < г. 

27. Предел последовательности. Последователь- 
ность {x,,} называется сходящейся, если существует такое число а, что 
последовательность {x, — а} является бесконечно малой, т. е. Ye > 
>03N = М (=) такое, что при всех п >> N элементы х,„ этой после- 
довательности удовлетворяют неравенству | x, —а| < в. При этом 
число а называется пределом последовательности {х„}, что символиче- 
ски записывается так: limx, =a или х„-—-а при п-+ со. 

Tler CO 

3°. Признаки существования предела. 
1. Если y,<x%,<%, Мп> ти limy, =limz, =a, то limx, =a. 

п>со пй>со п-.со 

2. Монотонная и ограниченная последовательность имеет предел. 
3. Критерий Коши. Для того чтобы последовательность {х„} имела 

конечный предел, необходимо и достаточно, чтобы Ye > 0 AN = М (e) 
такое, что 

| Kate — Xn | < 

для всех п > М при любом р > 0. 
4°. Предельный переход в равенствах и He- 

равенствах. Пусть последовательности {х„} и {y,} сходящиеся. 
Тогда: 

1) если x,<9,, TO limx, < Ити,; 
Tle» Co Ter CO 

2) lim (x, + y,) = lim x, = lim y,,; 
Пс fer SO t=» CO 

3) lim (x,y,) = lim x, - lim y,; 
П-> со N-»co пс 

lim Xp 

4) lim 2) = 222 если lim 0. 
Nr co Yn lim Yn , 1M Yn 7 

fe-roo 

1 \п » 
5°, Число e. Последовательность (1 + = | имеет конечный 

предел, который называют числом е: 

lim ( 4 =) = ¢ = 2.718 281 828 459045 ... 
П-со 

6°. Бесконечный предел. Символическая запись lim x, = co 
П-со 

обозначает, что какое бы ни было Е >>0, существует такое число 
№ = М (Е), что |х„|>Е при всех п> М. 
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7. Предельные точки последовательности. 
Точка а бесконечной прямой называется предельной точкой последо- 
вательности {х„}, если из этой последовательности можно извлечь под- 
последовательность, сходящуюся к а. 

У всякой ограниченной последовательности существует хотя бы 
одна предельная точка. 

‚Наибольшая предельная точка х ограниченной последовательности 
{х„} называется верхним пределом этой последовательности 

x = lim x,, 
Mer oo 

а наименьшая ее предельная точка х — нижним пределом 

x = Шпх,. 
пс 

Для того чтобы последовательность {х„} была сходящейся, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы она была ограниченной и чтобы ee верх- 

ний и нижний пределы х и х совпадали. 
Если последовательность не ограничена сверху (снизу), то под наи- 

большей (наименьшей) ее предельной точкой будем понимать символ 
+ co (—oo). 

п 
16. Пусть x, ==-г п=1,2,...). 

Доказать, что п x, = |, определив для каждого = >> 0 такое чис- 
по 

ло N = М (=), что 

|х„—1|<а, если п > М (2). 

Заполнить таблицу: 

Е 0,1 0,01 0,001 | 0,0001 | ... 

М 

Доказательство. По определению предела для любого на- 
перед заданного = >> 0 имеем 

тир 
при п > —— 1 = N (=). 

2 0,1 0,01 0,001 0,0001 | 

N 9 99 999 9999 
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17. Доказать, что x,(n =1, 2, ...) есть бесконечно малая (т. & 
имеет предел, равный 0), указав для всякого = >> 0 такое число N = 
= М! (>), что |x,|<ce при п> М, если: 

(-107Н. —_ 
— 9 6) Xn = n3 + 1 9 

Вх =. r) x, = (—1)"+ 0,999". 

Для каждого из этих случаев заполнить следующую таблицу: 

Е 0,1 0,001 0,0001 

N 

Доказательство. а) Очевидно, что при любом = > 0 

(—-17Н |1 1 _ 
= =—-<e при n> =М (2). 

6) A n 2  _2 И-=м 
) налогично т Г < = 72 < = при n> = = (=). 

в) Имеем 

1 1 1 1 1 

| Я г Я <= иг < . 

Решая последнее неравенство, получаем 

п>1-+ в -— 12 =М%. 

г) |(— 1)” - 0,999" | = 0,999" < =. Отсюда п Ig 0,999 < 15=и, так как. 
Ig 0,999 <0, то 

||: 1 
n> Tg 0,999 — 2330 lg — = № (=), 

Заполнить таблицу предлагаем читателю. 
18. Доказать, что последовательности: 

а) x, =(—1)"-n; б)х.=2""; в) x, =Ig(Ign) (n> 2) имеют 
бесконечный предел при п —> oo (T. е. являются бесконечно большими), 
определив для всякого Е такое число N = М (Е), что | x, | > Е при 
п > М. 

Для каждого из этих случаев заполнить следующую таблицу: 

Е 10 100 | 1000 10 000 

N 
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Доказательство. а) Неравенство |(— 1)" п| =n>E справед- 
ливо при п > Е =WN(E), где Е >> 0 — произвольное. 

6) Аналогично, решая неравенство 2"” >> Е, получаем 

n > (Ig E)? - (152) * = N (e). 

в) Решая неравенство | Ig (15 п) | = Ig (ign) > E (n> 10), получаем 
n> 1008 — N(E). 

Заполнить таблицу предлагаем читателю. 

19. Показать, что x, = п" (п =1, 2, ...) не ограничена, одна- 
ко не является бесконечно большой при п- oo. 

Решение. Пусть E > 0 — произвольное число. Тогда при п = 
= 2k (k= 1, 2, ...) 

| Xo | = (2k)(—0* = 2k> Е, если k> =, 

т. е. X, не ограничена. Однако при Е > lun = 2k—1 (k = 1, 2, ...) 

ель = (28 — ПН! =, ...) 
и не может превосходить число E > |, т. е. не является бесконечно 
большой. 

Предполагая, что п пробегает натуральный ряд чисел, найти сле- 
дующие пределы: 

— Ilt+atat+ .-- +a" 
20. lim а\<1, |b|<]}). 

noo 1+b+ 02+ ----+ 5" (lal< 111) 

Решение. Находя суммы в числителе и знаменателе и используя 
теоремы о пределах, получаем 

1-— ан 

2 ... п . — а рт а 
пью LtbO+b2+ ... 9" пью 1 - ОП 

1—6 
1— li n+l 

ИЕ 
I—a | шбН ~~ l—a * 

Nr oo 

Здесь воспользовались тем, что Шт д” = 0(|g|< 1). Для доказательст- 
flay OF 

Ba последнего заметим, что из неравенства 

ergy = | а 19| 

а... 1—\¢l\ 1—|4q\ 
any т + ( 19| } >" \q\ 

следует неравенство |q |"? ==|9"| < г . a. <, справедливое 

при n>|q|\(I—|q|)_e "и для любого e> 0. 
. 1, 3 5 2n—1 \ 

21. lim [НН + ... Ри 
fi-r CO 
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2n — | 1 Решение. Положим Зы ++ а 

Тогда 

2n — | 2n — 3 2n — | 

+ у  ( оп — оп )— on+l = 

1 1 | 1 2n — | 

= + (+ 22 + ° + иг ont 

И 

1 

1 ; | 2n — 1 оп—1 
би + =! 7 2 2 1 

2 

2n — | ——= 

Таким образом, 
1 | ———__—_- 

. . п 1 2n — 1 lim S, = lim | 1+ oa |S 
п со п-со 1 —— 2 

2 

. 1 21 —1 . 
= lim (1+2—-G>— - } =lim3 — 

Пс 2 2 пс 

. 1 . n . 1 
— lim ——— 2lim lim —~ = 3 

Tl -p co gn—2 п»со Qn + am оп 

n n 
— 

п 
Здесь воспользовались тем, что 57 = (l im Tae ln | ne) Leet] 

<= 

<= п = и <= для произвольного = >> 0, если n>14—, 

2 

T. e. lim “ = 0. 
п-со 2 

; | | | 
22. lim sy tat + wet |: 
Решение. Заметим, что 

| 1 i 1 1 1 

тета т ‘ТЗ =(1— =) + (5—3) + 
1 | | 

т”. + (-- aET) =! иг. 
Тогда , 

| 
lim | гагат. тео | = (1 г) =1. 

23. lim(V2 -/2-/2 ... V2). 
пс 
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1 1 НЫ _ 1 
— — > + 

Решение. Так как V2. у 2. V2 ... У = 22 
1 1 1 — — 

2 "2 anpan>2 2=2")" =[14+ 0" — "п + 
om 

a a a 1 
+2" —D'=14 22" —)+ + +2" —)'>ne*—, те 

0< 2” —l<+, то 27" —1 при п- со и предел нашего выраже- 

ния равен 2. 
Доказать следующие равенства: 

24. lim —- = 0. 
Ther CO п | 

Доказательство. Равенство следует из неравенства 

Qn 2 2 2 2 2 \"—2 9 [2 \п 
О т=т.>. 3... 2 <2(4) == (2) 

и из того, что (3)' 0 при п—со (см. пример 20). 

k 

25. lim—-=0 (a>). 
nerco A 

Доказательство. Пусть т — целое и т > ЕЁ. Тогда 

Е т n m п ‘т 

0<- <. -| =|-* | ‚где =Уа >1. 
ап а У д" 

Но 

п п 

Зы те 
п 2n 

=— — < — —= > 0 и 0-7 1) ФИА... + 6—1” n(n — 1) ©—1) 

при П-—> оо; тогда, применяя теорему о предельном переходе в про- 
п \m 

изведении, получаем, что ( ет — 0 при п-— со, откуда следует тре- 

Доказательство. Равенство нулю предела следует из оче- 
видного неравенства 

| _ 12| | а] |2] \a| 

т" (ley \ 
< (141) < в, 
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справедливого при любом = > 0ит + 1>|а]|, если п достаточно 
велико. 

27. т пд” =0, если |9|<1. 
по 

Доказательство следует из того, что 

| 197 | = (b> 1) (см. прёмер 25). 
п п 

Tif pt 

|4 
28. lim Уа =1. 

t=» CO 

Доказательство. При а = 1 равенство очевидно. Пусть a> 1. 

Тогда у a>Ilu 

а= [1+ (fa —l!*=14+n(VWa —1I) + --- + Уа-— 1 

>n(Va — 1), 

откуда получаем, что 0<У а —1 <—<e при п >—(e> 0), т. е. 

Уа —1 при п-— oo. 
п 

Если O<a<l, To — >! и, по доказанному, | / ——-—1 при п — 

— со. Но тогда 

. п . 1 1 

ий nae 7 arp ol. — lim 1/ — 

29. lim 82" =0  (а>1. 
Fler OO 

Доказательство. Tak как lim—- =0 (6>1) (см. решение 
пс 

1 
примера 25), <<! при достаточно большом п. Положим 

6 = ае, где а> |1, а => 0 — произвольное. 
| n 

Тогда en < en <I] или |<п< а”. 

Логарифмируя последнее неравенство, имеем 

0< 105. п < en, 

откуда 
log, n 0< — < 

при достаточно большом п. Из последнего неравенства и следует 

утверждение. 
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30. lim fn =1. 
flr OO 

Доказательство. Из очевидного неравенства 

пя Рая NS (Ут — 1)? + 

+ (Vn —1'>*2# >) — 
следует, что 

>14 267? 

31. lim ——— = 0. 
п-со Уп! 

Доказательство. Покажем сначала, что 

п \fr 

Применим метод индукции. При п = 1 неравенство справедливо. Да- 
лее, если оно справедливо при п, то для п + 1 имеем 

ИИ > (3 е+0= (75°. 3 > 

ry 
п-т > ( =). 

Последнее неравенство ney ot так как 

1 —1)... п — 1 (1 + рт 2 yam@—) ту... ео. antl) x 

1 1 1 
x an 7 =ltl+ar(l->)+ eee ar (1-4) x 

a )<l4+l4+gp ++ +ar< x ( —=) ... 

«1-1 -- < 

fyb bot =14—7- = 3. 
Qn 

Теперь существование и равенство нулю предела вытекает из неравен- 
ства 

Q< tc 1 te, 
nr n/n \n n 

yr VG) 
3 

справедливого для любого з > 0 при всех n> =. 
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32. Доказать, что последовательность 

в = (1+) (n=1, 2,...) 

монотонно возрастает и ограничена сверху, a последовательность 

и = [1+ (n =1, 9, ...) 

монотонно убывает и ограничена снизу. Поэтому они имеют общий пре- 
дел: 

п со fiW-r co 

lim (1 + =) — ип ( 4 =)" = ¢. 

Доказательство. Согласно неравенству примера 5 имеем 
+ 1 n+l 

ны | ит) СШ mH ntl 

*n ( + = 7 ( (n+ 1)? р 

1 n+l 

>(1— ET) n =, 

1 \a-+l 
1+ — 

Yn __ ( ы 7) _ 1 n+ 1 < 
у„_ 1 п 1 п n 

т (1+ n г (++ #-т) 

| n-+- 1 ns + n?—n—1 

<TH eae " wren =” 

т.е. „и, аи,\. Далее, „< и Oy, —х, = (1 + =) . te 
n 

е <-—--—0 при п- со, откуда (у, — „) 0 при п-— со. 

Следовательно, 

lim x, = lim y, =е. 
fi~-» CO n-w co 

33. Доказать, что 

0<e—(1 +a) <> (n=1, 2,...). 

1 \п 
При каких значениях показателя п выражение (| + =) будет отли- 

чаться от числа е меныше чем на 0,001? 
1 \a+l 

Доказательство. Согласно примеру 32, имеем [1 + = | >e. 

1 п Тогда 0<e—(1+—)'<(1+ J" —(14+ =)’ < 1+ =) x 
1 е 3 1 

Хх <= <-> < ПРИ п > 3000. 
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34. Пусть р, (п =1, 2, ...) — произвольная последовательность 
чисел, стремящаяся к + со, ид, (п = 1,2, ...) — произвольная после- 
довательность чисел, стремящаяся к — oo . Доказать, что 

lim (1 +- se)" = lim (1 +- № = е. 
пс п со 

Доказательство. Пусть {n,} — произвольная последова- 
тельность целых чисел, стремящаяся к -+ со. Тогда из условия 

(1 +- x) —е|<е при п >М (=), #>0 

1 

qn 

следует 

(! + =)" —e|<e при n, > М (e), 

. 1 \" __ 
lim {1 + —-] =6. 

пр-во ПЕ 

Если последовательность произвольных чисел {p,} (р, > 1) стремит- 
ся К + oo, то существует такая последовательность целых чисел {п,}, 
что п, < р, <п Тип, -{ со. 
Так как левое и правое выражение очевидного неравенства 

(1+ n = ye | | 1 k Pk м: 

<< (++, 
npe+ 1 

стремятся ке, TO lim (1 + a)" =е. 
Е со Pr 

Если произвольная последовательность чисел {q,} (— 4, > 1) 
стремится к — oo, то, полагая g, = — &,, получаем, что 

м и 
35. Зная, что lim (1 +- =) =6 доказать, что 

ft -» Oo 

lim (I+ 1 +57 +37 и т) =e 
П-со п 

Вывести отсюда формулу 

e=24+5-+4,+4 eee + — 
n| neni’? 

где 0<0,<(1, и вычислить число е с точностью до 10-5. 
Решение. Переходя к пределу в неравенстве 
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| 201 —1)(n—2) 1 
m= (1+) a14 4+ Pat tS t+ 

n(n—l1)...(n—k+1) 1 . 
... ml ote ee + = x 

a
 

при N—> co получим неравенство 
1 1 1 

ее tate: tar HM 

справедливое при любом Rk. Так как в множестве {y,} нет наиболь- 
шего, то при R=n 

1 1 1 
Yn = 2+ a- ta + cs Po <e, 

т. е. знак равенства невозможен. С другой стороны, 
1 \n 1 1 1 

%,=(1+ =} <24+37+37+ aan Ta = In 

Таким образом, х„ < и, <еи lim x, =e. Отсюда следует, utolim у, = e. 
Nu co T= oo 

Переходя к пределу в неравенстве 

1 1 1 
Ym+n — In = ИП + (n + 2)1 тет тг < 

1 | 1 
<G+D! (++ "Е 2) tose: = 

| n-+2 1 
ОГ atl <Я. 

при фиксированном п и т -» со, получаем 

О0<е—и.< nent ° 

е — Yn 

1 

п.п! 

Обозначим 0< 0, = <1. Отсюда получаем требуемое. 

Неравенство 

0<e—y,<— < io 

справедливо при п > 8. Отсюда 

1 1 1 | 1 1 | 

г Ног + зг + чг + 5г эг + 7г + зг = 2,71828. 
36. Доказать, что число е иррационально. 
Доказательство. Предположим, что е — рациональное 

число. 
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т 
——, где ти п — натуральные числа. Для числа п 

справедливо равенство 

Тогда е = 

т | | | 9, 

ЕЕ г + я ers 0—9, < 1. 

Умножая это равенство на п!, получим 

| | 1 0, 
m(n—I)!—nl [2+ >> + г + ... т) = „= 

т. е. слева — целое число, а справа — дробь. Полученное противоре- 
чие и доказывает иррациональность числа е. 

37. Доказать неравенство 

[2 <"! <е (3). 

Доказательство. Левая часть неравенства справедлива 
при n = |; далее, по индукции 

и! = "1+ 0> (+ @+0= 

п \п 

кон п-1 n+l 

е = у > ( 4 
[2 

е 

п-1 

е 
так как неравенство (п -++ 1) (=) 

1 \п 
венству ] + =) <e (справедливость последнего следует ИЗ приме- 

Ps Tipasas часть неравенства следует из того, что (см. пример 6) 

(ay < =e(+) - > 

(3) 
38. Доказать неравенства: 

а) — < In ( + =) < — ‚ где п — любое натуральное число» 

—п—1 
> 1 эквивалентно нера- 

6) | + «< е“, где а — вещественное число, отличное от нуля. 
Доказательство. а) Логарифмируя неравенство (см. при- 

мер 32) 

1 \п 1 \n+l 

(+) <.<(1+--”, 
получаем 

п вп (1 -|- =)<ше= l<(n + т (1 +. =) 

откуда следует непавенство а). 
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6) Покажем сначала, что 

Tar < In(l +n<r, (1) 

где r — любое рациональное число, отличное от нуля и большее — 1. 

Пусть г = — > 0. Тогда, в силу неравенства a), получаем 

__ т \ _ п! 1-2 os п-т __ ав + ) = In( ci att. er) = 

= In(1 + иди г) + ... + (1+ иг) < 
| т 

<= + г To Г =" 

т. 
| | | т n Ind 0>aer+qErt tape ate eA 

п 

_ r 

— +r? 

откуда следуег неравенство (1) для г > 0. 
Если же — | <r, < 0, то, полагая — г, =г O< r< 1), имеем 

—In(l—n =In- = (1+ 45 7), 

откуда 

Г Г 
r<in(1 + =7})< — 

или 

и <—In( } =м(—9= 
| 1 —г r 

= п (1 tase t 

ГА < Ш (1+ п!) <". 

Пусть & — произвольное вещественное число, большее — |, от- 
личное от нуля. Тогда существует такое рациональное число г, что 

Г Г 

a tap <<! 
(например, любое рациональное число г, содержащееся между вещест- 
венными числами a и Ya? + 4 та — 2). Тогда 

In (I + a) <In (+7) = (5 . +) — 
2-г 

И 

= In{1 + 7) +in(1 + 5) << 
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Следовательно, 1п (1 + ©) < («> —1, «520 и 1 + «< е® («> —1, 
а 52 0). Если & < — 1, то неравенство | + &< е® очевидно, поэтому 
неравенство |-- «< е® справедливо при всех a= 0. 

39. Доказать, что 

1 

lim n(a* 
ПСО 

— 1) = Ша (a> 0), 

где |п а есть логарифм числа а при основании е = 2,718... 

Доказательство. Из неравенства ( + az) << (1 + 1 

1 

п | 
находим, что 1 < п (е "| < (п >11), откуда 

lim n(e* — 1) =1. 
п-со 

1 та J 

При a>1 имеем y, =n(a* —1)=n(e * —1) =z, (е** — J) Ina, 
n 

где г, = = > + со при N-> oo. Обозначим @, = [г„] (целая часть), 

1 1 1 
так что „<г < +1 4 -——-<——<——. Отсюда получаем 

Ont 1 2п An 

неравенства 

1 J 
Ina-a,- (et! — 1) < у. < Ша: (a, + 1) (e — 1), 

| 1 

— ша. (Wt! — | + Ina - (a, + 1) (emt! р < 

<y,<Ina-a, -(e« — 1 + ша: (e% — 1). 

1 

Так как последовательность {&„ (e%n — 1)} является подпоследователь- 
1 

ностью сходящейся последовательности {п(е" —1)}, то 

— ия 
lim a, (e" — 1) = Итп(е" — 1 =1. 
flew do fico 

Применяя утверждение 2°, получаем 

limy, =lim[Ina-a, (e" — 1) {- ша. (e" — 1] =Ша (@>1. 
п-со п->оо 
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1 

-—]) =п ——! = 2—9) _ 

1\2 br 
(+) 

Ji 

1. 
п Если же 0<а<!, Toy, =n(a 

1 

= — у -n(b* — 1), где b=— >I. А так как 6” +1 un n(b* 
рп 

—1)—Inb при п-— со, To 

ту, = — Ino = —In— = ша (0(<а—<!. 
пс 

Пользуясь теоремой о существовании предела монотонной и огра- 
ниченной последовательности, доказать сходимость следующих по- 
следовательностей: 

40. хи = рот s+ 
где р; =0, 1, 2, и — целые неотрицательные числа, не превосходя- 
щие 9, начиная с р). 

Доказательство. Последовательность неубывающая, так. 
как 

(n=1, 2, ...), 

Patt 
Хи — Xp = ar 20, т. е. Xnt1 > Xap 

и ограничена сверху 
_9_ 

in<Potay tape bo Foe t ee =p + —— =P +1 п 0 10 102 107 0 Ш 1 0 ‚ 

10 

а поэтому имеет конечный предел. 

1 1 1 41. «= (1+) (1+ =) ... (1+ or): 

Доказательство. Mmeem——— РН = + => следовательно, 
Xn 

последовательность возрастает. 
Ограниченность следует из неравенств 

Int, = In(1 +) +11 (1+) + ... + (1+ 

—1, 

Xn < е. 
Таким образом, последовательность, согласно утверждению 2°, схо- 
дится. 

42. x4 =V2,%=V24+V2,..., t,=V24V24 ... +V2, 
п корней 
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Доказательство. Заметим, что хи =И 2-Е х,, и последова- 
тельность является возрастающей. Для доказательства существования 
предела остается показать ограниченность последовательности. 
Имеем x, < V2 + 1. Тогда, если x, < ИЯ - 1, то 

жи = Их, «И 24+V2 41 <V 24+2V24+1=V2 +1 
и ограниченность, согласно индукции, доказана. 

Пользуясь критерием Коши, доказать сходимость следующих пос- 
ледовательностей: 

sin 1 sin 2 sin n 
43. xy =O pe ... ++ on 

Доказательство. Пусть задано Ye>O0. Тогда | хи, — х„| = 
. 1 . о . . -| 

— sin (n + 1) 4 м ) +... + sin (n +- р) < | sin (и +1) | 4 

ont on-+p ont 

| sin (a + 2) | | sin (n + p)| 1 1 
+ оп--2 + me + on-+p < оп + оп--2 + a + ‘onto + 

| 

27 | 
-- -.. = г = < = при п >> — 105. в и всех натуральных р. 

1— — 

cos |! cos 2! cos! 

44. = +5 rote + amt)” 

Доказательство. Для произвольного = > 0 и при всех 
натуральных р имеем 

_ _ cos (n +- 1)! cos (п ++ 2) ! . 

nto — l= |G EH @+y twFDWrHR tT 
cos (n + p) ! 1 1 _ 

Татре+р | < "РОО т5 т 9+9 OCT 
1 1 1 1 1 

ТЕРРИ atl ata Киа aps тт 
1 1 1 1 | 

+r Пр ПЕРИ ~ atl appt! ~ ИГ < 

<, Мп>——1 = М (8). 

1 1 1 
45. жа = Р-Н 5 + = + о.о + 

n° 

Доказательство. Пусть 2 > 0 — произвольное. Тогда 
1 | 

[ар — Mal = ие Ната + ^^ р Заир t 
| | | 1 

ow ... 

+ (n+ 1)(n +2) | + ПР ПЕ-Я 
| 1 1 1 

Иа bo Торг Ир “п ифр < и ПРИ 

t_ 
n 

l 
fi > — и при всех натуральных р. 
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46. Говорят, что последовательность x, (п = 1,2, ...) имеет ограни- 
ченное изменение, если существует такое число с, что 

ха — жа | | жа — xe] НН [Ха — Жи | < с п=Ь2,...). 

Доказать, что последовательность с ограниченным изменением CXO- 

ДИТСЯ. 

Построить пример сходящейся последовательности, не имеющей ог- 
раниченного изменения. 

Доказательство. Из условия вытекает, что последова- 
тельность 

n= | Ж — | |3 — х2| + ..’ + Хи — Жи (п =Т, 2,...) 

сходится (как ограниченная и монотонно возрастающая). Далее, так 
как {(/„} — сходящаяся последовательность, TO 

| Жанр — Хи | = | Ха — Ха tt Хао — Angi ves + 

+ Xntp — Хао | < | Жен — Ха | + | Хин — tng | + 
о нь —Xnto-1| = | Ур — In| <e 

при п > М (=), У\р>0, т. е. последовательность {х„} сходится. 
Очевидно, что последовательность 

1 — (— 1)” 
2n 

сходится; однако она не имеет ограниченного изменения, так как при 
любом А >> 0 неравенство (см. пример 7) 

Хи = (n=1, 2, ...) 

аж ... + | Xo, — Xen—1| = 

ТН typ > md + )t+in(i+z)+ 

+ In (1+) + ... ыы. 

x т) > ШУМ FI >A 

справедливо при n> > (e?4 — 1). 

47. Пользуясь критерием Коши, доказать расходимость последо- 

вательностей: 
1 1 

а) хи =. te (n=1, 2, ...); 

6) xX, = + -|- eee + 1 

п In 2 In 3 Inn 

Доказательство. Пусть = — произвольное число из ин- 

тервала (0, = )- 

а) Поскольку 
1 1 1 

| Хр — Хи| = n+l + n+2 $+ vee + > Р 
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а при p=n , 

ых, 
для всех п, то последовательность расходится. 

6) Расходимость последовательности следует из того, что 

1 р 
[nto — “al "тату tine ppt 77 Петр inary 

р 1 
—— П = e >- > > при р=п 

48. Доказать, что монотонная последовательность будет сходящей- 
CA, если сходится некоторая ее подпоследовательность. 

Доказательство. Для определенности будем считать, что по- 
следовательность {х„} возрастающая и {х„,} —ее сходящаяся подпо- 

следовательность, т. е. Шт х,, = а. Тогда $=>03 К =К (=) такое, 
Е оо 

что 34 k>K в силу монотонности имеем 

а—Е< Хи, < Xn, 41 <... < и, < Nap yt < ... a+ 5, 

отсюда а-<х„<а--в при \п>п,, где Е > К (=), что и требо- 
валось доказать. 

49. Доказать, что если limx, =a, To lim|x,| =|а|. 
й = CO Mor CO 

Доказательство. Пусть {x,} сходится, т. е. |x,—a|<e при 
nm > М (=). Тогда (см. пример 14,a)) [x,|—|al<|x,—a|<e npun> 
> М (=). Отсюда и следует утверждение. 

x 

50. Если х. —=а. то что можно сказать о пределе lim —2+! > 
п 9 n 

Tle» CO 

. Яя а 
Решение. Если a0, то lim —~—=—=1. Пусть а=би 

п-ъсо п 

; x 
<уществует предел lim At" = 1, Покажем, что | {| < 1. Предположим, 

что |1] > и выберем такое число => 0, что |/|—e>1. Так как 

Jatt | >| |-—е>1 при п > М (=), то |Xn+1|>>|x,| при n>N(e), 

т. е. последовательность {|х„|}, а вместе с ней и {х„}, не может стре- 
миться к нулю. Противоречие доказывает наше утверждение. 

Xn-bl 

п 
Покажем на примерах, что предел lim может существовать 

tl=» CO x 

я принадлежать отрезку [1,— 1]: 

_ 1 Жи 1. 
1) x, = п’ Пт Xn |; 

_ 1" os ye, m= I



Хх 

Однако предел lim —" 
п со п 

для последовательности х„ = — 9+ (—1)") (91 == 1), а при |9| =1 сама 

может вовсе не существовать, например, 

x 

последовательность т не определена. 
п 

51. Доказать, что сходящаяся последовательность достигает ли- 
бо своей точной верхней грани, либо своей точной нижней грани, 
либо той и другой. Привести примеры последовательностей всех трех 
ТИПОВ. 

Доказательство. Пусть limx, = а. Тогда a—e<ix,<a+s 
п>со 

при п>М (=), =>0. Если x,<ca—e, R=1, 2, ...,N, To xX,= 
min {x,, х., ..., Xv} будет точной нижней гранью. Если x, >а- а, 
Е =1, 2,..., N, то ху=тах {X, Хо, ..., Хм} будет точной верхней гранью. 
Если среди элементов хи, Хо,.... Хм существуют числа, менышие, чем 
а—, и большие, чем а--&, TO последовательность {x,} имеет наи- 
больший и наименыший элементы, которые будут точной верхней и 
точной нижней гранями. 

Приведем примеры последовательностей всех трех типов. 

1) ие, x, = 0 = inf {x,}; 

| 2) хи =, = 1 = sup {хи}; 

(— 1)" ; | 
3) =, 4 = —1 = inf {x,}, Ха = —5- = sup {x,}. 

52. Доказать, что числовая последовательность x, (п = 1, 2, ...), 
стремящаяся к -+ со, обязательно достигает своей точной нижней 
грани. 

Доказательство. Пусть х„-— + co при n-oo их — 
любой элемент последовательности. 

Возьмем любое число A> x, Так как х„-—- со, то существует 
такое число N (А), что при п >> AN (A) справедливо неравенство x, > A. 

Обозначим х„, = Min {x,, Xo, ..., хм}. Тогда очевидно, что хи, = 
= inf {x,}. 

Найти наиболыний член последовательности x, (n = 1, 2, ...), 
если: 

2 

53. хи = о 

Решение. Условимся наибольший член последовательности 
{x,} обозначать символом тах х„. Из неравенства 

т =+(1++)'<1, 

Xn 
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справедливого при П > 2, вытекает, что последовательность {х„} моно- 
тонно убывает. Поэтому наибольший член содержится среди элементов 
X1, Хо, Хз. Находим, что 

Уп 
54. x, = 100 a 

Решение. Имеем x, = —= Vn = ——! , 
(Vn —10)?+20Vn (Vn — 10)? 

— +- 20 
Vn 

1 
Отсюда x, < 5, причем знак равенства достигается при п = 100. 

Следовательно, 
1 

max Xx, = X100 = 20" . 

1000” 
55. Ав = nn 

x. 1 
Решение. Так как ыы = — ‚ то при n>999 последова- 

п 

тельность монотонно убывает, а при п< 999 — возрастает. Следова- 
тельно, 

10001000 

1000 ! 

Для последовательности х„ (п =1, 2,...) найти inf {x,}, sup {хи}, 
lim x, и limx,, если: 

max X, = X1000 = — 2,49 . 10°”, 

1 
56. = У— == о xX, =1 7 

Решение. — Последовательность монотонно возрастает и 
ограничена сверху, поэтому сходится. Наименьший член x, = 0 = 
= inf {x,}. Верхний и нижний пределы совпадают и равны sup {x,}, 
следовательно, 

lim x, = lim x, = sup {x,} = limx, =1. 
Mor CO п со Nor co 

57. x, = (— 1)" (2 4 =): 

Решение. Tak как все элементы последовательности {х„} содер- 
3 

жатся в последовательностях Xon—) = 2 + WaT т = — 2— = и 

Xon <i. Xon—1, причем последовательность {х2„—} монотонно убывает, а 
последовательность {х›„} возрастает, то 

xX, = sup {x,} =5, limx, = lim хол = 2, 
=r CO ter CO 

inf ri | 2 x, = inf {x,} = —-, limx, =lim хи = 2. 
по No» Co 

34



58. x, = 1 г cos“. 

Решение. Имеем X4,~9< Xon—1 < Хи, причем {X4n—2} убывает, а 
{X4n} возрастает. Поэтому 

inf {x,} = lim xq = т ана = lim ( — oo) _0, 
7 

Neco hwo пс 4n ~~ & 

N-»co t=» So t=» CO 4n + 1 

sup {x,} = Шт x, = lim x4, = lim ( 4 4" — 2. 

п(п—1) 

59. х„=1 4 2(— 1)" +3(-10 2. 
Решение. Так как 

X4n—3 = 6, X4n—2 = — 4, X4n—1 = 0, X4n = 2 (п = l, 2, ... ), 

inf {x,} = Шпх, =— 4, sup {x,} = limx, == 6. 
пс n~-» со 

Найти limx, и Итх, если: 
п со Nw OO 

2 2 
60. Xn = par 00s =. 

Решение. Tak как хХзи—2< Хи < Ха И ПОСЛедовательности 

{X3n—2}, {X3n—1} и {Ха} сходятся, то 
° __ e __ e — (Зп — 2)2 __ 1 

а = tne = I ee 
— 2 

fim x, = Ни жа = lim — © =], 
п-со п-со П-со 1 + (31)? 

61. x, =(1 4 = |, (- 1" sin 

Решение. Выделяя из всех членов данной последовательности 
восемь подпоследовательностей 

{X8n—;} (j — 0, I, 2, eae y 7), 

легко убедиться, Что наименьший и наибольший частичный пределы 
имеют соответственно подпоследовательности 

1 8—3 1 

ви =- (1 т =) — У’ 
—6 

Xgn—6 = ( + mao) + 1. 

Поэтому 

. . .` 1 8п—3 ] 1 
lim x, = lim xg,-3 = lim I—(1+ gts] —t-|=-e-7F. 

lim x, = Ш Жив = lim) (1 ++ wae) + | =e+] 
п-со п-со N-r0o n—6 

2* 35



—*__ sin? “© 
n+ 1 4 

Решение. Имеем ха < хи—з < X4n—1 < Ап, OTKYAA limx, = 

62. x, = 

п-со 

4n—2 

4n —1 =I. 
= lim хи =0, limx, = lim x4,—2 = lim 

п-со пс N-rco N-»co 

Найти частичные пределы: 

1 1 1 3 1 | 2” — 1 7 
ie в вт: 
Решение. Из членов данной последовательности составим две 

—1 
(п = l, 2, ...)- 

— | 
сходящиеся подпоследовательности: х„ = ит HX, = 

Их пределы lim x, = lim — =0, limx = lim 2—1 = | будут час- 
п->со п-со п>со п>со 

тичными пределами. 
Так как все другие сходящиеся подпоследовательности необходимо 

входят в состав этих двух, то других частичных пределов нет. 

1 1 1 1 1 1 1 1 
64. 1, 1, 5 Г, ИР, 2, 5+ 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 

topper bape pape GST wT 
Решение. Члены данной последовательности составляют сходя- 

1 
щиеся подпоследовательности х„ = = 4 Xk, = 

=], 2, ...) , которые имеют соответственно пределы 0, ——(k = 1,2, ...). 

1 1 
2° 3° 

1 2 3 1 2 3 т 4 
3 5 65. "4° 4° 4° § * 5% 5? 9 eee ® 

Решение. Очевидно, что все рациональные числа Г (0 < г< 
< 1) являются членами данной последовательности. Пусть & — лю- 
бое вещественное число, такое, что 0 < “< 1; тогда при достаточно 
большом натуральном т неравенство 

1 
“Ни <! 

справедливо при всех п = 1, 2, 
Для каждого натурального числа п среди членов данной последо- 

вательности найдется такое рациональное число ги, 
что 

«г < а —— = = . 

Отсюда следует, что limr, =, т. е. & — частичный предел. Анало- 
п>со 

гично рассматривается случай, если О<а <]. 
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66. Построить пример числовой последовательности, имеющей в 
качестве своих частичных пределов данные числа: 

а, Qo, ee eg Ср. 

Решение. Обозначим ж = а +—, k= 1, 2,..„ р; п =1, 2,.... 

Так как последовательности Xp, сходятся к числам а, (k = 1, 2,..., р), 

то искомой последовательностью может быть, например, последова- 

тельность 

] 1 | 
а: -- 1, A, -+ l, eee а, |, а: +> Og -- 5- pee “9 Ap Fos o 8 ey 

1 1 1 
Ar, а, + —, oe ey а, +s cet 

составленная из членов последовательностей {x,,} (k= 1, 2, ..., p). 

67. Построить пример числовой последовательности, для которой 
все члены данной последовательности 

а, Qo, ee eg Сл, eet 

являются ее частичными пределами. Какие еще частичные пределы обя- 
зательно имеет данная последовательность? 

Решение. Из членов последовательностей x, = а», Xk, = Ay + 
1 

НЕ MH, 2....,; k =1,2,...) составим последовательность 

1 1 1 | 
ат, Ar, Qo, Ar) а, i Qs, а. Г --, а» + 

| 1 
та, вт, Ay ..., 

которая имеет своими частичными пределами: 1) пределы последова- 
тельностей {x,,}, т. е. члены последовательности {а„} и 2) частичные 

пределы последовательности {а„}. 
68. Построить пример последовательности: 
а) не имеющей конечных частичных пределов; 
6) имеющей единственный конечный частичный предел, но не являю- 

щейся сходящейся; 
в) имеющей бесконечное множество частичных пределов; 
г) имеющей в качестве своего частичного предела каждое веществен- 

ное число. 
Решение. а) Например, x, =п (п =1, 2, ...). 
6) Пусть {x,} — последовательность, стремящаяся к конечному 

пределу а, {y,}— бесконечно болышая последовательность; тогда по- 
следовательность ха, И1, Хо, Yor ..., Xnv Ynys ЯВЛЯется расходящейся 
И имеет единственный конечный частичный предел а. 

в) Примеры 65 и 66. 
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г) Построим последовательность, содержащую все рациональные 
числа ‚ где ри 9— натуральные числа: 

м Ц 8 8 
’ 7" 2” 2°’ 3°’ 3° 3°’ 3.’ 2 ’ 2 ’ i? 

3 
1’ 4°” 9 

Loot 2 n=l nat in 
п’ on’? n? n”? ’ n 9 n | 

— по Ц п И 
па," 

Тот факт, что любое вещественное число является частичным преде- 
лом, доказывается аналогично решению примера 65. 

п — 

69. Доказать, что последовательности x, UY, = хуИп (п =1, 2....) 
имеют одни и те же частичные пределы. 

Доказательство. Так как НтУй =1 (см. пример 30), то 
п-> со 

р, -— 

lim Y р, =1, где {p,} — произвольная подпоследовательность ряда 
п> co 

натуральных чисел. 
Пусть © — частичный предел последовательности {x,} и Штхр, = 

п-со 

=a. Тогда, применяя теорему о предельном переходе в произведе- 
нии, находим 

п-со 

. . Pn . Pn 
lim Ур, =lim Xp, У Pn = limx, lim У р, = ©, 

> со noo п со 

т. е. &— частичный предел последовательности {y,}. 

70. Пусть последовательность x, (п = 1, 2,...) сходится, а последо- 
вательность и, (п = 1, 2,...) расходится. Что можно утверждать о схо- 
димости последовательностей: 

а) Xn Ну; 6) ху? 
Привести соответствующие примеры (для случая 6)). 
Решение. а) Последовательность {x, + y,} расходится. Если бы 

она сходилась, TO сходилась бы и разность последовательностей {x,} 
и {xX, +y,}. Но это невозможно в силу того, что {х„— (x, + Y,) 
= — {y,}, а {y,} — расходится. 

Последовательность может как сходиться, так и расходиться, 
например: 

1 
1) последовательность X, = —— сходится, а последовательность 

—_ 1\” 

Yn =(—1)" расходится, однако их произведение x,y, = -———- обра- 
в 

зует сходящуюся последовательность; 
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"сходится, a y, =” — n+l AMTCA, а Yn = | 
— 1)" n2 

расходится; их произведение x,y, = a + т также расходится. 

71. Доказать, что 

а) limx, +limy, < Шт (хи + у,) < Шпх, + lim пу, 

2) последовательность х„ = 

6) lim x, + lim y, < lim (x, + Yn) < lim Xn + fim пу», 

Привести пример, когда в этих соотношениях имеют место строгие 
неравенства. 

Доказательство. а) Заметим сначала, что если из последо- 
вательности {х„} выделить некоторую подпоследовательность {Xz}, то 
lim xX, < Итлхь. Так хак нижний предел последовательности являет- 
п->со п>со 

ся ее предельной точкой, то 

lim (хи +- yn) = lim (x, + Yr ,)s lim limx, = lim Xm, » 
п>со n=» co Newco a 

В силу нашего замечания имеем 

lim xn + lim у» < Шпх,, + limy,, = 
П-со N=» co n=» со со 

= lim Xinp + lim lim у, < <lim xm, + lim Ym, . 
П-со noo nv Co п п-со 

Далее, так как {Xm, -- Ym, } является подпоследовательностью сходя- 
п п 

щейся последовательности {X,, + Yr }, TO 

lim (Xr, +9) = lim п (Xing | + т ). 
NCO 

А так как, кроме того, последовательность {Xm, } сходится, то и по- 
п 

следовательность {Ym, } также сходится, так что 
п 

lim Ут, — lim Ym, 

п-со Noo п 

и полученное неравенство можно переписать в виде 

lim хи + lim gn < limxm, + ШП Уи, = 
п-со n=» со п-о п п-о п 

= lim (т, + Ym, ) = lim (хи + У»). 
пс 

Левая часть неравенства а) доказана. 
Учитывая это и тот факт, что 

lim (— Yn) =—lim yn, 
New CO 
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получаем 

lim (Xn ++ Yn) — lim у» = lim (ха + Yn) + lim (—y,) < 
п->со Пс п-со N-»co 

< lim [(%n + Yn) + (— Yn)] = lim Хп. 

Отсюда вытекает правая часть неравенства а). 
Неравенство 6) доказывается аналогично. 
Построим пример, когда в данных соотношениях имеют место 

строгие неравенства. Пусть 
n(n-+l) an п(п--1) an 

Хи = (—1) ? sin’ >, Yn = (—1) ? cos" —- (n=1, 2,...). 

Тогда 

n(n-+l) 

Xt ут = (—1) ° 
И ———a 

lim Xn = — |, limx, = |, 
со п-со 

lim y, = —1, limy, = 1, 
n=» со nwo 

lim (хи + Yn) = —1, Ш (%_ + Yn) = 1. 
п>со 

72. Пусть x, >O un y, > 0 п=1, 2,...). 
Доказать: 

a) lim x, - Ити, < lim (x,y,) < lim x, - lim y,; 
155 10 Пе nace HOO 

6) limx, - Ити, < lim (x,y,) < lim x, - lim g,. 
N=» oo Ne-r co n= со nwco N= CO 

Привести пример, когда в этих соотношениях имеют место строгие 
неравенства. 
Доказательство. Докажем случай а) (случай 6) доказыва- 

ется аналогично). 
Если x, =0 (п = 1, 2,...) или limx, = 0, то соотношение а) оче- 

fl=-r co 

видно. Остается рассмотреть случай, когда lim x, > 0. Тогда x, > 0, 
Thr Co 

начиная с некоторого номера. 
Пользуясь замечанием примера 7] и обозначениями 

lim (хи) = Шт (х, 9, ), Итх, = ШП xm, , 
П->со пью ПП пс По п-ъе ° 

имеем 

lim x, -limy, < lim x, -limy, = 
п CO П-со ter OO пс 

‚ lim у, < ПИ Хи, + lim Ym, » 
пы co Пс п п пс 

по со п 
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Так как {Xm, Ym, } — подпоследовательность сходящейся последова- 
[Ш п 

тельности {х, Yr }, TO 

lim (хи) = lim (x, yr) = lim (Xm, Ym, ). 
= п-ъсо тп noo п п 
Tle» Oo 

А так как последовательность {Xm, } сходится к отличному от нуля 
п 

пределу, то подпоследовательность {Ym, } также сходится, т. е. 
п 

lim Ym, = Шт Ym, . 
— п п-со п > со 

Следовательно, 

lim x, - limg, < ШП Хи, - ШП Ум, = lim (Хт, Ут, ) = lim (x,9n). 
ft—>oo n-»co Nr oo n->oo n n-»oco n п п-со 

Таким образом, левая часть неравенства а) доказана. Если 

lim y, = 0, то правая часть неравенства а) очевидна, ибо в таком слу- 
n> oo 

чае lim у, = 0, а поэтому lim (x,y,) = 0. Пусть lim y, > 0. Тогда, co- 
П-5о п-5со Nn oo 

гласно доказанному и тому, что lim = —— ,_ Получаем Hepa- 
5 «(Un Jim Yn 

венство 

1 . . 1. . 1 . 
= lim (x,Y,) = lim—— lim (X,Yn) < lim | — (кий, | = lim x,, 
nn n>» co N-» co пс п) a п> со 

из которого следует правая часть неравенства а). 
Приведем пример, когда в данных соотношениях имеют место стро- 

гие неравенства. Пусть 
a a l n(n-f-1) 

ty =2+(—)", oe =2—-(— I" +Z(-D ? 
Тогда 

о — 17 n(n-+1) 

XnYn = 3+ С “(—1) * 

и 

Пт х, =1, limx, =3, Шт, =, Титу, =, 
п->со N=roo noo n-roo 

. 3 — 9 
lim (XnYn) = 7? lim (%nIn) = 3° 
noo со 

73. Доказать, что если lim x, существует, то какова бы ни была 
п-со 

последовательность у, (п = 1, 2, ...), имеем: 

a) lim (х» + 9,) = lim x, + lim gy; 
N=» OO по п-со 

6) Пт (x,¥,) = Шпх, - lim y,. 
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Доказательство. а) Имеем (см. пример 71) 

lim (x, + Yn) > Ши x, + lim у, 
п-со п-со п>со 

lim (х„ + Yn) < lim xq + ту, 
п-со пос п со 

Так как lim x, = limx, = limx,, то в предыдущих соотношениях воз- 
по п-со п-+оо 

можен только знак равенства. 

Аналогично, пользуясь неравенствами примера 72 6), доказываем 
равенство б). 

74. Доказать, что если для некоторой последовательности xX, (п = 
=], 2,...), какова бы ни была последовательность y, (п = 1,2, ...) 
имеет место по меньшей мере одно из неравенств: 

a) Ит (х„ + y,) = lim x, + Ит я, 
fle» co пс Ml» co 

ИЛИ 

6) Tim (ху) = lim x, ° lim y, (x, > 0), 

то последовательность х„ — сходящаяся. 
Доказательство. Пусть условие а) выполнено. Так как 

{y,} любая последовательность, то пусть у„ = — х„. Тогда из усло- 
вия а) следует 

lim x, + lim (— x,) = lim x, — lim x, = Ши (х, — x,) = 0, 
п со Noo n-»oo N->oo 

откуда lim x, = limx,, т. e. limx, существует. При выполнении усло- 
MN-»co n-»co Te» CO 

вия 6) полагаем у, = —1. Тогда из 6) вытекает, что т (— хи) = 
пс 

= —limx, или limx, = limx,, и мы снова убеждаемся в существо- 
пс tle» co Ne» со 

вании предела последовательности {хи}. 
75. Доказать, что если х„>0 (п =1, 2,...) и 

— . 1 
lim x, + НШ =], 
пс The» Oo п 

то последовательность {х„} — сходящаяся. 

Доказательство. Из условия примера и того, что lim 
пьес “В 

1 
ima Вытекает, что lim x, = limx,, T. е. {х„} — сходящаяся. 
—_ Xn п-со пс 
п» со 

76. Доказать, что если последовательность x, (п = 1,2, ...) огра- 
ничена и 

lim (%n41 — X,) = 0, 
fi» CO 
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то частичные пределы этой последовательности расположены всюду 

плотно между ее нижними и верхними пределами: 

[= Итлх, и L =limx,, 
N=» Oo tle» OO 

т. е. любое число из отрезка [/, L] является частичным пределом дан- 
ной последовательности. 
Доказательство. Покажем, что любая точка а, принадле- 

жащая интервалу (1, Г), является частичным пределом последова- 
тельчости {х„}, т. е покажем, что любая г-окрестность точки а содер- 
жит бесконечное число элементов последовательности {х„}. 

Пусть e > 0 — такое произвольное фиксированное число, что &-OK- 
рестности точек /, аи L не имеют общих точек. Согласно условию, 
существует такое число М (=), что |хн--1 — х„ | < 2e при n> М (e). 

Так как / — частичный предел, то в г-окрестности точки / найдет- 
ся элемент Xp, с индексом р: большим, чем М (ge). По той же при- 
чине в г-окрестности точки L существует элемент х., с индексом 4, 
большим, чем p,. А так как расстояние между соседними  лементь 
ми при п >> М! (=) меньше 2e, то среди натуральных чисел п, для кф- 
торых р, <п<90д1:, существует хотя бы одно такое число Г;, чтр 
элемент X,, принадлежит г-окрестности точки а. 

Далее, существует элемект Xp, с индексом р. большим, чем ди, И 
такой, что Xp, принадлежит =-окрестности точки /. Следовательно, 
среди номеров п, для которых д, <л < qe, найдется такой номер 4, 
что элемент х,, принадлежит г-окрестности точки а. Продолжая этот 
процесс до бесконечности, убеждаемся в существовании бесконечюо- 
го числа элементов последовательности {х,}, принадлежащих г-ск- 

рестности точки а. Следовательно, а — предельная точка, а так как а -- 
произвольная точка интервала ([, Г), то требуемое утверждение до- 
казано. 

77. Пусть числовая последовательность ху, Xo, ..., Хи, ... удовче- 
творяет условию 

0 < Xmin < Xm + Xn (m,n=1, 2,...). 

. x 
Доказать, что lim 7 

п>со 

Доказательство (см. Г. Полиаи Г. Сеге. Задачи и 
теоремы анализа. М., Гостехиздат, 1956, с. 38). Имеем 

Ох аж t ces +, = пхь 

0< * <x (п =2, 3, ...), n 

n 

существует. 

Xn 

п 
следовательно, | ограничена и существует конечная нихняя 

грань @ = inf {a \+ Пусть 2 > 0 — произвольное, тогда сущесзвует 

Хт 8 
такой номер т, что © < —_<а---. 
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Всякое целое число п может быть представлено в виде п = 
=qm-+r, где г равно одному из чисел: 0, |, 2,..., т — 1. Полагая 
для большего единообразия хо = 0, имеем 

Xn = Ат-ы < ии + mee + Xm - Xp = 9Xiq + Xe, 

Xn, ат — Pim т | Mr 
n дт г ~~ qm-+r m gm +r п’ 

Xn & m Xr & Xp 

< <(@+ r | тт Ки ТТ 
Так как О<г<т- 1, то x, ограничено и существует такое число 
М (=), что при п > М (=) 

А тогда 

при n> М (г), так что lim “2 = a, 
п-со 

78. Дсказать теорему Теплица: пусть 1) Рик > 0; 2) У Рик = 1; 
k=l 

8) lim Par = 0 при каждом фиксированном k; 4) lim x, =a. Тогда по- 
fi-» CO f=» oo 

п 

ледовательность ft, = У Prax, (п = 1, 2,...) сходится и limt, = а. 
k=l fiw» CO 

Доказательство. Из условия 4) вытекает существование 
такого числа N = М (=), что неравенство 

& 

|x,—al|<—> 

выполняется для всех п > М (e); далее, из этого же условия вытекает 
существование такого числа М >> 0, что 

[ж.|< М, |[х„—а|<2М 
aia всех п. Наконец, из условия 3) следует существование такого чис- 
ла Пу = Пу (8) > №, что 

Pak < бт: =1,2, ..., №) 

дли всех п > Np. 
Пользуясь этими неравенствами и условиями 1) — 2) теоремы, по- 

лу1аем 
п 

У PurXk — а 
Киш] 

< 
n n n 

У, Риьхь — > Рньа У, Ри» (Xz — а) 
k=! Ram] Аж 1 

< 2) P| xe —а| = Ры[ж — а] + Риз [а — a] + ... 
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eee + Рам | ху — а| + Рамы | Хм-ы — а] + e+ + Prn|[X,—al < 

<М- ми OM + (Рамы toe + Pa) +5 =e 
n 

для всех п> Пу, т. е. lim?t, = lim У Prete =a. 
п со fle»rco Р=1 

79. а) Доказать, что если последовательность {х„} сходится, то 
последовательность средних арифметических 

B= ба to +) (n=1, 2, ...) 

также сходится и 

lim & = lim x,. 
few CO пс 

6) Доказать, что если последовательность {y,} сходится и у, > 0 
(п = 1,2, ...), то последовательность средних гармонических 

Vn = 1 ] 1 (n = 1, 2, ...) 

также сходится и 

fiw 0O 

в) Доказать, что если Шт y, = + со, TO 
пс 

1) lim y, = + < и 2) ИтЁ = + 00, 
flor oO fi=-r CO 

где y, — среднее гармоническое, a Ё — среднее арифметическое из 

чисел Yr, Yor ..., Yn- ; 

Доказательство. a) Если положить Рик = — (k= 1], 2,..., 2, 

n=1, 2, ...), TO для Ppp и xX, будут выполнены все условия примера 
п 

78, причем t, = >) Риьхь = &,. Следовательно, 
k=l 

lim &, = lim x,,. 
Пс пс 

Ри = ~—{— (k= 1,2,...,7),%,=9,(n =1,2,...). 

Тогда все условия теоремы 78 будут выполнены, причем {, = y,. Сле- 
довательно, lim y, = lim y,,. 

n-» Co пс 
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в) 1) Покажем, что если lim = 0, то lim — = 0. A это эквива- 
flerco УП П-со 64 

лентно тому, что lim y, = -- oo. Применяя пример 78 и полагая там 
Me» OO 

1 1 
Рик = —- (k= 1, 2,..., П), <n = (n= 1, 2, ...), 

1 1 получаем, что ¢, = я Рльх, = — и lim — = lim — = 0. 
Vn Nerog FN fl-»co in 

2) Утверждение, что lim Е, = - со, следует из неравенства (см. при- 
по 

мер 6) y, <Ё и из того, что limy, = + оо. 
п>со 

80. Доказать, что если последовательность (х„} сходится и x, > 0, 

то lim 7 x4x,...x, = lim x,. 
fl» CO fi-» Co 

Доказательство. Имеем (см. неравенства a) и 6) примера 6) 

п 
Vn 1 <У хх, ово Xn < a2 a хз — Е жи — и. 

1 1 п 
— -+ “Xe eee +3 

xy 

А поскольку limy, = lim, = limx, (см. пример 79), то 
пос п>со пс 

. п . 
НУ x1%_ ... X, = ШИХ,. 
пос п-»со 

81. Доказать, что если x, > 0 (п = 1, 2, ...), то 

„отп Хх 
lim Ух, = lim—*~, 
п-со n+co *n—I 

предполагая, что предел, стоящий в правой части последнего равен- 
ства, существует. 
Доказательство следует из того, что 

. п x . 
Пт ух, = ove —“— = lim 
n-»oo n-» oo Xn—1 п-ьсо ЯП-ь| 

(см. пример 80). 
. n 

82. Доказать, что lim ——~ =e. 
п yn! 

Доказательство. Заметим, что 

п n / пп п — 

ТИ у тг = Ух» 
п 

nt n—l 

где x, =-—. Поскольку lim = lim (1 +- =) = е, то Ha ос- 
т п-ьсо “n—] п-со 

новании примера 81 получаем требуемое утверждение. 

83. Доказать теорему Штольца: если 

a) Inti > 9 (п =1, 2,...); 6) limy, = + 00; 
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‚ЯП — Я в) существует lim ‚ то 
п-ьсо Уп — Уп-1 

. x . п — Я 
lim — == lim —, 

— Xn} 
=@ (а— конечное). Доказательство. Пусть lim 

N=» oo Уп — Уп 

Тогда, если считать, что и = 0, х = OU 

Е — Ур— Ххп— Хх, 
Pop И (k= 1, 2,..., 2), ХИ = 1, 2,..), 

Yn Уп — Yn 

то мы получим выполнение условий теоремы Теплица (пример 78) 
x 

для Рики X,, причем ¢t, = Tn . 
n 

Следовательно, 

._Х . . . п — Xn} 
lim —+ = Итё, = lim X,, = lim —— =a. 
nvoco УП N-roo n-»oo n+co Yn—Yn—1 

. п — Xp, 
Если lim 1 = ++ 00, то повторяем приведенные выше рассуж- 

п-со Ип — Уп 

дения для последовательности {2 at ‚ предварительно убедившись, что 

Хи > Хх, п =1, 2, ...) и lim РЕ со. 

84. Доказать, что если р — натуральное число, то 

Ут 
6) fin PP tt eat: 

8) Nim = SFT 
Для доказательства применим теорему Штольца (пример 83). До- 
кажем пункт 6) (пункты а) и в) доказываются аналогично). 

6) Если положить х„ = (р- 1) (1? - 274+. и?) —РН, у = 
=(p+1)n’, то 

Tati а у (Pt NA+ бен lim — = n+co Uni 1-ю ФО 
w+ 1)| a? + part POR pot oe 1] 

= lim = гп ‚ 

mo (ot ный 

— nPt! — (p+ Эл? — ere nP—l — ... — 1+ РН 

+- — . 

(+1) [+ sep POTD pty +1" 
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Соберем коэффициенты при одинаковых степенях п. Затем разделим 

числитель и знаменатель на п?-! и обозначим через о (-›-} сумму всех 

членов со степенями, не выше — 1; получим 

п 1 1 , (p + 1) to (—| 
n+1 — Xn 2 n . 1 

= lim =9 ° lim — i 
now Уп--1 Уп П->со p(p+ 1) Lo (--) 

п 

85. Доказать, что последовательность 

1 1 1 
ха = eee +—-—Inn (п =1, 2, ...) 

сходится. Таким образом, имеет место формула 

1 1 1 
+ + eee +—=C+Inn+e,, 

гдеС = 0,577216 ...— так называемая постоянная Эйлера и &, —> 0 при 
n—> oo. 

Доказательство. Так Kak хи: — Хх, = Е —In(n + 1)+ 

+ Шл = т — п ( + 4) <0 (см. пример 38), то последователь- 

ность {X,} является монотонно убывающей. Кроме того, данная после- 
довательность ограничена снизу: 

ие + ... +t—Inn>in( +1) (1+3-) + 

+ In(1 ++4)+ ... +in(i+—+)—inn= 

3 4 n+ 1 1 —_ n+1 1 
=ш(2.-2.*.. A Г) = In n > aaET oo: 

Поэтому существует конечный предел С, а тогда справедливо представ- 
ление 

+++ ... +—-—Inn=C+e, 

re &, —> 0 при п- oo. 
86. Найти 

n-» co 

Решение. Пусть г. =1+- + ... +. Тогда 

1 1 | 

Пг Киа № **° Ты = — = 
= In 2n + гл — Inn — 2, = |П2- (#2, — п) 
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(см. пример 85) и 
. | 1 1 

lim (г tage t ot +ar)= m2. 
87. Последовательность чисел x, (п = 1, 2 n 9 “» wee) определяется фор- 

мулами 

хи +X п n—2 
x, =a, X,= 0), X, = 5 (п = 3, 4, ...). 

Найти lim x,. 
п-со 

Решение. Имеем 

Xp_y Е 1 — Xp_ 
ХХ = k ~ k-2 __y, == — *k ' 2, 

поэтому 

Хз —Х b—a 
Ха— м = b—a, да = 

= — 5 , 

3—4: b—a 

Я — Хз = — 2 4 ’ , 

Подставляя эти выражения в очевидное равенство 

Ха == Xy + (ха — 1) + (Xs — м) +. + (Xn — Xn-1) 

имеем 

b— — — ина (b—a)— “54 ... 4 (I = 
2 (b — — — 1)" a+ 206 ое. С, 

откуда 

п-со п-+ со 3 gn—2 3 у 

88. Пусть x, (п = 1,2, ...) — последовательность чисел, определяе- 
мая следующей формулой: 

1 1 
Хо > 0, Xn-+1 — +(x, + +) (n —= 0, l, 2, о о .). 

Доказать, что lim x, == |. 
п-со 

Доказательство. Так как Хх, >0и kn b>? то последо- 
п 

вательность X, (П = 1, 2, ..) ограничена снизу числом 1. А из неравен- 
1 

ства Хим = > (xn + +} <<x,, справедливого для x, >1, вытекает, 

что данная  последовательность монотонно убывает. Следовательно, 

lim Хи = im |a+ 20 —9) 4 b—a or | - a+ 2b 
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существует конечный предел а, причем а > |. Переходя к пределу в ра- 
венстве 

| | 
Xai == +(x, + =) , 

| 
находим, что а =+ ( + +) . Отсюда a? = 1 или a=-+1. Но так 

как „г 1 (n=1, 2,...), та=1. 
89. Доказать, что последовательности xX, и у, (п=1,2,...), опре- 

деляющиеся формулами 

— Хи Е 
=a, д =0, Xap =Ух,у,, Уп = — 2 a 

имеют общий предел 

ц (а, 6) = lim x, = lim у, 
п-со fi» oo 

(арифметико-геометрическое среднее чисел а и 65). 
Доказательство. Из условия примера следует, что 

x, >, у >0 (n = 1, 2,...). 
Используя известное неравенство 

Ив < *-^° (>0,5>0, 
получаем 

x 

In = oF Un > р Аи = Xn+1- 

— U2 x 
А так как хи = Vith >И = Хи, Уп = ay “-<9,, то ввиду 

того, что х„<у <, Yn Xn > ха, последовательности (х„} и {y,} 
в силу утверждения 3°, 1) имеют конечные пределы А и В соответ- 
ственно. Переходя к пределу в равенстве 

x Yn = n mae 
9 

получаем, что A = В. Общее значение этих пределов называется сред- 
ним арифметико-геометрическим и обозначается символом и (a, 6). 

Найти пределы: 

. | 1 1 90. lim (1 — gr) (1— a) 1 (1— ar) 

Решение. Поскольку 

Ш (k — ре 1) (Е 
R2 

то, записывая произведения в виде 

| ] 1 1.3 29.4 3.8 

(a—1)(a+1) _ 1 n+l 
n — e 

|| ww
 

wo
 3 = 



находим, что 

lim (1 — ==) (1— ==) ... (1 — gr) = lim >. n+ | --. 

Решение. Имеем 

1  _ (@-—10(-2) _ ley - SAG (ke =2, 3, ..., п). 
2 

Тогда 

. | | 1 

lim (1 —) (1— =) *°° (1 “eT - 
2 

. 1.4 2.5 3.6 п— 1) #2) ] _ 1. 1 at2_ 1 
= пи [3844285 **° n(n +- 1) |= lim п 38° 

92. lim2— 1. 2—! nv! asco +l 381 81° 

Решение. Замечая, что 

в! _ Ее (e — 1) (+1 
в ве &+) (2-1)? + R—1) 4+ 1 

(Е = 2, 3, @oay n), 

получаем 

lim 2° — | e 3° — 1 eee п —1 
nao 28-1 З-1| пз -- 1 

Е op eras eral _ (п — 1) (rn? +2 + 1) |- 
nao} 9°3 4.7 5.13 6.21 (n + 1) [(2 — 1+ (2 — 1) +1] 

. 2 п! _ 2 

= 9“ п- и =. 

$ 3. Понятие функции 

1°. Понятие функции. Пусть Х и У — два множества ве- 
щественных чисел. Если каждому х Е Х по некоторому закону (пра- 
вилу) ставится в соответствие единственное число у =f (x) СУ, то 
говорят, что на множестве Х определена однозначная функция “у = 
= f (x), область значений которой расположена в множестве У. Множе- 
ство Х называют областью определения функции f (x), а переменная x 
называется аргументом. Множество Х может быть: интервалом (а, J): 
а < х< 6, отрезком (сегментом) [а, В]: а < х < b, полуотрезком [а, 
5): аз х<Ьили (а, В]: ах < Ь, полупрямой [а, + оо): а < х< 
< + < или (—oo, В]: —< <х-Ь, всей бесконечной npa- 
мой (— оо, + 00): — < х<- co ит.д. Множество Х может 
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представлять собой систему интервалов или отрезков или их комбина- 
цию, а также состоять из дискретных точек. 

2. Монотонные функции. Функция у =f (x) называ- 
ется неубывающей (невозрастающей) на множестве Х, если для любых 
ж их. из X, удовлетворяющих условию х, < х., справедливо неравен- 
ство [ (х1) < | (%) (7 (<) > [ (%)). Неубывающие и невозрастающие 
функции объединяются общим названием: монотонные функции. 

Если для любых ж, х. € Х, удовлетворяющих неравенству x, < 
< х., справедливо неравенство f[ (x,) < [ (x2) (f (%) > [ (х.)), TO функ- 
ция y =f (x) называется строго монотонно возрастающей (убываю- 
щей). 

3°. Обратная функция. Пусть функция y = f (x) опре- 
делена на сегменте [а, 6] и множеством значений этой функции явля- 
ется сегмент [a, В]. Пусть, далее, каждому y € [a, В] соответствует 
единственное значение x С [а, b], для которого } (x) = у. Тогда на сег- 

mente [a, В] можно определить функцию x = Е" (и), ставя в соответст- 
Bue каждому y € [a, В] то значение x € [a, 6], для которого f (x) = 
= у. Функция х = Е" (y) называется обратной для функции и = } (x). 

Вместо сегментов можно рассматривать конечные или бесконеч- 
ные интервалы. 

Функции у =f (x) их = | (и) называются взаимно обратными. 
Они обладают следующими свойствами: 

ie wM=y FF) =х. 

Если функция у = f (x) монотонна в строгом смысле на [a, @], 
то на сегменте [a, В] существует обратная функция x = | ' (и), также 
строго монотонная в том же смысле. 

Определить область допустимых действительных значений х: 

93. y =(x—2) у 
1 —х° 

Решение. Так как первый сомножитель х — 2 имеет смысл при 
любых значениях х, то область определения данного выражения со- 
стоит из тех значений х, для которых справедливо неравенство 

т 0; решив его, находим, что —1 Cx<l. 

94. у = V sin Vix. 

Решение. Выражение имеет смысл при условии, что sin Ух > 
> 0, T. е. если 

Qken <Их<п- 2kn, (х>0) (Е =0, 1, 2, ...). 

Отсюда 

4k?n?§ <x < п? (1 + 28)? (Е =0, 1, 2, ...). 

95. 9 = V cos x. 
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Решение. Аналогично предыдущему примеру cos x* > 0, от- 
куда находим 

Oct o> или 5 (4% По — (@=12,...). 

Так что 

< У -^ ви Еф << У e+) 
(k=1, 2, ...). 

. д 
96. у = |< (sin =) . 

Решение. Область существования определяется неравенством 
. aU 

sin — > 0, которое справедливо при условии, что 

Эл «я (k=0, +1, +2, ...). 

Если Е =0, то 0<--<! u1lx<+ 00. 

Если kR>0, 10 sae <p 5 (Е =1, 2, ...). cr 

Если же kR<0, то or << (Е = —1, —2, ...). 

Следовательно, | <х<- о, 

1 1 
1 * Se (k= 1, 2,...), 

1 1 
Е ЗЕ! (= —1, —2, ...). 

97. а) y=, 6) y= (хх) У x sin? xx. 

Решение. a) Функция определена, если х> 0 и лх5ЕЁл (R= 
= 0, 1,2, ...), Т. е. если Rox<k+1 (Е =0, 1,2, ...). 

6) Выражение x + |x| имеет смысл всегда, следовательно, про- 
изведение > будет определено, если радикал имеет смысл, т. е. если 
x sin? ux > 0. Решая последнее неравенство, находим, что x > 0. 

98. а) у = arcsin ;—— aS ; 6) y= arccos(2sin x); в) y = lg [cos (lg x)]. 

Решение. a) Apxeunyc имеет смысл, если 

1-Е: <! (x4 —1). 
1 

Если х< —1, то решений нет, если же х> —1, то ——<%<!. 
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6) Очевидно, должно быть |2 sinx| < 1, т. е. | sin x] <>. Решая 

последнее неравенство, находим область определения функции | x — 

—kn| <= Ш=0,Ь-2,...). 
в) Внешний логарифм существует, если cos 15 x > 0. Косинус no- 

ложителен при 

> (4k —1)<Igx< 4 (4k +1) (k=0, +1, +2,..,). 

Наконец, логарифм существует в указанных пределах, если 
л zt 
-5 (4—1 > (41-1) ) 

<x<10 (k= 0, +1, +2,..,). 
99. y = ctg mx + arccos (2°). 
Решение. Котангенс существует при 1x4 kun, т. е. при x56&R 

(Е =0, = 1, =2, ...). 

Арккосинус имеет смысл, если 0< 2” <1, откуда —o <х< 0. 
Следовательно, — с <х<0и х==— 1, —2, ... 

100. и =(2x)! 
Решение. Выражение справа имеет смысл, если 2х = п (п = 

= 1,2, ...), поэтому область определения есть множество 

1 3 
{-. 1, =, 2, ...}. 

101. y= Vsin 2x + У sin 3х. 
Решение. Корни имеют смысл при условии, что sin2x>0 

и sin3x>0. Тогда ЗАЕл < 2х < n+ 2Ел и 21 «< 3Зх< п-т, или 

похоти ОКТ (0,1, 2, ...). 
Совмещая эти системы неравенств, находим область определения 

Qkn xc 42, AE ел ox cE + Oke 

(Е = 0, 1, =2,...). 

Определить область существования и множество значений следую- 
щих функций: 

102. y = lg (1 — 2cos x). 
Решение. Логарифм имеет смысл, если 1 — 2 с0$ х > 0. Решая 

это неравенство, находим 

Хок т  (=0, £1, 2, ...). 

Так как 0< 1 — 2 с05 х < 3, а логарифм — монотонно возрастаю- 
щая функция на интервале (0, 3], то У: — © <y < 153. 

103. y = агссо$ So . 

Решение. Очевидно, что РкАь< Г при << +, 

поэтому Х: — < <х<-- с; У:0 < ул. 
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104. y=(— 1). 
Решение. Область определения функции состоит только из pa- 

циональных чисел. Так как (— 1)” = +1, то действительный корень 
этого уравнения существует только при нечетном показателе корня, 

т. е. выражение (— 1)” имеет смысл, если x = где рид — це- 

лые числа. При этом у = 1. 
105. На сегменте 0 < x < | оси Ох равномерно распределена мас- 

са, равная 2 2, а в точках этой оси х = дих = 3 находятся сосредото- 
ченные массы по | г вкаждой. Составить ана- 

р 
29-1’ 

литическое выражение функции т = т (x) 4H 
{— co <х< 00), численно равной массе, нахо- — 
дящейся на интервале (— со, x), и построить 
график этой функции. пы 
Решение. На интервале — co <х<0 

масса отсутствует, поэтому т (х) = 0, если | 

—oo << 0. ох 
На сегменте [0, 1] масса распреде- Puc. 1 

лена равномерно, поэтому масса сегмен- 
та [0, x], где0 < х <, пропорциональна длине этого сегмента, 
т.е. т (x) = kx. Если х=1, то т= 2, отсюда А = 2, так что 
т (x) = 2x, если 0 < x < 1. На интервале (1, 2) масса отсутствует, 
поэтому т (х) на этом интервале сохраняет постоянное значение, рав- 
ное т (1) =2. В точке x = 2 масса увеличивается Hal ги сохра- 
няет это значение на полусегменте [2, 3). В точке x = 3 масса снова 
увеличивается на | г и сохраняет это значение на всем бесконечном 
полусегменте [3, со). 

Следовательно, 

ГО, если — © <х< 0; 
2х, если О<х< 1; 

m(x) =. 2, если 1<х<2: 

3, если 2< хз; 

(4, если 3 <х<-о. 

График функции изображен на рис. |. 
На какое множество Е, отображает множество Е, функция у = 

= f (x): 
106. y=x*, Е, ={(—l <x <2}. 
Решение. Так как у = х* >. 0 при x € E, и наибольшее зна- 

чение функция у достигает при x = 2, то 

Еу= {0<у< 4}. 

107. y=Igx, Е, = {(10<x< 1000}. 
Решение. В силу монотонности логарифмической функции 

Е, = {l<y< 3}. 

108. Доказать, что если для линейной функции | (x) = ax + b 
значения аргумента x = x, (п = 1, 2,...) образуют арифметическую 
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прогрессию, то соответствующие значения функции y, = f (x,) (п = 
= 1, 2, ...) образуют также арифметическую прогрессию. 
Доказательство. Пусть x, =a + а(п— 1), где а — 

первый член, а 4 — разность прогрессии. Тогда 

Yn = а [а + d(n— 1)] 6 = (aay + 5) + da (n— 1); 
так как Yn+1 — Yn, = da(n = 1, 2, ...), т.е. разность последовательных 
значений функции равна постоянной, то значения функции у, образу- 
ют арифметическую прогрессию. 

109. Пусть f(x) +f) = fe). 
Определить 2, если: 

a) f(x) =ax; в) f(x) = ас х(х|< 1) 

=; п = ют. 
Решение. а) Из уравнения ах + ау = az находим, что 2 =х+ 9 

(a + 0). 

6) Аналогично из условия — + 
| 

ит = Tr находим 

_ xy 

"зу, * TY 
в) Согласно условию arctg x-+-arctg у =агс г имеем 2 = tg(arctg x + 

+arctg у), а так как |х|< 1, то 

_ _tg(arctgx)+tg(arctgy) x+y 
~ |—tg(arctg x) tg(arctgy) 1l—xy ° 

г) Потенцируя равенство 

1-х 1+ и 12 
log, t log t=, = log ——— , 

находим, что 

ИЯ (+Я _ 1-2 
(l—x)(l—y) 1—2, 

откуда 

ту 2 = . 
1 +- xy 

110. Пусть 

Найти f, (x), если me 

Решение. Находим, что 

А ЗЕ ЕЕ 
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x 
Предположим, что f, (x) = Vipaa 

x 

V1+nx? x 
n x)= n(X)) = = , fri (x) = F (fn) = Vis = Vin@ins 

1 -- nx? 

так что согласно методу математической индукции имеем 

Ёь (х) = 

111. Найти f (x), если 

(>) ==+ИГ+а (x > 0). 

V1+nx Fi | 

1 | 
Решение. Пусть г=——. Тогда х=—— и, так как 2>0, то 

ОУ 1+ ЕТУ _1+V1+2 
[2| 2 

Заменяя 2 Ha x, получим 

| i+ x f (x) — НУ +x 

Определить обратную функцию х = ф (и) H ee область существова- 
ния, если: 

112. g=2x+3 (—-ю<х< + о). 
Решение. Если x изменяется от — со до -++ со то и монотонно 

возрастает от — со до -+- со. Поэтому существует единственная обрат- 
ная функция. Находим, что 

х=5 0—9 (= <9< о). 
113. y =x* при а) — ю<х< 0; 6) OS x<+o0. 
Решение. а) На полусегменте — со < x < 0 функция и моно- 

тонно убывает OT + со до 0, а поэтому над «у < + со существует 
единственная обратная функция. Решая равенство относительно х, 
находим 

х=—Уу (0<9<+0). 
Перед радикалом знак (—), так как х изменяется на отрицательной по- 
луоси. 

6) Аналогично предыдущему 

x=+Vy O<y<+). 

114. y= Е (x — 1). 
Решение. Так как на интервале — со < х< — 1 функция 

монотонно убывает от — | до — оо, а на интервале — | <х- + оо 
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монотонно убывает от -++ co до — 1, то на всей оси, кроме у = — 1, 
существует единственная обратная функция. Находим, что 

_i-y Х = ту (97=— 1. 

115. y=V1—x? при а) —1 <x <0; 6) 0<х<!1. 
Решение. а) На сегменте — 1 < х< 0 функция монотонно 

возрастает от 0 до 1. Поэтому существует единственная обратная функ- 
ция. Решая равенство относительно х, находим 

x=—VI-—y (0<9<!. 
6) Аналогично предыдущему случаю 

x=+VI—yY (O<y<)). 
116. y = shx, где sh x = —-(e* —e) (— co <х< + Oo). 

Решение. Tak как Ha интервале — 0 < х<-- oo функция 
sh x монотонно возрастает от — со до + со, то на интервале — со < 
< у< - со существует единственная обратная функция. Имеем 

=> (e*—e), e*—2ye*—1=0, 

откуда 

е = БУ. 
Беря в последнем равенстве знак (+) (так как 2” > 0) и лога- 
рифмируя, получаем 

x=Arshy=Iny+Vy+1) (— co “y <i + о). 

117. Доказать, что всякую функцию [ (x), определенную в симмет- 
ричном интервале (— 1, J), можно представить в виде суммы четной и 
нечетной функций. 
Доказательство. Обозначим 

ф (x) = Ся | ap (x) = fot hs) 

очевидно, что функции ®@ (x) и \ф (x) определены Ha интервале (— I, 2). 
Из равенств 

o(—4) =--9 218 __ fetes) 
— — Ф (x), 

1 (— x) — ГЕ EL = 4 (x) 

следует, что функция @ (x) нечетная, a tp (х) — четная. A так как 
[ (x) =ф (x) № (x), то требуемое утверждение доказано. 

118. Выяснить, какие из данных функций являются периодиче- 
скими, и определить наименьший их период, если: 

a) f(x) = Асоз Ах + В яп dx; 

6) f (x) = sinx +> sin 2x + — sin 32; 
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в f(x) = 2tgF-—3tg—-; 1) fx) =sin’x, д 99) 
е) f(xy =Vigx, ж f(x)=tgVx; 3) f(x) =sinx + за (У 24). 
Примечание. Функция f (x), определенная на множестве Е, называется 

периодической, если существует такое число Т >> 0 (период функции — в широком 
смысле слова), что f (x + Т) = f (x) при хЕ Е. 

Решение. а) Имеем 

f(x + Т) = АсозА, (х - Т) + В зтА(х + Т) = 

= Асоз А хсоз АТ — АзпАх зп АГ -- ВзшАх со АГ + 

+ Вт АТ соз Ах = АсозАх + Bsin Ax = f (x), 

если cOSAT = 1, т. e. если AT = 2Ал (Е = 0, 1, 2, ...). 

Таким образом, Т = 27 ‚наименьший период. 
А 

6) Период sinx равен 2л, sin2x имеет период x, а период sin Зх 

равен = . 

Общее наименьшее кратное, т. е. число 2л, будет наименьшим пе- 
риодом функции | (x). 

в) Первое слагаемое имеет период 2л, а второе 3Зл. Общее наимень- 
шее кратное бл будет наименьшим периодом функции ] (x). 

. 1 — с0$ 2х 
Г) Tak как sin? x = 5 ‚ а со$ 2х — периодическая функция 

< периодом л, To sin®x также имеет период л. 
д) sin (x*) функция непериодическая, так как расстояние между 

последовательными ее нулями стремится к нулю: 

— wT 
V(e+)lI)n—Vkn= УЕБЕТУЕ —>0 при k->oo. 

е) Функция определена при Ал < х<-- + Ел (Е =0,+ 1, + 2,..,). 

Найдем число Т такое, чтобы для всех х из области определения имело 
место равенство 

Ех + Т) =V tg (x + 7T) =Vigx =f (x) 
Так Kak оба радикала неотрицательны, TO последнее равенство экви- 
залентно равенству 

tg (x + T) = Ех 
(для всех х из области определения функции). Отсюда следует, что 
Т = л. To, что л — наименьший период, очевидно. 

ж) Их обращается в нуль в точках x = Ал? (k =0; + 1,-2,...). 
Расстояние между последовательными нулями (Rk + 1) л? и А?л? стре- 
MHTCA к -- co и, следовательно, функция непериодическая. 

3) Так как числа 1 и У 2 несоизмеримы, T. e не существует общего 
27 

наименьшего кратного для периодов 2x и ——, то функция [ (x) непе- 
у2' 

риодическая. 
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119. Доказать, что для функции Дирихле 

у [с если х рационально, 
Хх] = 

x( 0, если х иррационально, 

периодом является любое рациональное число. 
Доказательство. Пусть Т — произвольное рациональное 

число. Согласно условию имеем: 

| если x -+ Т рационально, 

хил = 0, если x + Т иррационально. 

Поскольку T — рациональное число, то сумма x + Т рациональна при 
рациональном х и иррациональна при иррациональном х. Следова- 
тельно, 

|, если xX рационально, 

K+ 1) = [о если х иррационально, 

их (x + Т) = x (4), что и требовалось доказать. 
120. Доказать, что сумма и произведение двух периодических 

функций, которые определены на общем множестве и периоды которых 
соизмеримы, есть функции также периодические. 
Доказательство. Пусть функции Ф (x) иф (x) определе- 

ны на общем множестве и периоды их 7, и Г» соизмеримы. Пусть 

где т и п — взаимно простые числа и Т = nT, = mT,. Тогда число 
Т будет периодом суммы ф (x) - t (x) и произведения ф (x) * 1 (x). 
В самом деле, 

ф(х- Г) Е Ф(х - Т) = Ф(х- пТ) + ФЕ тТ,) = 9%) ФО), 
ф (х + Г) p(x + T) =Ф(х- ПТ) p(x + MT.) = (x) P(X). 

121. Функция ] (x) называется антипериодической, если 

h(x + T) =—f(*) (T > 0). 
Доказать, что } (x) — периодическая с периодом 2T. 
Доказательство. Согласно условию, имеем 

Ех 2Т) = f(x+T +7) = —Их+Т) = —(—f (x) =F). 
Следовательно, } (x) периодическая функция с периодом 2Г. 
122. Доказать, что если для функции f (x) (— со << X¥ << + 00) выпол- 

нено равенство f(x + Т) == Е} (x), где Ё и Т — положительные посто- 
янные, TO f(x) = а*ф (x), где а — постоянная, а ф (x) — периодическая 
функция с периодом Т. 

Доказательство. Положим k =a’. Тогда 

f(x + T) = a’f (x). 

Любая функция f(x) (— со <х-<- oo) представима в виде [(х) = 
= а*ф (x), где ф(х) — некоторая функция. Согласно условию имеем 

а*+Тф (x + Т) = аГа*ф (x). 
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После сокращения на a*+7 (а*+Т > 0), получим 

ф(* + Г) =Ф(х), 
откуда и следует утверждение. 

$ 4. Предел функции 

1°. Ограниченность функции. Функция f (x), опре- 
деленная на множестве Х, называется ограниченной на этом множестве, 
если существуют числа т и М, такие, что 

т<[<М —(ЕХ) 
Число my = ini {f (x)} называется точной нижней гранью функции 

хе 
f(x), а число Мо= sup {f (x)} — точной верхней гранью функции } (x) 

x€ 
на множестве Х. Разность М, — mp называется колебанием функции 
f (x) на множестве Х. 

Предел функции. Пусть функция f(x) определена на 
множестве Х с предельной точкой а. Число А называется пределом 
функции f(x) в точке а, если для любого =>0 существует такое 
число 6 =6(2) > 0, что 

|1) —А|< в, 
как только 0<|х—а|<6. При этом пишут limf(x)=A или 

х>а 

f(x) — А при ха. 
Есть и такое эквивалентное определение предела функции: 
Число А называется пределом функции f(x) в точке а, если для 

любой последовательности {х„} точек множества X, сходящейся 
к точке a(x, 2 а), справедливо равенство 

lim f (x,) = A. 

Имеют место два замечательных предела: 

1 
1) lim == =1; 2 lim(1+4)* =e, 

х->0 х->0 

Критерий Коши. Конечный предел функции f(x) в точке 
= а существует тогда и только тогда, если Ye>O Э6=0(=) >0 

такое, что для всякой пары значений х’и х” из области определения 
функции, удовлетворяющих неравенствам |х’—а|< 6, |[х’—а|<65, 
выполняется неравенство | f (x’) — } (х”) |< г. 

3°. Односторонние пределы. Число A’ называется преде- 
лом слева функции f (x) в точке а: 

А’ = lim i =На— 9), 

если \/=>0 836 =8(e)>0 такое, что | А’— | (х) [<= при O<a— 
—x< 6(e). 
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Аналогично число А” называется пределом справа функции f (x) 
в точке a: A” = lim }(х) = На-- 0), если |A°"—f()|<e при 0< 

х-а--0 

<x—a< 6(e). 
Для существования предела функции f(x) в точке а необходимо 

и достаточно, чтобы выполнялось равенство 

f(a— 0) = f(a+ 0). 

4°, Бесконечный предел. Условная запись 

lim f (x) = оо 

означает, что для любого E>O0 справедливо неравенство | f (x) | > 
>E, если 0<|х—а|< 6 (ЕЁ). 

5°. Символ Ландау. Для двух функций f(x) и 2(х)>0, 
определенных в области О, символ f(x) = О (с (х)) означает, что су- 
ществует такая постоянная K>0O, что |f(x)|<K-g(x) для всех 
хер. 

6°. К лассификация бесконечно малых функций. 
Если limf (x) = 0, то функция f(x) называется бесконечно малой при 

X->Xo 

X—> №. 

Если limf (x) = 6, то всегда можно записать f(x) = b+ a(x), где 
х-х 

© (x) — бесконечно малая при х-> хо функция. 
Пусть a(x) и В (x) — бесконечно малые при х-> ль функции. 

а) Если lim Fay =С (С = const, С=20), то функции a(x) и 
х-х 

B (x) называют бесконечно малыми одного порядка малости и пишут 

а = 0* (В), В = O* (a). 
6) Если lim 2@ 

Xr Xo B (x) 

лой более высокого порядка малости, чем B(x), и пишут a =o (8); 
функцию В(х) называют в этом случае бесконечно малой более низ- 
кого порядка малости, чем a(x). 

в) Если a(x)—B(x) =o(a), то функции a(x) и B(x) называют 
эквивалентными бесконечно малыми и пишут a~ В 

Для того чтобы a(x) и B(x) были эквивалентными, необходимо 
. (x 

и достаточно, чтобы выполнялось равенство т = |. 
хх 

©, (x) " 
г) Если предел отношения Bij ПРИ Хх не существует, то 

функции a(x) и B(x) называют несравнимыми. 
7°. Шкала бесконечно малых функций. Пусть a (x) — 

бесконечно малая при X—>X%_ функция, скорость стремления к нулю 
которой принята за единицу. Бесконечно малые при х—лх. функции 
A,a, Ао”, ..., A,a”", где A;=const, А; 20 (jf =1, 2, ..., п) назы- 
ваются, соответственно, бесконечно малыми первого, второго, 
.... П-го порядка. Часто в качестве основной бесконечно малой a (x) 
берут a (x) = x — о. 
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8°. Некоторые асимптотические формулы. При х>0 
справедливы формулы sinx =х-о(х), tgx=x+0(x), созх =1 — 

——= о (х*). Если бесконечно малая при х—> ло функция f(x) экви- 

валентна бесконечно малой a(x) = A(x — X%)*, где А = соп${, AO, 
Е > 0, т. е. f(x) = A(x — хо)"  0о[(х — хо)" |], то функцию a(x) назы- 
вают главным членом функции f (x) при х-— ло. 

9°. Принцип отбрасывания бесконечно малых. Со- 
стоит этот принцип в замене при вычислении пределов бесконечно 
малых функций эквивалентными им. Пусть a; (x) (fj = 1, 2, ..., ®) — 
бесконечно малые при х—ло функции, причем среди них функция 
a, (x) имеет более низкий порядок малости, чем все остальные. Тогда 

бесконечно малая при х—-л. функция y (x) = > о, (x) эквивалентна 

функции а, (х). Действительно, в силу условия a; (x) = 0 (a, (x) 

(= I, 2, ...у $—1, S-+- 1, . ‚Ю) имеем Ит— Ue x) = 1. Пусть p(x) — 
X->Xq A, (x ) 

бесконечно малая при xX —> Xp - функция и требуется вычислить пре- 
v(x). _¥ (x) V(x) 9% (я) дел отношения —„-; очевидно, jim Fy B (x) = lim an Gey BG) 

= lim 20), так как Y~@,. Таким образом, при вычислении пре- 
х-х 

делов бесконечно малые функции можно заменять их главными 
членами. 

10°. Частичный предел. Если для некоторой последова- 
тельности х„—ху (X, 54%) справедливо равенство limf (x,) = В, то 

Noo 

число В (ИЛИ СИМВОЛ co) называется частичным пределом (соответ- 
ственно конечным или бесконечным) функции }(х) в точке хо. Наи- 
болыгий и наименыший из этих частичных пределов обозначаются 

через lim Fe) и lim f(x) и называются соответственно верхним и 
Хх 

нижним пределами функции f(x) в точке хо. Равенство п f (x) = 
Х-Хо 

= lim / (x) необходимо и достаточно для существования предела (со- 
хх 

ответственно конечного или бесконечного) функции f(x) в точке Xp. 
Функция f (x) называется бесконечно большой при х-> хо, если 

lim | (x) = оо. Бесконечно большие функции сравниваются аналогич- 
x -> Xo 

HO TOMY, как это делалось для бесконечно малых функций. 
123. Показать, что функция, определяемая условиями: 

т 
а) f(x) =n, если x = >, где т и п— взаимно простые целые 

числа, п > 0; 
6) f (x) = 0, если x — иррационально, конечна, HO не ограничена 

в каждой точке X (т. е. не ограничена в любой окрестности этой точки). 

Решение. Пусть x = - — произвольное рациональное чис- 

kp -+- 1 

kq 
ло. Тогда Г» = + при Ё-> оо, т. е. попадает в любую 
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окрестность точки X = Р.А так как f(t,) = № — со при Р-— со, 

то функция f(x) не ограничена в любой окрестности точки x. 
Пусть, далее, х = а, где © — иррациональное. Тогда существует 

последовательность рациональных чисел г; = ((=1, 2, ...), та- 

кая, что lim = =a. При stom limg; = -+ со. Поскольку (4 = 
t—»00 1—0 

га попадают 
t 

в любую окрестность точки ©, то функция не ограничена. 
124. Если функция / (x) определена и локально ограничена в каж- 

дой точке: а) интервала, 6) сегмента, то является ли эта функция ог- 
раниченной на данном интервале или соответственно сегмента? При- 
вести соответствующие примеры. 

Решение. а) Вообще говоря, нет. Например, функция f (x) = + 

ограничена в окрестности любой точки интервала O<x< 1, HO He 
является ограниченной на этом интервале, так как f (xX,)—>-+ со 

при X, = ———>0, aQ<x,<1 mpun=2, 3,.... 

6) Функция ограничена. Для доказательства предположим против- 
ное: пусть функция не ограничена. Тогда для любого натурального чис- 
ла п существует x, Е [а, 6], где [а, 6] — сегмент, указанный в условии 
задачи, такое, что 

= 0,— + со при {-— со, а точки последовательности 

f (x,) > п. 

А так как а<х,<Ь (т. е. {х„} ограничена), то существует подпо- 
следовательность {Xe}, {Xe} <= {Хи}, такая, что 

lim xz, = СЕ [а, Ь]. 
п-со 

По условию } (x) локально ограничена в окрестности любой точки, 
т. е. существуют такие 6 >> 0 u E >> 0, что 

11) |[<Е, xE(ce—46, c+). 

С другой стороны, существует такое число М, что k, >Е при п> М 
и XR, € (© — 6, c+), а тогда f (Xr) >k, >Е. Полученное противо- 

речие доказывает утверждение. 
125. Показать, что функция 

fy = 5 
ограничена в интервале — со <х< с. 

Доказательство. Ясно, что | (х) > 0, т. е. функция ограни- 
2 x 

чена снизу. Далее, из неравенства (1 — х?)* > 0 следует, что Ея < 

1+ 1 x? 
Гея Я тя trees! + 

+ > = 3. . Следовательно, 0< }(х) < -- (— 00 <I x¥< 00). 

<->, а поскольку 1+ x*>1, то 

64



126. Показать, что функция 
1 1 

f(x) = — cos —— 

не ограничена в любой окрестности точки x = 0, однако не является 
бесконечно большой при x - 0. 

2 
Доказательство. Пусть хи =. Очевидно, что при п -— со 

значения X, попадают в любую окрестность точки x = 0. Требуемое 
утверждение вытекает из того факта, что lim|f(xon)| = со, а 

fier oo 

Г (Xen—1) =0 (n=1, 2,.. .). 

127. Исследовать на ограниченность функцию 

f (x) = Inx - sin? = 

в интервале O<x<e. 
. д 

Решение. Так как 0< sin? > < |1, афункция |п x монотонно воз- 

растающая, то 
[ (x) < max {0, Ine}, 

т. е. f(x) ограничена сверху. 

Далее, положим Xx, = Тогда, начиная с некоторого номера 
2n+ 1° 

По, BCe X, попадают в интервал (0, =). При этом /f(x,) = Ins = 

= —In{1 +(n +=)|>-—( +5 )——® при п-— со, т. e. f(x) 

не ограничена снизу. 
128. Показать, что функция 

=; 
7 области 0 <х< с имеет нижнюю грань т = 0 и верхнюю грань 

x 
Доказательство. Очевидно, что 0< 

1 -+- x’ 

х = при 0<х< я < 

0<¢x<oo. Пусть 

г — произвольное и O<e< 1. Тогда f(x) = 

< & 

l1—e° 
Следовательно, inf {f(x)} = 0. 

<x<oo 

Далее, очевидно, что т; < 1, О< хо. С другой стороны для 

указанного ранее = 
x ~, 

Го = ЕЕ >1— в при XxX > 

т. е. sup {f(x)}= 1. 
<х gx Koo 

129. Функция f (x) определена и монотонно возрастает на сегмен- 
те la, 5]. Чему равны ee: TOUHAA нижняя и точная верхняя грани на этом 
сегменте? 

Решение. Tak как ][(х) монотонно возрастает Ha [а, 6], то 

(а) < Г) <[® ухе, 4). 
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Пусть => 0 — произвольное и такое, что f(a)-+e<f(b). Тогда 
существует x’ Е [а, 6], такое, что 

Fa <fe)<f@t+e 
(например, x’ = @) т. e. int FO} = f (a). 

Аналогично, если f(b) — < О, то существует x” Е [a, b] такое, 
что f(b) —=—< (к) < Е) (например x” = Dd). 

Следовательно, 

Sue i (x)} = f (0). 

130. Определить колебание функции f(x) = x? на интервалах: 
а) (1; 3); 6) (1,9; 2,1); в) (1,99; 2,01); г) (1,999; 2,001). 

Решение. На каждом из интервалов функция f (x) = x? моно- 
тонно возрастает, поэтому существуют конечные пределы в концах 
интервалов. Доопределяя функцию ] (x) в концах интервалов ее пре- 
дельными значениями и пользуясь предыдущим примером, получим: 

a) My — то = f (3 — 0 —fF (1 +0) =9—1=8; 
6) М, — т = f (2,1 — 0) —f (1,9 + 0) = 4,41 — 3,61 = 0,8; 

в) My — my = f (2,01 — 0) — fF (1,99 + 0) = 4,0401 — 3,9601 = 0,08; 

г) My — то = f (2,001 — 0) — Ff (1,999 + 0) = 4,004001 —3,996001 = 
= 0,008. 

131. Пусть т [Я и М ИЯ соответственно нижняя и верхняя грани 
функции [ (x) на промежутке (а, J). 

Доказать, что если |, (х) и | (х) — функции, определенные на 
(а, 5), то 

a) т НЫ тЫ + тр}; 6) Mihi + fel < M [fil + M (fol. 

Доказательство. Докажем неравенство а) (неравенство 6) до- 
казывается аналогично). Обозначим m, = inf {71 (х)}; т. = inf {f, (x)}. 

а<х<ь а<х<ь 

Тогда (у > m, и р(х) > т. (хЕ (a, 5)). Складывая последние нера- 
венства, получаем }л (х) + fe (х) > т. +m, хЕ (а, 5), откуда m[f,+ 
+ fel > т. + т, = т] + m (fol. 

132. Показать, что функция f(x) = sin + He имеет предела при 

х—0. 

Решение. Требуемое утверждение следует из того, что после- 

довательность X, = (2=1, 2, ...) при п со стремится 
п (1 -- 2п) 

к нулю, а f(x,) =(— 1)" вовсе не имеет предела. 
133. С помощью «e — 6» — рассуждений доказать, что lim x? = 

= 4. Заполнить следующую таблицу: 

2 0,1 0,01 0,001 0,0001 
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Решение. Пусть => 0 — произвольно. Тогда 

|x? — 4] = | (х— 24% — 2) | | x—2P + 4|х—2|< 

как только 

# 

У 4 =--2 

Последнее неравенство тем более будет выполняться, если 

= = g _ eo _ 
Vitet2 2Vite ~ BVT ETE repay — le) >“ 21 

O<|x—2|<V4+e—2= 

! _ | 
Пусть в = ка Тогда (= 07 == OTS 

—1 ~2) —3 —4 1 

(10°) = 5: ; 010 )= or ; 6(10~°) = er ; (10°) = 46005. 

134. Ha языке «E — 6» доказать, что 

1 

ие + 
Заполнить следующую таблицу: 

Е 10 100 1000 10 000 

6 

Решение. Пусть Е > 0 — произвольно. Тогда 

1 

(x — 1)? >Ь, 

как только &«—1*<- ИЛИ 0<1х—1|< pe =8(8 Отсюда 

находим, что 

1 
5(10) = т ‚ 6(100) = — ; 6(1000) = Tart 6(10000) = 007° 

135. Пусть 

P (x) = ах" + ax"! 4+ +--+. а», 

где a; (i =0, 1, 2, ..., п) — вещественные числа. 
Доказать, что По n| P (x)| = + 009. 

Доказател b с т во. Не ограничивая общности, будем считать, 
что 520. При достаточно больших |x| имеем 

[Р (x) | = |x" | м + =) + coe of <1 > Ix|"- el, 
x 

Так как lim|x|" - Г] = 
Х со 

lim | P (x) | = + . 
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136. Пусть 

__ ах? + ax?! + ose + an 

RW) = box + yx we вт ° 

где ay 0 u bo 0. 
Доказать, что 

f 

со, если nom; 

а 

lim А (=, если п=т; 
Х-со 

0, если п<т. 

Доказательство. Пусть п > т. Тогда 

а а 
Ay + =~ + coe ot on р 

[R(x)| = lar 5. ee a Я В Вст 
bo + > +: Tm 

при достаточно болыших |x|. В силу того, что 

lim | x |” se = со, имеем lim R(x) = oo. 
X=» со 0 X00 

Если п = т, то 
а1 an 

yb tot me 
x ао 

Ю (х) = ; р 5 При х— оо. 
by + + ° + 

Наконец, если п< т, то при достаточно больших |x| имеем 

| 2a 

[К (<) |< ух | by |’ 

откуда следует, что lim R(x) = 0. 
Хх OO 

137. Пусть х — 0. Доказать следующие равенства: 
3 3 

a) xsinVx =x? +o0(x?): в) (I +x)" = 1-х +0(x); 

6) Inx =o(x-*) (e€>0); г) arctg = = 0(1). 

Доказательство. Записанные равенства следуют из того, 
что 

хзт Их 
a) lim z= 1; 

x-»-+-0 — 
х2 

. . —Int 1 
6) lim x-*Inx = lim ——=0 ( ==); 

х---0 1->-Н со t x 

в) (l+ x)" =1ltnxt+ Cet --. fx" = ях (Cart ... + 

+ x""')x =] их + а (х) х, 
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где a(x)=Cix+ ... +x" '+0 при х-0; 

| л 
Г) Jaret |< - 

138. Пусть x — 0. Выделить главный член вида Cx” (С — постоян- 
ная) и определить порядки малости относительно переменной х сле- 
дующих функций: 

а) 2х — 3x? + x, В) Vi— 2xe—V1— 3x, 

6 УТт-х— ИТ х г) tgx—sinx. 

Решение. a) Из того, что 2х —3x? + хё = 2x + (—3x+ x4 x = 
= 2х -+- a(x) x, где «а (х) —>0 при x—>0, следует, что 2х — 3х2 - 7% = 
= 2х + 0 (Хх), т. е. Схп = 2х (n= 1). 

Vitx—V1l—x 
x 

6) Из равенства lim 
x0 

(n = 1), т. е. Vitx—Vl—x~x. 
в) Поскольку 

= 1 следует, что Сх =х 

—— 3 ИИ 
lim yin oxy ise = вп (УТ И ть - 

х-0 x0 

1 1 

то Cxt = x (n = 2). 

г) Имеем lim tg x os =, поэтому С = (n = 3). 

139. Пусть + со. Выделить главный член вида Cx" и опре- 
делить порядок роста относительно бесконечно большой х следую- 
щих функций: 

a) у—х--Их 6 у! +Vi+ yx. 
Решение. a) Поскольку 

3/—=—— = 3 1 

lim ЕЕ Vx _ lm(Vl—x'=+x 6)=1, 
х-- со > х---со 

x 

TO 
2 

Cxr— x? (n = =} . 

6) Имеем 
a 

| 1 

V1 + тих ха Veta, 

= | 
поэтому Cx? = x° (n = =) .



Решить примеры (при решении некоторых из них заменяем беско- 
нечно малые функции эквивалентными им): 

140, а) lim 9-2 79-2", lim! 
x-»0 x | x" — 1 , 

B) lim п”) (т, п— натуральные числа). 
Xo» 1 — хт 1 — x" УР 

Решение. а) Разлагая по формуле бинома Ньютона, получаем 

п —_ т C2 т? — C2 n2 2 2 lim (1 -- mx) [И nx) — lim (Ci, mye +o (x*) _ 

х-—0 x х-—0 x 

= lim (Сы — — Cry? + 2 я oa) = Ст? — С® п? = ™ "Ш т) 
х-0 

6) Полагая х = 1-1 о при х—1!) и пользуясь принципом 
отбрасывания бесконечно малых, находим 

x" — 1 = lim @ +o" —1_ 

Хх | #0 (1+0 —1 

mi+o(t) _ 

= lim По yoy nt 

в) Пусть x =1 2 Тогда ¢—0 при х—1. Имеем 

. т п . п т 

lim [я a) = [ити = 

= im ( Л — и |= 
t-+0 nt +- C2? +- o (#?) mt +- C2 t? +- о (2) 

— lim (nC?, — тб?) В о (2) пС®, — mC* т— п 

1->0 тпй --о (t?) — тп и, НЫ 

141. lim rac + +) +(x +) + + (x + ney. 

Решение. Используя результаты примепа 2, a), получаем 

lim ие +A +24 + +@— 1) + 
+ ... +и— 1 | = lim Le 2ax nin) 

Norse 
п 2 

ПЗ wee 4 (Qn — 1)? 142. jim 92? 4+ 4240... 4 (Qn)? 

Решение. Имеем 

P44 -- ... + 4... +) = О бАЕО., 

2 а? 
= х + ax + > 

vw 

Ро... Qn "О МАИ 
т 3 
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(см. пример 2, а)). Вычитая из второго равенства первое, получим 

124 324 ... + (8 — 1)? = АЕ био —_ 

—_ 2п (п- 1) (21 1) _ п (412 —1) 

3 i 3 | 

Тогда 

. 8-32 --... +(2n—1)? _ ,, п (4n? — 1) —_ 

lim - эра... рей НШ ete = 
_ 14484734 «-. + (38—23 

143, Пиар. Р-р 
Решение. Имеем 

13+ 48+ 734+ ... + (31 — 2} = 

= (3-1-2 4+ B-2— 94 8.3—2 +... + (Gn—2)? = 
= 27 (PH 23+ ... +) — 5418-24... +194 

+3642 ... +n) —8n = 27 [1 +)" 

— 54 п (п- nia t 1) +. 36 aie 1) — 8п, 

I. 

п? (8n — 1)? 
ПЕРА -+- +(@n—2)p =—> 

Так как в числителе и знаменателе высшая степень 7 равна 4, TO пре- 
дел дроби равен отношению коэффициентов при 7*, т. е. 3. 

Найти пределы: 

144. lim yx. 
X—>Xo 

Решение. Предполагая, что ху > 0, положим х = ху -- Г. Ясно, 
что #->0 при х-—л. Считая |{|< хо, имеем 

(1—1) уж ву + <Ув( +), 
откуда 

lim Ух = НТУ + t= VY %. 
XX, t-»0 

145 tim И r+ Vie+Va 
х--Есо Ух! 

Решение. 

: 1 ТТ 
У ct Veave ИНИТ+И 

lim —— = lim = ]. 
х-ь оо Ух! toc Vi+t 

x 
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146. lim И Иа Уха. 
ха x? — aq? 

Решение. Имеем 

. [Vx—Va Vx—a 
lim У 2@—a lim ЕЕ 

= lim Е 4. ___ |= 
lim| 7 x? — а (Ух-- Va) + Vas 

х—а | 1 

= in| a V at |= У2а ° 

147. lim 92-5. 
x8 x—2 

Решение. Очевидно, 

V9+42x—5 — lim (9 + 2x — 25) (И +27 x4 4) 
х-8 8/2 x-+8 (x —8) (V9-+ 2x + 5) 

= 2 lim YP Уха — 12 
х-8 У9+ 2х5 5 

Примечание. При решении примеров 145—147 использованы резуль- 
таты примэра 144. 

п-— 

148, lim УСЫ | 
x+0 x 

Решение. Положим у 1+ х—1 =. Тогда х = (1-%4" — 1 
Считая, что |х|< 1, имеем 

I—jxJ< VI +x<1+4+ |x], 

откуда lim y l-+-x=1,TtT.e. ¢—>1 прих-—0. А тогда 
х-0 

п — целое число). 

п— 
. 1-х —1 t . 
lim у = |1 = lim 
х-0 x 1-0 (1-0 —1 1-0 ПЕ-О( 

. | 1 
= Пт — = — 

to» nt п 

149. lim V2t2=V 2420 
х-7 Их-9—2 

Решение. Имеем 

Ух2—3, 3— Ух 20 
lim Vxt2—Vx+20 lim x—7 x—T7 

x07 Vx+9—2 x7 VYxt9—2 
х—7 
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Используя то, что 

lim Их 1 lim 83—Vxt+2 _ 1 
х-.7 х—7 _ 6 ’ x7 x—7 _ 27 ’ 

lim V¥x+9-2 ДОР. 
X-7 х—7 32 ’ 

получаем 

—___ _ 1 __1 
lim Vxt+2—Yx+2 6 BF _ 112 

ro? G2 = 27 
2 

150. lim х 
=== / T+ — (142) 

Решение. Положим УТ 5—1 =t, Ясно, что #—0, если 

х—-0. Тогда х=- [1 + 1?— Ци 

ae +9 — IP 
lim 5 = lim i = 

0 VIF br—(1 +2) 0 t—— (1+ )8— 1 

xe 

1 
= (5t + 0 (4)? 

{0 t——- (5 + 102 +- 0 (t?)) t-»0 + о {> 9 — 2t 

m п 

151. Пт y itary lt pen (т и п — целые числа). 
х->0 

Решение. Пользуясь результатом примера 148, имеем 

Ут ахуУт- Вх — 1 
x 

lim 
х->0 

1 + Вх ["/ Fax — 1) + VTE BEI _ 
= lim 

х-0 

т 

= lim 1 - Вх. > lim Рая! + B lim — ГЕ © 48. 
x0 x-»0 Bx n m 

152. Пусть P(x) = = A,X ++ ах? + +... ах” и т — целое число. 
Доказать, что 

т 

lim V1+ P(x) —1 41, 

x0 x m 
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Доказательство. Так как P(x )-> 0 при х>0, то 

lim y1l+P(xy—1 — lim У Pe) _ 

x—-»0 x0 (x) x 

m 
Ш н ¥1+P(x)—1 . —1\ __ 1 
= lim Px) * Tim (а: + азх + tte bt a,x") = — 

(см. пример 148). 
Найти пределы: 

153. Ит-У Я! 
x1 Ух—1 

Решение. Положим х = (1+2)"". Тогда #—0 при x1. 

Ух — lim 0" = 

х-1 Ух | too 1—1 

(см. пример 140, 6)). 

п 154. lim Than ИУ. 
х-1 — 

Решение. Полагая | — х =# (1—0 при х—>1), получаем 

(-Уди-—Уэ... 4-У» _ 

(т и п— целые числа). 

_ A 

т 

lim 
xl (1 — x)?! 

es 3; n 

, —Vi— —3/T— —VYi—t =iim(- vi Fo Ут Е У )- 
f-»Q 

11 
23 °°" nal 

(воспользовались решением примера 148). 
Решить примеры (в примерах 155—158 избавляемся от радикалов 

в числителе и переходим к выражениям с очевидными предельными 
значениями): 

155. limx(V x? + 2e—2V x? + % +4). 
X>+ со 

Решение. Имеем 

lim х(И x? + 2х — ИУ хх) = 
х-- со 

2х (Ух + 2х — х— 1) 
= lim ——__—_— — = 

pate V x2 + 2х + x4 2V xt + x 

— 2x? 
li 

— tee Vx 2х Е х 2 р х2- > (Их? + РИ > 

= lim 

totes (И i+2 гут гу ) = 

4 
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156. lim 6/2 + 3x? — V2 — 5%. 
х---со 

Решение. Прибавляя и вычитая x, получим 

lim (Vx + 3x2 —V x22 — 2x) = 
х---со 

= lim (V8 — 3x7 — x) + lim («@—V x? — 2x) =14+1=2. 
х--со х--|-со 

157. Jim ИС + Qy)(X + a2) ... (KX +a,) — x]. 

Решение. Воспользуемся тождеством 

куда подставим 

y= Va) @ +4)... @ +a), 2=х. 
Тогда рассматриваемое выражение представится в виде 

(ха!) cee (x + apn) — x” 

(a А ЧЕТ eb ee ee 
аза» -- +--+ а, ап 

(а -- +--+ Нал) x 

n п 
а1 Qn 

(И (+=) 5: (1+ : ) +... 1 

При x — -- со подкоренное выражение стремится к единице, поэтому 
п 

сам корень (см. пример 144) имеет пределом 71 = 1. Таким образом, 
каждое из п слагаемых знаменателя стремится к единице, а предел 
всей дроби будет 

аа. ао 
п 

158. lim _@-ИЕИ ау у 
ды -оо x” | 

Решение. 

fim УИ УИ _ 
х---со x” 7 

_ ak | mig . Ш a non 

= Jin |Seaveany | tlm (h + Vm] 042 2" 
— п __ Ta n 

159. lim Vit 2+ —Vix# x) (п — натуральное число). 
Хх» 
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Решение. Возводя в п-ю степень и приводя подобные члены, 
получаем 

fim ИЕ" ТЕ" 
х-0 x 

= lim = [nxVi+ xa)" +o(x)] = 
x-»0 

— lim 2" (ИТ + a = 2n. 
x0 

Найти пределы: 

. sin mx 
160. lim ———. 

xon Эх 

Решение. Положим х=л -- # (-—0). Тогда 

lim sinmx li sin (mz -+- mt) 
con Sinx — 4,9 (пл + nt) 

. — 1)” sin mt m—n ту. sinmt nt 
= lim ( = (— | — lim — 

t+0 3 (— 1)” sin nt ( п 440 mt sinnt 

—=(—j)"—". п =(-1"".2 
161. lim 98. 

x0 x 

Решение. 

2 sin? * sin x\" 
. 1—cosx . 2 ae | “2” 1 

и и | |7. 
2 

Таким образом, | —cosx = = - о (x?) при х—0. 

162. lim 8%. 
x x0 

. x 
Решение. Из неравенства | 1 —cosx| = 2sin?-—- <|x| вытека- 

eT, что 
e e e i 1 

limcosx=1 и lim tg x — lim И. = 1, 
x-»0 х-0 x0 «= * COs x 

Таким образом, tgx =x -+o0(x) при x0. 

. sin 5x — за 3x 

163. lim sin x у 

Решение. 
sin 5x sin 3x 

sin 5x — sin 3x 5 5x —3 Зх 
lim . = lim : = 2, 
x0 sin x x0 sin x 

x 
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1 + sin x — cos x 

1 +- sin px — cos px ° 
164. lim 

x-»0 

Решение. С помощью первого замечательного предела имеем 

x 
. sin x +- 2 sin? — 

lim 1 +- sin x — cos x — lim 2 — 

x+0 1-- sin px — cos px x0 sin px +2 sin? mae 

sin x x 2 

ВИ x 
. 2 1 

= lim =— = —. 
х->0 sin _РХ_ р 

sin px + p*x 2 

px 2 px 

2 

165. Доказать равенства: 

a) limsinx = sina; 6) limcos x = cosa; 
xa х->а 

2 
в) limtgx = ва (a% Fn, n=0, +1, £2, ...). 

х>а 

Доказательство. а) Имеем 

e e ® х —а x a 0<|sinx—sina| = [2 sin >" cos #4 < 

. х—а . . . 
<2] sin 5 <|x—a\|, limsinx =sina. 

x-ra 

6) Аналогично 

0< — |9 х—а . x-+a 
<|cosx— cosa] =| 2sin —5— sin—,— | <|[x—a 

и limcos x = cosa. 
х->а 

lim sin x . 
. _ х-а _—_ sina _ 

в) lim tg x = limcosx cosa = tga, 
xa 

xa 

если соза 2 0, т. e. если "п, (п =0, £1, +2,.. 

Найти пределы: 

. sin x — sina 
166. lim me. 

xa х—а 

.). 
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Решение. Очевидно, 

x x-+a 
. 2 sin 0$ 

lim а _ jim 7° 2 _ 

xa x—a xa x—a 

sin ха 
. 2 . x+a 

= lim - limcos ra |. соза = соза. 
х-а ^^ @ xa 2 

(воспользовались тем, что COSx—>cosb при х—5). 

. ctgx—ctga 167. пит 8? | 
xa —a 

Решение. Пользуясь формулой сложения котангенсов, на- 
ходим 

lim ctgx—ctga — lim sin (a — x) 1 — 

xa x—a xoq ПХ: sina x—a 

— lim __sin(a—x)] 1, lim 1 _ 
xa a—x sina „а ЯПх 

——5- @5, k=0, +1, +2, ...). 

. cos (а + 2х) — cos (a + x) + cosa 

Решение. Приведя числитель к произведению, имеем 

-__ cos (a + 2х) —2 с0$ (а -- х) | cosa _ i : - 
. 1 . Xx . 3x ; Хх . x 

= lim | 25-7 - sin (a + +. 2 sin 7° Sin @+=)|= 

. 1 - Xx - Xx 
= lim ([-= -2sin-—- 2 яп — . соз(@ + 3) = — cos a. 

x-+0 x 2 2 

. ctg (a+ 2x)—2ctg(a+ x)+ctga 
169. lim 3 ; 

Решение. Аналогично предыдущему 

li ctg (a + 2x) —2ctg (a+ x) + ва 

x-+0 

= lim = [(ctg (a + 2x) — ctg (a + x)) — (ctg (a + x) —ctga)] = 

— lim С. — sin x 4 sin x 
x49 № | Sin (a -+ 2x) sin (a + x) sin (a + x) sina 

78



= lim | 1 (Sy 2 cos (а -|- x) |= 
x sina - sin (a + 2x) 

= et аз т (=0, +1, 2....). 

. 2 sin? x + зх — 1 

170. lim 2 sin? x —3sin x + 1 
х-— 

6 

Решение. Разлагая числитель и знаменатель на множители, 
получаем 

. 25 х-- зпх—1 _ ,,. (sin x + 1) (2 sin x — 1) 

lim 2 sin’? x —3sin x+ 1 = lim (sin x — 1) (2 sin x — 1) 
= “=| 

- sinx-+1l 

=lim 1 —3 
х>— 

171. ое 
xo COS (* + +} 

Решение. Разлагая числитель на множители, имеем 

ty 2 
tg? х— 3tgx te (tex tg 3 

lim ни _ lim a 
roe cos (x + $ koe cos (« +. $) 

= lim tex(tex + te ‘ ] _ 

=> 3 
cos x cos —— sin {| —- — :} 

3 
3 ; 

= lim tex(tex tte | —1 _ = 94. 

rot 
cos x - COS —— 

° 
3 

172. lim 8 (¢ +2) Е (a — x) —te2a 
x0 

Решение. После очевидных преобразований находим 

lim tg (a+ x) tg (a— x) — tg? a 

х-+-0 x? 

| tg? a — tg? x 2,\ 

Ta! =" 1 — tg? a tg? x — tg a) = 

cos 2a = tim ау tgta—1 = — 2. 
173. lim x 

ra0 V1l+xsinx — Исозх. 

79



Решение. Уничтожая иррациональность в знаменателе, по- 
лучаем 

lim x? — lim x*(VV¥l+xsinx + VY cos x) 

x+0 V 1+xsinx—Ycosx x-+0 1 + x sin x — cos x 

— lim УТ-Е xsinx + М cos x 
ae | —cosx sin x , 

x? x 

если х— 0, то 1 + xsinx—>1, а тогда (см. пример 144) У1 + xsinx> 
_ —_ | — 

—И1=1. Аналогично, ИУ созх-=1 при х->0. Далее, = 

. x\2 

1 (> ! 
==| — —>-> при х— 0. Следовательно, 

“2 

. VWi+xsinx + Усозх 4 
lim = —. 
х.>0 | — cos x sin x 3 

x? + x 

174. lim V cos x — У созх 
у sin? x x-—>0 

Решение. Вычтем и прибавим в числителе единицу; тогда 

tim V2 — У = о + рая) _ 
x0 sin? x х-0 sin? x sin? x 

. cos x — 1 1 — cos x | — lim —_— + —5 . —— = 

x--0 | sin? x (V cos x + 1) sin! x 1+ cos x + У cos? x 

li 1—cosx/ x \ 1 1 
= Ml ——2 sinx ) | Weosx + и | x-+0 Vcosx-+ 1 1 + У созх - У cos? x 

1 | 1 1 

э(-=2+3)=-= | 

Здесь воспользовались тем, что У соз х—1 при х-— 0, а это следует 
из примеров 165 и 144. 

175. Доказать, что 

lim (sin Vx + 1—sinV 3 =0. 
хо 

Решение. Действительно, 

|sinVz+1—sinV2| = |2 sin УТУ COs УТУ < 

| | | 

2Vet1+VH | ^ УЯЕТНУЕ ^ 2х > 
при х>-г=Е 4), 

что и требовалось доказать, 
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Докажем следующие утверждения: 

А) Пт а* = а® (а>0); 
х-—>%Х 

Б) lim Inx = In Хо; 
X-rXq 

B) lim [u(x] =a’ при условии, что существуют пределы 

lim u(x) - a (a>0) и lim v (x) = b. 
Хо х->х 

Доказательство. A) Достаточно рассмотреть случай a> 1. 
Имеем 

| a* — а® | = а* | а*—® — ] |. 

— 
Так как Ита” = lima *® =1, то для произвольного =>0 суще- 

песо П-со 

ствует такое No, что 

| — 

a 
п 

1 | 

No 

Тогда при |х— % | < —— имеем 
0 

| 
[< aq % а а <1+ —, 

т. е. |a*—a*| = a%|a*—%—]|<e при Jx—o]< 

Б) Имеем 

аш) <, шт —~ 4+) 
n+l | п’ n— | n п 

при п >> |. 

Таким образом, при п> | 

| 1 1 
< (1 —=)< (1 + =) <= 

n— 1 

1 
Пусть => 0 — произвольное число, не превосходящее ->-. Тогда су- 

ществует такое My, что 

1 1 
—e<In(I 2 < (1 +) < 

Если взять 
1 Хх —№ 1 

ща бъ, 

то для разности шх — пх = п (1 +— я получим следующую 

оценку: 

—e<In(1—-)<In/ м) <In(1 +.) <e 
No Xo No 

или |пх— п |<, если только |X — № | < Xe. 
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В) Согласно условию и пункту Б) 

9 (х) и (х‹) >66 ша при хм. 

А тогда на основании А) имеем 
lim [u (Хх)? = lim e%*) In u(x) — @b Ina — go = 

Хх-—>Хо Xo-rXy 

lim 0x) 

=f{limu(x}""" . 
X -rXp 

Найти пределы: 

. 2 \*? 
176. lim (a7) . 

Хх 00 2х + | 

Решение. Согласно утверждениям а имеем 

2 о пы 
lim [ВЕЕЕ) =lime | 2H, 
X P50 2х +- | Х-2со 

Так как In-——— т <0 при достаточно больших x, a limx? = + oo, 
Хх» OD 

то искомый предел равен 0. 

Примечание. Решение примеров 177—182, 191, 198, 199, 200, 209 основано 
на простом приеме раскрытия неопределенности 15°. 

Пусть lim и (x) =1, Ито (x) = со. Тогда на основании утверждения В) получаем 

"= = lim (u—1)z 

lim и? = lim {{1 + (и — y= jlu—lo — г” 
X+>Xo X->Xy 

177. lim Е rt =). 
X =r CO 3 4 I 

Решение. В нашем случае и = 5 =; (u—I)u= 

_ 3x? 
sry . Следовательно, 

178. шт (1 х2) 9 *. 
х->0 

Решение. Аналогично предыдущему пишем 
lim хз ctg? x lim ( ) 

lim (1 ++ x2)cte? * = ей” — ex0\ 8X) о, 
x—0 

179. lim (1 + sin лх) ™. 
х-1 

Решение. Очевидно, 

; ; ete mx lim sin mx сё mx lim cos mx 1 

lim (1 + sin nx)" ™ = ex! = er =e. 
х-1 

| 

180. lim ( Lt tes Jing 
x+0\ 1+ sinx 
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Решение. Имеем 
х 

Nim tgx—sinx 1 i 2 sin? > 

. i+tgx \ я х-0 Itsinx  sinx sh cos хат x) 
lim (Sane | == @ = е* 0 = е0 — |, 
x0 

1 
. 1+ юх 

181. lim (8% \sint= 
x+o \ | +sinx 

Решение. Hi основании примечания о раскрытии неопределен- 

ности вида 1” при вычислении предела показательно-степенного 
выражения и’ имеем 

(и— 19 = 
tg x—sinx lL. 

1 + sinx sink x ' 

. . 1 — cos x 1 

lim (и— По = lim cosx(1--sinx) sin?x — 

о) 
= lim 

х-0 errr reser (Lo (x) > 

(воспользовались асимптотическим представлением функций в ок- 
рестности точки х = 0). Таким образом, 

1 

lim ( | + tex |i = oF = Ve. 
20 \ 1+ sin 

° e 1 1 x 

182. lim (sin = + cos —] 
Xr OO x x ° 

._ | 1 1 1 
Решение. Так как sin — 60$ = — + ] +0(—] при x—> 

— oo, lim (sin = +00) = = |, To 
X =r CO 

1 1 

lim (sin — + cos =) — ео (===) =е. 
Хх>со 

183. lim "СЯ. 
х--0 

Решение. На основании ‘Утверждения В) имеем 

lim In С +- x) _ 

х-0 

Таким разом, In(l + x) =x-+o(x) при х— 0. 

In (x? — x + 1) 

184. ne eel) 

= lim In [(1 + x)* =) =Ine=1. 
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Решение. Вынося за скобки в числителе и знаменателе стар- 
шие степени х и пользуясь утверждением 5), находим 

tart W(t ta 1 

= lim ==. 
lim In (x? — x + 1) 

хо [1+ +=} х->--со In (x10 + x +- 1) 

185. lim ии М 

h-0 

Решение. Ha основании свойств логарифмов и утверждения Б) 
получим 

(x > 0). 

lim og (Pop A Doe AP hogs = lim $y log (| —=)= 

h-»0 h-0 

— 10g € lim in| (1 __ =) a — Е 

| 186. lim m— COS ax 
xo Ш созбх © 

Решение. Пользуясь очевидными преобразованиями, получа- 
ем, что 

1 cos ax — 1 
In cos ax ; In (cos ax)°°S 2*—! ax? а | a 

lim In cos bx “s cosbx—1 | №. 
In (cos 6х) °9$ 5—1 Bex? 

187. a) lim ——— (a> 0); 6) lim И y= Lu — вещественное). 

Решение. а) Пусть a*—1 =. Тогда #—0 при х—0, поэтому 

. 4—1 tina ; Ina 
lim —— = lim паза = lim 
x0 

= Ina. 

Таким образом, a*= 1+ хша-Ро(х) при х->0 (е* =1++«-+0(%)). 

Ее — 1 _ ем | In (1 
6) Очевидно, lim ( +4) = lim Tin bw _t 2 = 

. ей т (1%) _ | 

=p, так как pln(li+x)—>0O при х-—>0, lim ain(le x) =], 

lim 2C +9 
= 1 (на основании утверждения Б); примеров 187, а); 

х-+0 

183). Таким образом, (= 1 + их о(х) при х> 0. 

188. lim + => ^ (и — вещественное). 
х>0 

Р ешение. Испол ЬЗуя результат предыдущего примера, получаем 

| — cos’ — lim [1 + (cosx—1)]*—1  1—cosx 
lim cos x — 1 x? x0 x0 

= _й. 9 e



2 Y2 Хх ха \ 

189. a) Нт^ = 8)". 6 ши” @>0); 
х-0 x х-а  * 

Ox? 20, __ в) lim е с, х—1 (@&520). 

Решение. а) Имеем 

е** — (cos xv? е** — | 1 — (cos*x)” 2 
x? — х? _ x2 

На основании примеров 187, а) и 188 находим, что искомый предел 

равен | — acs . 

6) После очевидных преобразований получим 

х—а \% 
ах _ да a*~F— | qt! (1 ar —! 
х—а х—а х—а 

а 

Предел первого слагаемого (см. пример 187, а)) равен а“ та. Предел 
второго слагаемого (см. пример 187, 6)) равен а“. Следовательно, 

x a - a —xX a 
lim = а Ina— a*=a*ln—. 
ха — е 

в) Имеем 

eA? cos? x— 1 ` (60° — 1) соз 0х + cos’%x — | 
x? — x? a 

axa 2a, г” — 1 20 | — cos*™ x 
== 96054 x — =a 

Поскольку 
eux? __ 

Иа cos’? x = @ 
x-»0 

И 

lim 1—cos™x _ а 

х->0 x — 

TO предел всего выражения равен нулю. 
x a 

190. lim ~———  @>0). 
ха 

_ „а 

Решение. Представим функцию : о —=Фф(х) в виде сум- 

x* — x? ха — аа 
мы двух слагаемых: ф (x) = = (X) + @g (x). 

Очевидно, 
alnx ¢,(x—a)Inx __ 

фа (x) = - С о. In x. 
(x — a) Inx



In x а е(х—@) тх __ | 

Так как при х->а е№х- ап, Ga) Inx +1, Inx-+lIna, то 

lim @, (x) = а“ Ina. Далее, IM фа (*) Д 
а 

се) 1 lim фо (x) = lim— == 
X-ra Xora xa | 

a 

a 
x—a 

ali (1+ а ym | a 
= аи  — = Даг. 

Xa x—a a 

Окончательно получаем 

x* — аа 
= a? па- at = а? . | (ae), lim 

—а 

1 +- sin x cos & x 
191. lim 

x -»0 | 1 +- sin x cos Вх 

\" x 

Решение. Ищем предел показательно-степенного выражения 
из; имеем (при x—> 0) 

(и— I) 

| pao 
x? Но (x?) 

cos? x cos ax — cos Bx 
sin? x 1 + sin x cos Вх 

v= 

3 
(1-2 +o} 

2 

+ (e+ 0@) (1— 
следовательно, 

Ро) 

1 ++ sin x cos ax 

(x? 4 0 (x4) 

p2—a 

lim 

ctg? x x0 
x2 

lim 
х 0 | 

lim sin (1x 

"xen sin (лхВ) ° 

“) 

Решение. 

sin (лх®) ит 

1 + sin x cos Вх 

sin д [(x® — 1) + 1] 

lim sin (x) sin at [(x® — 1) ++ 1] х-1 

— lim эт л (° —П_ _ п —П 

gel sin  (x® — 1) хы п (xP — 1) 

i OO +9%—1 otto ow 
_ lim (1+ 98 — 1 lim Bt +- 0 (1) В 

(воспользовались результатом решения примера 187, 6)). 

sin? (л2”) 
193. lim 
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Решение. Полагая sin? (л2”) = Ь получаем 

sin? (п2”) = lim f — lim : ——9 
x | х-ы1 In [cos (12”)] 10 5 In (1 — 2) tor Но (2) 

(воспользовались формулой In (1 —й = —Е-0(1). 

194. т“ (а>0. 
хХ-а x? — aP 

Решение. Полагая x—a=t MU пользуясь результатом примера 
187, 6), получаем 

t a 

xt — a (1+ 4) —1 
lim = lima%—6 . = 
хъа xP? —aP 10 (144) 1 

a 

t 
a-—-+0(b) 

= a* lim = 5 a8 
f+0 В Я +00 

-ЕА х—й __ 

195, Ни т _— (a > 0) 
h-~0 h 

Решение. Используя результат примера 187, а), находим 
x-+h X—h ох ; й 

lim 2+ [= 2a — lima*—* ( a 
h+0 h-»0 

196. lim 2 & +o 
хо (ха В) 

Решение. Используя второй замечательный предел, после оче- 
видных преобразований находим 

(СИ: Са byt? 

} = а* ш? а. 

lim хара = 

> b “a b в b ~~ a a —F = ead 

= Шт |(1 + =) | Ен) 
197. lim п'(И/х—"У) (>00. 

П- со 

Решение. Имеем (см. 187, а)) 
1 1 

. np— n-+-l . пы ут 2 
limn? (/x— "x)= них = 
flop CO ` fl => OO | п + п 

(x>0) п? +n 

= шх, 

п-со 

[п п п 

198. lim | yatyt (a>0, b>0). - 
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Решение. Аналогично предыдущему примеру имеем 

У п nia —~ lim 
( Vaty > -1)n 2 an 

— 6 lim 
N=» 6o 

Va+yo\ _ im, - 
1 
= In(ab) 

= € = У ab. 

i 
n 

| т 

1 
п 

a=) 

1 

199. lim ( art + OF + FF | (a>0, 6>0, c>0). 
a+t+b+-e х->0 

qg*t! + peti + etl 

Решение. Обозначим f(x) = БЕС Очевидно, 

f(x) —>1 при х>0. Тогда 

‚_ К 
lim ( at th + ott 4 ft! } — ет = 

т х-0 аь-с 
ак как 

. f(ixyy—l 1 ; a* —| b* — | eat) 
lim —~— = apo qe lim |a—,— + 6 — +e | = 

1 

l binb l a+b-+-e 

EE = а, 
1 

то искомый предел равен (а262се) “++. 
хз xa, 1 

200. п J (a>0, b>0). 
х-> 

Решение. Имеем 

2 | К 1 

lim (= a \F — ex * 
x0 \ a* +- b* , 

aX +5“ 
где /(х) = ye >| Так как та” = 1, limo**=1, lima* =1, 

х- х->0 x-»0 

lim 6* = 1 (cm. утверждение А)). Поскольку 
х-0 

lim L@=—! — пт а "в" 
х-0 х-»0 x (a* + b*) 

; а" — | 5 — | a* — | b* — | 
= lim a* + BF ( x2 xX + х2 Хх — x — гы )= 

= —-- па-+ In 5), 

1 (In a-+-In 5) l 
то искомый предел Panes е ? = У 

x2 

201. т (a>0, b>0). 
x0 (a* — b*)3



Решение. Поскольку (см. пример 187, а)) 

а — 6? = Ш > + 0 (x*), 

— by =|xIn+ +0 af = In? + 0 (x4), 
TO 

att — ре x? In a -Но (x?) 

lim (a* — b*)? = lim 0 уз? ~ - 0 x2 In? — 7 t0(#) 

In — 

= lim ——2 =|] - 
x—»0 x? In? — 

ах _ a 

202. lim “= С. @>0. 

Решение. 
а* ха а*—х@ 

Пт“ — = lim 4 —1 gs 
ха а — x va a* — x* a 

Поскольку lim (a* — x*) = 0 (это следует из примера 189), a Шпх@ = 
х-а X= 

= lime? n* — а та — (4 (см. утверждение В)) и lima** = а2" (cM. ут- 
ха Lora 

верждение A)), то 
. at —** — | a a 

lim ош‘ a =a" Ina. 

203. lim In (1 + 24 In (1 4 =) 

Решение. Пользуясь асимптотической формулой примера 183, 
находим 

lim In (1 + 2%) ип (1 4 =)- 
Xx -»-}-00 

= lim [xIn2 + In(1 + 27’)} In(1 + =)- 
pares 

= lim [x In2 + 2-* +0) (+ + 0(—}) = 3In2=In8. 
х--Ноо 

204. Доказать, что 

lim ^^ =0 (a@>1, k>0). 
х->--со а 

k . п 
Доказательство. Поскольку lim aA =0 (a>1) (cM. при- 

fl = CO 

мер 25), то одновременно будет и 

(n+ 1) — 0. 
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Следовательно, по заданному €>>0 найдется такое натуральное чис- 
ло N, что при п> М выполняется неравенство 

Пусть х> М-- 1; положим п = [x] (целая часть x). Тогда п > № 
Hn<x<n-+]1; так что 

xk n+ 1)* 
и < =. 

Это и доказывает наше утверждение. 
205. Доказать, что 

lim 82% 9 (>I, e>0). 
х-+--со хе 

Доказательство. Положим хе = Тогда 

. lo . log, t lim 282% 1 jim вай. 
х--со x & t-»--0o t 

В силу равенства (см. пример 29) lim —®2~ =0 имеем 

"+ _ 9, 
n 

lim 
П-»со 

Пусть €, > 0 — произвольное. Тогда существует такое натуральное 
число М, что при п > М 

0— 
loge og et ) <=. 

Для t>N-+1 положим п=[Ё. Тогда n>N и nct<n+l, 
так что 

logg (п + 1) 
п * 

| 
ое" < < 81, 

. log, t . log, x 
т. е lim 825 = 0, a тем самым и lim 8a*  (). 

#—=--со х-ь-Нсо 

Найти пределы: 

206. lim [(x + 2) In (x 2—2 + 1) In + 1) + x In x]. 
х--со 

Решение. Исходя из свойств логарифмов, утверждения Б) и 
второго замечательного предела, получим 

lim [(x + 2) In(@w + 2)—2 («4+ I) In(«+ 1)4+ x«Inx] = 
X-»-- 00 

Е В pi yg | WET) Yo, ро & +120 x-+-L00 ( + =} «1 

x 

207. lim | шх ша). In пах. (a> 1. 
x-»-+0 in 

a



Решение. Заметим, что 

Ina 1+ 
lim “% — lim —"% — 
x++0 In хо | па 

nx 

Тогда 

lim | In(xInaq) - n/%\|[ = 
х---0 ш-^ 

а 

| 
шах 

. 2 In — lim In a? In (x In a) In пах a — Ina. 

x+»-+0 In i In _®_ 

а а 

. ш (х па) _ 1: In (x In a) _ 
tim, in a x~+o In(xIna)—In(alna) — I. 

208. lim {In ху +) -In-? z+ 1 , 
хо х-Ух — 1 х— 1 

_ ху -1 | 
Решение. Tak как функции f(x) = и p(x) == хуя? х—1 

стремятся к единице при х-> -{ со, то в силу формул 

Inf =In{1 + f—)] =f—1 +0¢—)), 
Ing = p—1+0@—}) (х— - оо) 

имеем 

lim (In ZV! п! | _ 
x-»--00 x+V x? —1 x— 1 

9) = lim en пе = Jim = = 

т st з+У 1 =) (У tat =) 
— 1 ==: 

xl 

209. lim (Фе — 1) я. 
х->0 

Решение. Имеем 

Xx 

<a эн r= os | 24] x. x31 

lim (2e*t' — 1) * _ pling Ty BE ml rte] 9 — 
х->0 

2 наи) 
— e? = ex-+0 х--1 J x 
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(так как e*+! = 1 ут +9 (9 при х-—=0, на основании 187, а)). 

— sin%+8 210. Пт 1 sin @>0, B>0). 
(1 — sin® x) (1 — sin® x) x л 

ap — 

2 

. at 
Решение. Положим sinx=1—?#, Тогда #—0 при x>--. 

Следовательно, 

: 1 —sin®tB x — |1 1 — (1 — +В 
lim im = 
rot V (1 — sin%x) (1 — зв x) m0 Y п—(1—5°][1-— (1 — 95] 

(a + B) t+ 0 (1) (a+ B)t+o(é) 

НУР o Or 11 Уатов = 

a+p+—0 

— уз. V 1420) Уз 
(воспользовались результатом решения примера 187, 6)). 

Решить примеры (при решении примеров 211—215 используются 
формулы 

ex —е_* x —X 
: ex t е ; th sh x 

-chx = hr shx = 

a также формулы гиперболической тригонометрии): 

sh x 

x 
; 6) lim м ; в) lim 

х->0 

th x 211. a) lim 
х->0 

Решение. На основании примера 187, а) имеем 

Хх в—х , 2х — 
a) lim 2% — рт = lime-*. РР = 1. 

x0 x-—»0 2x х-0 2х 

На основании а) находим 

х x \2 
2 sh? — sh — 

- chx—1 . . 1 2 1 

бя = lim —~ |, |=. 
2 

Используя результат решения а) и утверждения А), получим: 

. th x . sh x 1 9) tig Sm tim ape 
. sh? x 

212. lim In (ch 3x) ° 
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Решение. Пользуясь результатом решения примера 211, a), а 
также утверждением Б), имеем 

. sh? x . 1 sh? x 

lim Than — lim Г chax—1 
In {(ch 3x)°h 3—1] 

(+) — lim ! 2 ЕВЕ 
x-+0 _! ch? 3% x 9 9° 

In [(ch 3x)°* 3*—1] 2 
. sh V x? + x—sh V x? — x 213. lim Ver = у 

Решение. Из утверждения А) следует, что lim cht = сВ&, 
tort 

поэтому после очевидных преобразований получим 

sh V x2 -+ x—sh V x2 — x 
lim 
оо chx 

9 sh У х—Ух—х с УИ —х 
. 2 2 

= т ch x — 

Узи ях 
. ch 2 x 1 

= ch x 2 sh ина; ee 
214. lim (х— Inch x). 

X =» о 

Решение. На основании утверждения Б) имеем 

lim (x—Inchx) = lim (in ех — In г so) = 
X~+>--0o X-»-Loo 

= lim In —— = |n 2, 
X->-f-00 e** 

, esin 2х __ от x 

215. lim Е 
x0 th x 

Решение. Используя результаты 187, a) и 211, 6), получим 
esin 2х | esin Хх — | 

sin 2x __ eosin x lim 9х "2 — x 

th x ar 
е 

lim 
х->0 

216. Доказать, что 
lim arctg x = arctg Xo. 
Xr Xo 

Доказательство. Пусть хо >0 u х> 0. Положим arctg x — 
— агсёо хь =. Тогда` для произвольного = >>0 имеем |arctg x — 

x— xX 

—arctg x9| = |¢t| < | tgé| =| Tx |<lx~l<e, как только | x — 

— X | < 6(e) = в. Таким образом, соотношение доказано для ху > 0. 
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Если X9 < 0, то доказательство сводится к уже рассмотренному слу- 
чаю, поскольку arctg(— x) = —arctgx. Справедливость требуемого 
соотношения при х = 0 вытекает из очевидного неравенства 

0 < |arctg x — arctg 0 | = |arctgx|<| x]. 

217. Доказать, что 

lim arcctg x = arcctg Xp. 
x—->Xo 

Доказательство. Пользуясь тождеством 

IU 
arctg x + arcctg x = >> 

справедливым при всех значениях х, получаем 

lim arcctg x = lim (+ —arctg x) = — —arctg ху = arcctg Xp. 
х-Хо х-> хо 2 2 

218. Доказать, что 

lim arcsin x == arcsinxy (—Il1<% <1). 
хо 

Доказательство. Заметим, что ели Ox <I, то arcsinx = 
. 1— x2 

= arctg Vas’ а ели O<x<l, To arcsin x = arectg И г —. 
—х 

Поэтому для x €[0, 1) имеем 

lim arcsin x = lim arctg = arctg = arcsin Xp. 
х-хо х-хо | = V1 — x 

В точке ж = 1 имеем (см. пример “ 

Vi-—x# = 
lim arcsinx = lim arcctg = arcctg 0 = = arcsin |. 

x~1—0 х>1—0 

Случай — 1 <х < 0 сводится к уже рассмотренному, так как 
arc sin (— x) = — arcsin x. А поскольку для точки х = 0 левое и 
правое предельные значения равны нулю, то доказательство завершено. 

219. Доказать, что 

lim arccos x = arccos%» (—l1 <x, < 1). 
х-%№ 

Доказательство. Требуемое соотношение следует из пре- 
дыдущего примера и тождества 

. at 
arcsin x + arccos x = >: 

220. Доказать, что 
e It . It . 

а) Jim arctgx =; 6) Jim arctg x = — =~ ; 

B) lim arcctg x = 0; г) lim arcctg x= x. 
х—--со х=+—со 
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Доказательство. а) Пусть ¢ > 0 — произвольное. Тогда 
из неравенства 

x>tg (5 — e) = E (e) 

вытекает, что arctg x > > — а, т. е. 

0< + —aretgx<e, VY x>E (e). 

6) Имеем lim arctg x = — lim arctgx = ——>. 
х>— со х-ь--со 

л 
в) Используя то, что arcctgx = = — aretg x, получаем 

lim arectgx = lim (+ — arctg x) = > > = 0. 
хо х->--со 

г) Аналогично 

lim arectgx = lim | —arctg ы => (— +} = л. 
X—-—0o X-» —0O 

221. lim т (a0). 

Решение. Поскольку lim arcsin x = 0 u 
х-0 

. arcsin x arcsin x 

lim x = lim sin(arcsinx) ' 

TO 

lim arcsin ax — lim arcsin ax -a=da. 

x20 x x0 ах 

. t 
222. lim АСТ ах (a0). 

Хх 

Решение. Из того, что limarctgx = 0, следует, что 
х-0 

lim arctg ax — lim arctg ax .а—а 

x0 x х-0 tg (arctg ax) у 

993. lim arctg (x + A) — arctg x 
. г . 

й->0 

Решение. Поскольку lim[arctg (x + h) —arctg x] = 0, то 
h-»0 

lim arctg (x + A) — arctg x — lim tg [arctg (x + A) — arctg x] — 

h-+0 h h-+0 h 
x+h—x ] 

= lim ве — Па ° 

224. lim x (= — arctg 
X -» OO 4 

УГ). 
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д x Решение. Имеем > — arctg yaT > 0 при x —> со, следовательно, 

lim x (j —aretg = os var) = lim x «(+ — arctg УГ = 
Х-> со X =r CO 

1 — 

4: as . x 1 
= lim x 1+ = lim 1 2° 

x+1 

225. a) lim (VV l+x+x?—Y I—x+ x); 
Х+— со 

6) im (ИТ —И1—х+ x), 

Решение. Избавляясь от радикалов в числителе, получаем 

a) lim (VV l+xe+2—-—V 1l—x4+x%)= 
X->—00 

= lim 2x — 
x+—-0 VY ltxte+tyV l—-x+x 

= lim ox =—1 
roe У - +! +у 3 <= + +t ie 

6) lim Vifx+e—V1—xfx) = 

= lim 2x =]. 
хо У 1х У l—x+x 

226. а) lim arctg ——— ; 6) lim arctg = 
x—»1—0 —* х-1--0 

Решение. а) Положим —— = tet. Тогда tgi—>-+ оо при х— 

—| —0, а так как —5<#<-, то Е = асе ->-^ при x—> 

— | — 0. 
6) При прежней замене 40 #-> — со, если х--1--0. Отсюда сле- 

дует, что { = arctg — +> при х— 1 - 0. 

1 1 
227. a) lim —; 6) lim 

X-»—0 — X->-+0 — 

1 +е* 1 + e* 
1 — 

Решение. a) Если х— — 0, то —-—— ©, ае* —>0, поэтому 

lim г =. 
x+—0 — 

1 + е* 

6) Если же х— +0, то о И — —>0, т. е. искомый 
—_ 

1 + e* 
предел равен 0. 
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Найти: 

228. lim x и cos ши . 
х->0 x 

Решение. Tak как о< = У cos tl ctx! при всех х из об- 

ласти существования, то 

lim x у cos - = 0. 
х-0 x 

229. lim «|= ]. 
х-0 

Решение. Положим tam. Поскольку y=[y]+r, где 0< 

<г< 1, то 
lim x | — =| = lim 5 =]. 
X~r0 yoo 

230. lim sin(x Vn? + 1). 
йо 

Решение. Записав последовательность y, = зщ (л V n?+1) в 

виде у, = sin (л (У n?+1—n-+n)), получим 

lim эм (лИ 12+ 1) = jim sin ((m Vn? + 1 — пл) + пл) = 
Nor oO 

_ 2 —п)) = — 2 = = lim ( 1)” sin (л (И n? + 1—n)) = lim ( 1)” sin УТ 0 

231. limsin? (лИ пп). 
пс 

Решение. Аналогично примеру 230 имеем 

lim sin? (nV пп n) = lim sin? ((nV n?+n—nn)+nn) = 
пс 

= шп т? (л (И n?+n—n)) = lim sin? = |. 
Vu +1 

232. limsinsin ... sinx. 
по =~ = 

a A 

п раз 

Решение. Пусть sin x > 0 (при зп х < 0 поступаем аналогично). 
Если a, = sinsin ... sin x, TO 

-— 
m= 

п раз ; 
0 < a, = SIN Ani «а <1. 

Отсюда следует монотонность и ограниченность, а значит, и сходимость 
последовательности (а„}. Обозначая | = lima, и переходя к пределу 

п - co 

в равенстве 
a, = Sin ал, 

получаем уравнение / = sin [, из которого находим, что [ = 0. 
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233. Если Итф (x) = А и lim (x) = В, то следует ли отсюда, 
х-а x7~A 

что 

Tim ар (ф (х)) = В? 

1 
Рассмотреть пример: @ (x) = = при x = > ‚ где ри g— взаимно 

простые числа и ф (х) =0 при x иррациональном; p(x) = 1 при x= 
50 и p(x) =0 при x = 0, причем х—0. 

Решение. Из условия примера следует, что для произвольного 
ё > 0 существует такое 0 = о (g) > 0, что 

|ф (м) —В| < в, (1) 
как только 

0<|u—A|<o, (2) 
т. е. неравенство (1) выполняется для всех значений и из O-OKpeCTHOCTH 
точки А, исключая саму точку А. 

Далее, согласно условию задачи, для произвольного о >> 0, в том 
числе и для о из неравенства (2), существует такое 6, (с ()) = 6 (=) > 
> 0, что для всех х, удовлетворяющих условию 

0<|х—@а|<65(=), (3) 
функция и = ф (х) удовлетворяет неравенству 

| p(x) — Al <, (4) 
причем не исключается случай, когда @ (x) = A. 

Но при и =ф(х) = А функция 1 (и) =тф(ф (х)) может быть вовсе 
не определена или же определена, но ее значение ‘ (A) == Шт w (и). 

и-А 

В обоих случаях неравенство (3) не обеспечивает выполнение нера- 
венства (1). Для того чтобы из условий Итф (х) =A, limp(x) = В 

х-а х>А => 

вытекало равенство lim wp (ф (х)) = В необходимо и достаточно, чтобы: 
ха 

А=ф(а) и B=w(A). 

В предложенном примере второе из этих равенств не выполняется. 
234. Пусть для всех хЕ (Xp, № + ШП, где x) — фиксировано, вы- 

полнены условия: 
п 

1) Рик (Хх) >20 (Е =1,2, ..., п); 2) У Ри (x) =Ц 
= 

3) lim Pre (x) = 0 при каждом фиксированном &; 

4) lim u, (x) = 1. 
п->-со 

п 

Доказать, что Шт &, = 1, где & = Dy Риь (x) up, (x). 
= п-со 

Доказательство. Пусть e >> 0 — произвольное. Из ус- 
ловия 4) следует существование такого числа М == М (ez, x) >> 0, что 
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тм. Х— |< > для всех n> М. Из этого же условия следует су- 

ществование такого числа М >> 0, что 

[М„ (Х)|<М, |и„(х)—И<2М, Мп. 
Из условия 3) вытекает существование такого числа п, = Np (€, x) > М, 
что 

Ри (х)<-пи  @=1,2,..., М), Ми 

Из этих неравенств и условий 1), 2) теоремы следует неравенство 

k=] k=! 

<> Prt (х) | by (<) — |= Ри (2) | (x) —И + 

+ Pay (х) | ty (x) — 2] +++ + Paw (x) [шк (x) —2| + 
& 

+ Рамы им (x) — 2] + eee + Ри» (x)|u, (x) —l]< 4NM N2M + 

+5 (Pangi (x) + --- + Pan) < +--=в Va>no. 
Следовательно, Шт, = /. 

п->со 

235. Доказать теоремы Коши: если функция ] (x) определена в ин- 
тервале (a, + со) и ограничена в каждом конечном интервале (а, 6), TO 

a) lim £@). = jim, (И —F (р 
х---со 

1 
. = _ | F(x+ 1) 

6) Jim [f(x)]* = im Foy Cs F(x) > o> 0), 
предполагая, что пределы в правых частях равенства существуют. 

в) Доказать, что если lim [f(x + —1[(>)] = + о и f(x) orpa- 
х---со 

e xX Py 

ничена снизу на каждом конечном интервале (a, 6), To lim Lt) = -+ с. 
х---со 

Доказательство. а) Для доказательства применим пример 
234, полагая при этом, что 

Ри (х) = Е, Ри (х = (k= 2, 3,..., n), 
хп’ хп 

О<ж<х<о +1 Хо > a, 

u(x) =LE4Y и.) =fetmy—feta—  (n=2,3,...) 
Тогда ¢, = У, Рик (х) u, (x) = I ete . 

k=l 

Все условия теоремы выполнены, поэтому 

lim ¢, = lim Л & jim of (etn) — fet n—l Hh 
flor Oo Tl» Co x + n 
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Поскольку [ не зависит от х, то из последнего равенства следует, что 

lim L@ — jim, [F(x + 1) — 1) = 2. 

6) Поскольку f(x) >c> о. то определена функция F (x) = ш}(х). 
. x+1 2 

Пусть lim i т ) =], Тогда, пользуясь теоремой пункта а) и BO3- 
x—> Co 

можностью предельного перехода в показателе степени, получаем Tpe- 
буемое: 

i In fF (x) lim In f (x) 

lim [jf (x)]* = lime * =е-+® * = 
X=»-+-00 о хь- оо 

— profes ПЕРО — In F(x] = li f(x+ 1) —е. 

х---со f (х) 

в) Для произвольного E > 0 существует такое число ху > 0, что 
при X > № 

f(x + 1) —f (x) > 2E. 
Отсюда следует, что f (x + п) — f (x) > 2nE и 

Ни") 1 +2 
хп x-+n ° 

Поскольку f(x) >c>0 при %<x<x%+1, то существует такое 
ЧИСЛО По, ЧТО 

(хп) 
хп 

при \п >И, т. е. если = хп, Xy<XSX%+1, п> п TO 

>E 

что эквивалентно  ребуемому. утверждению. 
236. Доказать, что если: J) функция Г (x) определена в области x > 

> а; 2) ограничена в каждой области а < x < 5; 3) существует конеч- 
ный или бесконечный 

f(x + 1) —Ff (x) — | 
en , 

TO 

X—+>-f 00 xyntl m-+- 1 | 

Доказательство. Пусть / — конечное. Тогда из условия 
теоремы следует, что 

lim — И ЕР" О __! 
пью (x-+ ntl (x + — 1” m+ ° 

Применяя пример 234, полагая при этом, что 

(ep (x Rt иен 
Pra (x) — (x nymti , Prk (x x) = (x +n)! 
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(Е = 2, 3, eee ys n), 0O<H<xgxuy+1, № > a, 

_ "И _ (Ня | 
Oey OS и — 

(n=2, 3, ...), 

_ АЯ» получим ¢, = си” ° 

Все условия примера 234 выполняются, поэтому 

. — 1 f(x+n) _ |: _ l 

ta et yet TH nO) = EET 

а поскольку предел т не зависит от xX, TO последнее равенство 

эквивалентно тому, что 

Пусть / = + со. Тогда из условия следует, что 

lim И pn 
пы Пат —fetn2— 1) 

a поскольку последовательность 

(хп) ИН, 

монотонно возрастая, стремится к -++ со, то таким свойством обладает 
и последовательность 

(Ре —f(*+n— Пы. 

= 0, 

Положив 
1 к) — k—1 

Pat (x) = ea) » Рик(х) = Lee ier : 
(k= 2, 3, ..., п) 

< х<х<мю-| жа, 

_ ep yet _ (earth (etn — rt 
и) = оу › = Ти —feta— 

п=2, 3, ...) 

и применив пример 234, получим, что 

1 =УР (x) и, (x) = Са —0 при n—-oco ди. К(х- п) р k=l 

откуда и следует требуемое утверждение. 
237. Доказать, что 

а) lim (+) ==; 6) lim (1-х + we ) = =. 
п->со п! 



Доказательство. а) Пусть х =2 0: (при x = 0 равенство 
очевидно). Получим 

п 

lim (1 + =) = lim (2 + =) = ех. 
пс п-со 

6) Имеем (при x > 0) 

Пусть п > Е. Тогда из неравенства 

Хи (i++... 4 n 

xP 1 2 \ k—1 
+#-(1-4)(1- 2} a аи 

при п —> со получаем 

x xP 
> 1-х + ... += =Y;,. 

A так как У, монотонно возрастает, то при любом п справедливо He- 
равенство 

Х,<У,<е* 

в силу того, что lim X, = e*; при х > 0 имеем у at An 
=> 

lim Y,, = e*. 
Tl Oo 

Пусть теперь х произвольное по знаку. Тогда, рассматривая раз- 
HOCTb 

и AES 
+... +1 (1—-) (1-2) ... (и + 

+ —== 
и учитывая неравенство 

| 2 k—1 k(k — 1) (10-2). 59 ace n n 

которое легко доказать методом индукции, получаем оценку 

2 9.4 3 3.0 
УЖ. РР. 32... + 
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xP 2—0 1х1  п— 1) (n —2) 
+a т Там. Qn ы 

(ея) = (++ E+ Е 

. x] (1 1 
bores bh apr] ПЕЛА КЗ ar =). 

Пусть E > 0 произвольное. Тогда для |x |< Е имеем 

Уз = 1+ |x|4+ Ра 

а для разности Y,, — X,, справедлива оценка 

E? ntl 1 
[У„—Х,| < ее +E | + | - пп 

Таким образом, lim [У,„ —Х,| =0 и, следовательно, 
пс 

lim Y, =lim X, =е*. 
fl-rco Te» oo 

238. Доказать, что 

lim n sin (2nen!) = 
te» oo 

Доказательство. Имеем (см. пример 35) e=1+14+—- 

... + — —- 4+ (0<0,< 1), причем 
о 

0, = — ee =n-nife—y,]=n- ЕЕ 3 so ee + 

п.п 

| On41 Ont 

"CEO TEED OFT —»,|= п. al tartare 

_ 791 

— THI + (n + 1)? 

Пользуясь этим, получаем 

— 1 при По. 

lim nsin(2menl) = lim n sin (2a y, + =) = 
The» Oo п-со 

ond sin 28. 

= lim n sin—— = И oo 219, = 20. 
п-ьсо пс IU п 

n 

Построить графики функций: 

239. y=lim У Ех" (x>0). 
пьъсо 

|- 
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Решение. Если О<х< 1, то l<Yls+ricy2 и, так как 

lim / 2 = 1, то limy/ 1 + д" = 1. Если xel <x< + 0, ту Г "= 

lim / 1 +x" =x. 
п->25 

Таким образом, 

|, если O<x*<l; 

x, если 1<х<- о. 

Построить график предоставляем читателю. 

240. y=lim У 1+ + (=) (х>0). 
пс 

Решение. Имеем 

1<У 1+" + (5- y’ <y 3, если О<ххх [; 

2 п 

rc 1+*+ >) =*У (=) + (5+ 1<хуЗ, 
если |<х< 2; 

x п x2 \п xe Mf [9 \п 9 \п хп 
$< 1+=+ (5) =-5У (ay +(G) +1 <> 

если 2< хо. 

А так как lim 7 3=1, то окончательно имеем 
пс 

1, если О<х<Е 

у={%, если |1<х<2; 

=. если 2<х<ою. 

Построить график предлагаем читателю. 

xtg Ух 
241. y = lim an (x > 0). 

nwo | + 1 

Решение. Так как 0< № —- м | при Oc x<l wn 4—1< 

<x<4k+1 (k=1, 2,...), то lim tgn = =Ouy=V <x. Если 
п-со 

tg" > 1 (4—3 << 4—2, 4h—2—x<4k—1, k=1, 2,...), 
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Vx 
oan WX 

y = lim —— =X 
п-ьсо oo 

ee 
Наконец, если tg = 1 (x= 2k—1, R=1, 2, ...), то ИЕ (+ 

+V x). 
Теперь легко построить график функции, что мы и предлагаем 

читателю. 
242. у = lim sgn [sin® (п! лх)]. 

nN» Co 

Решение. Если x= , rye p и а— взаимно простые целые 

числа, то nlx =n! — — целое число при n>q и, следовательно, 

для всех п>д 
sin? (n! xx) = 0, 

т.е. у = 0, если х — рациональное. 
Если же x — иррационально, то, так как Nix 52 целому числу, за- 

ключаем, что 
sin? (n! лх) > 0, 

а поэтому y = зп [$1? (n!nx)] = 1 для иррациональных Xx. 
243. Построить кривую 

lim ¥ [xP + [yh = 1. 

хи 

max (|x |", |и|”) 
п 

<1 и |111 0, то lim y/ РУ = 1 (см. пример 28) 
Tle» CO max (|x |", [y |”) 

Решение. Так как 0< <2, если|х| < 1,|у| < 

и, следовательно, 

. on , nf n п. 

lim 7 [ah [yh = lim max (le) | иги = 
= max (|x|, ly), 

т. е. max (|x|, |y |) = 1 uw графиком служит контур квадрата е вер- 
шинами в точках (-=1, +1). Последнее следует из того, что точки 
А (1, у, и < В (|, = 1, | х| < 1 принадлежат графику. 

244. Асимптотой (наклонной) для кривой y = f (x) при х — + со 
называется прямая у = kx + 6, для которой 

lim. У) — (kx + 1-0. (1) 
Используя это определение, вывести иеобходимые и достаточные yc- 
ловия существования асимптоты. 
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Доказательство. Необходимость. Пусть прямая у = kx + 
+ 6 является асимптотой при xX —> -- со для функции y = f (x). Тогда 
из определения асимптоты следует, что 

lim 1 — lim РЕ 
хо x X¥-»-+-00 x 

(2) 

lim (7 (x) — Ех) =6. (3) 

Достаточность. Покажем, что равенства (2) и (3) являются и до- 
статочными условиями. В самом деле, находя из (2) число Ё и подстав- 
ляя его в (3), получим 6. Но тогда из (3) следует (1), т. е. равенства 
(2) — (3) являются достаточными условиями. 

Аналогично рассматривается случай, когда x —> — oo. 
Найти следующие пределы: 

| xo! хп-2 xen 

245. tim | tap bee + se. 

Решение. Обозначим y, =т-х- ... + *_. Тогда (см. 

пример 237, 6)) lim y, = е*, поэтому 

yt pnt? ; xen . 

lim (n+ 1)! +r (n+ 2)! rot + apr | = Him ыы = 
пы OD 

= lim Yon — lim И, = ex — e% = 0. 
п» со fl wp CO 

246. lim f(1 + x) (1 + x?) (1 4+ <4)... (1 + x**)], ‘если [x] <l. 

Решение. Умножая и деля выражение в квадратной скобке 
на (1 — x), получим 

lim [1+4 1+29) 0+5)... ах” = 
, __ а о оп _ on-+l 

=lim —! x*) (1+ x?) (1+ x4)... (14+ x ) =Jim! x __! 

пс ]— x Nero 1—х. 1 —х 

. x x x 
247. lim [cos Zz COS «++ COST, ; 

. x 
Решение. Умножая и деля на 2” sin 5я- Числитель и знамена- 

тель выражения, предел которого ищем, найдем 
. x x x 

lim (cos —cos— ... COs = aco 5 qc" Qn 
x x x 1. х 

cos —— с0$—— ... cos . 97 —1 sin 
. о 4 gn—! оп—1 

= lim > — 
ti, CO ’ оп sin on 

x 
e . п e 

. sin x . sinx 2 sin 
= lim = lim : _— . 
п ON sin 5A п-со ‘sin ол 
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248. Пусть 
p(x) 

о) = 
где p(x) >0 и Omi0 (m=1, 2, ...) при noo, т. е. |Om|<e 
при т = 1, 2, ... ип > М (=). 

Доказать, что 

lim [Ф (ат) + Ф (Gon) + +--+ +P (Aen)] = 

= lim [4 (Qin) + (Gen) + +. - + (Onn), (1) 
П-оо 

предполагая, что предел в правой части равенства (1) существует. 

Доказательство. Поскольку lim 3? iu Onn —$ 0, то для 
x 

х->0 $ (x) 

\=>0 3 М=М (=) такой, что 

Ф (ny) —_ 
те) <1- = (т=1, 2,..., п), 

откуда в силу условия ф (x) > 0 имеем 

i— ec Fn) +P (an) + +++ +9 (@,,,) <l+e. 

$ (1) +P (on) + -- +P (2p) 
Исходя из этого неравенства, а также из условия существования 

предела в правой части равенства (1), заключаем, что предел числите- 
ля существует и равен пределу знаменателя. 

Пользуясь утверждением предыдущего примера, найти: 
п 3 

249. Ишу; (и 1+ +) , 

1—< 

Решение. Tak как lim = 1 (см. пример 148), а 
п-со 

Зп? 

—=-0 при п-— оо, то 

- uk ._  na(n+l) 1 
] = —1)= т Ц 

ну (у + 7) lim >, Зи 6 lim 73 6: 
k=l 

250. lim sin “3 
im у 

я Решение 

sin 2% 

Здесь lim й 1 ka _, 9 
vg а =ГИ a =F 0 при п-> oo, поэтому имеем 

n2 

< ka м ka an (n +- 1) a 
lim \ sin —— = lim \° — = lim = — 
n-»0o x nt П-со >. п? п-оо 2п* 2 
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251. lim 3a —1) (a>). 
noo k=l 

Решение. Имеем lim "_— = (см. пример 188), > =0 
п-со 

n2 

n—» oo. Таким образом, 
k 

lim у (a — 1) = Шт у kina =Inalim тит !) = ша. 
fw CO n+ oo =I песо 

NwCo 

252. lim П „= - 

Решение. Имеем 

п lim > In (1+ a] 
. п 

lim [] (1 + —r) =e t= ; 
т 1 п 

Так как 

k 

lim = 
fl» Co Rk 

TO п? 

м 
нт М — ‚п (1-1) 1 Ва лы — 

lim П (1+ ты ы — ет- mt me’, 
N~+co p—] 

253. lim П cos 4. 
fle» CO nV n 

k=1 

Решение. Легко убедиться, что 

ka 
In | cos у) bat 

. п п а 

lim Bat =] и “wn =0 при N->OOo, 
Noo — a 

2n3 

Поэтому 

п lim In cos ka 
I] ka fl -- CO k=] п У п 

lim cos = = = 
п pi} п у п 

за? — itm > _ im e+) nly at a 
= MOO pol =e MN--»oco 2-6-7 —е 
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В примерах 252 и 253 переходим к пределу в показателе степени на 
основании утверждения А). 

254. Последовательность x, задана равенствами 

х=Иа, m=VatVa, %=VatVat+YVa., ... 
(а > 0). 

Найти lim x,,. 
fer CO 

Решение. Заметим, что x, = Уа- хи (n = 2, 3, ...). Применяя 
метод математической индукции, убеждаемся, что  последователь- 
ность x, = V a-+ х„_1 монотонно возрастает и ограничена сверху, на- 
пример числом 

| 1 
A>>+V ча. 

Следовательно, по известной теореме имеем 

lim x, = 1> 0, 
hi» CO 

причем / = Va + [, откуда находим, что 

,— Иа ЕТ! 
— 2 

255. Последовательность у„ определяется с помощью последова- 
тельности X,, соотношениями: 

Yo= №, In = Xp ЧЖж—ф (1 =1, 2, ...), 

где |«|< 1. Найти lim x,, если lim у, = 6. 
Пс п» со 

Решение. 

Xy = 41 + 9; 
— 2, . 

Ха = Yo FAY, + A2°Yo; 

Xn = Yn + чин + ау, о +++ fatty, + ayo. 
Вычитая из последнего равенства очевидное тождество 

b р и Ш bat! 
а = Ot ab+ath+ +--+ a b+ a"b+———, 

получим 

а = Yn — аа 92—09) + 
„ batt! 

ищи, 

откуда с учетом неравенства | 1 — a | >> 1 — |«| имеем 

та < и В+ & у bl + lal yne—b| + eee + 

h bj la\?r! 

+a [Yo— 68| + heey e 
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Так как lim у, =6, то \=>0Эп: Уп 
пос 

\tn — O1<— (1 — ||). 

Далее, из условия |a|<1 следует, что AN: Yn>N выполняется 

неравенство |<" "` "<< —-, где М — верхняя граница {|и; |} и 
0 

n+l e(l1—|a]) 

jaf <a 
Следовательно, 

_ > 
l—a 

+ тем - 2M . По —- <= = — + Е — = При VYna>N, 

b 

l—a 

Xn ны ‚№ + 

т. e. lim x, = 
по 

256. Последовательность определяется следующим образом: 

1 
Хо =1, Хх, = ГЕ (1 =1, 2, ...). 

Найти lim x,. 
fi+»oo 

Решение. Рассмотрим разность между х„ и корнями уравнения 
1 

x= Ty Имеем 

х—х, = я х—х. = — o> 
1 (E+ x) (+X)? ae (LA PL) (Lm) 2? 

—1 хх. = 10-3 
(ЕЕ "(Е хо м)... р | 

Так как 0 < x, < ! (в чем легко беедиться), то 

1% — | 
х—х . 

1 —14+V5 
Корнями уравнения x = - Tz будут числа x = 5 и, так как 

предел lim x, >. 0, то отрицательный корень отбрасываем. В послед- 
п-ьсо 

нее неравенство подставим х = У ; получаем 

У! 

х — a Зи АЕ <= при 2>N=N(e), 

т. е. lim x you



257. Последовательность функций 

у, = У, (х) (0<х<!) 

определяется следующим образом: 

| у 
И, mayo  (=2,3...). 

Найти lim y,. 
naw 

’ . 1 
Решение. Непосредственной проверкой убеждаемся, что — < 

1 1 1 
<< = . Если предположить, что — 5 <, <->, TO — < 

‘2 
n | 

<i = +—B<t,r. е. —=<и<- при всех п > 2. Рас- 

смотрим разности между x, и корнями уравнения у = + _ = 

2 

У— и: = — = ; 

1 | 1 
у = — (и) = — 5 (уф и) (у) = (у); (1) 

у— In = ce У (Y + у!) (Y У)... (YA Yn). 

Только один из корней уравнения, a именно у = V1 + x — 1, нахо- 
дится в тех же пределах, что и члены последовательности {и„}, причем 

ини, |< ИТФ |< ST att li. 

Поэтому из (1) следует, что |У— и, | <= > 0 при п-— со, т. е. 

lim y, = ИТ-Ех— 1. 

258. Последовательность функций уи == y, (x) (0 < хх!) опре 
деляется следующим образом: 

2 
Int 

h=>, у„=- + 9 (п = 2, 3, ...). 

Найти lim y,. 

xo. et 
Решение. Имеем у, > и, = > AY — У = 5 Следо- 

вательно, если у. > У„-1, TO Ynt1 > Y,, T. е. последовательность мо- 
HOTOHHO возрастает. 

Далее, легко показать, что {y,} ограничена. сверху числом 1. По- 
этому последовательность {y,} имеет конечный предел [. Переходя к 
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2 
Yn— 

пределу в равенстве J, = > + —— ‚ находим J = = + > . Отсю- 

да /=1-И 1 —х. А так как предел не может превышать единицу, 

то /=1—V1—x. 

259. Пусть х>0 и и = Yn—1(2—XYn—-1) пП=12,...). Дока- 
зать, что если у; >0 (1=0, 1), то последовательность Y, сходится и 

. 1 
lim Ив = x: 
n—-r oo 

Доказательство. Согласно условию 

и: = (2 — ху) >0, 2—xyH>0, 1—xXyo>—1. 

А так как % > 0, х> 0, то 1 — хи <1, следовательно, |1 — хи |< 
<1. 

Имеем 

1 1 и =— фи; 

1 — xy, = 1 — 2xyp - хо = (1 — ху); 
1 — ху, = (1— xy;)? = (1 — x4)”; 

(1 —xy,) =(l— ху)". 

Отсюда 

lim (1 — xy,) = lim (1 — хи)?" = 0, 
fl=»co f=» Co 

так как || — xY)|<(1, a так Kak x>0, то 

. 1 
lim In => . 
n-» co 

260. Для нахождения y= И x, где х >> 0, применяется следующий 
процесс: Yo > 0 — произвольно, 

1 / x 
Yn = 5 [Ч + =) (п = 1, 2, ...). 

Доказать, что lim y, = V x. 
пс 

Доказательство. Пользуясь формулой 

Yn —-V x _ Y,—1—V x ? 

Ух (==) "> 1, 
получаем 

Yn—V x (= \" 

Yn+V x EVE) 
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и —Их 

Yo +V x 

— \Qn 

lim Их = tim (#52) = 0, 
п.о и У = пос и Ух 

и, так как 

ь„—Их — 1 & 

YntV x 1 2V x Уха 
Un—V x 

ИЛИ 

2V x 2V x ух ~ 
1 —|<| —, — Ил # : и |<! t+ Tovar: № И *1< 

для \п > М, т. е. ту, = V x. 

261. Если a, [f] есть колебание функции f(x) на сегменте |х— 
—Ё] < (h>0), то число 

Mo [f] = lim oo, [7 

называется колебанием функции | (x) в точке €. 
Определить колебание Функции f (x) в точке x = 0, если: 

a) f(x) = sin; 6) f(x) = , 

в) f(x) =x (2+ sin =) 5 r) i) =a © 

д) f(x) = 191; ео = 
9 i? 

1+ e* 
1 

ж) f(x) =(1+]x])* 
Решение. Согласно определению колебания функции в точке 

имеем: 
e 1 e ° 1 

а) ®, [1] = sup 13т-—— Ш т} =1—(-1 = 2; 
) all ЕЙ =) Izicnl * ги 

Фо [f] = Ито, [f] = lim 2 = 2; 
h-0 h-»0 

1 1 
6) ® = su [| — ) nlf] lea x2 Xx 

— inf (= сз", | > зир [= cos? =}= Кл”, 
|| < А x x x x 

ГЕ [asl * [<* 

где Е — целые числа, такие, что | |л> +. 

Поэтому a, [Л = +00, в = + 0; 
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ох - зач ia >} 
— inf {x + (2 +- sin —-]} < 34 —(— 3h) = 6h, 

1х] <A 

Wh [7] = 0, Wo [7] = 0 

1 | . | | 1 
Г) у [7 — | rie , (ar arctg =} — inf |; arctg =} =>" 

jx| ЗА 

2 

_ |sinx|) ; |sinx|) __ 1; | т й | _ 
д) ©, Й = sup | inf oa | = lim| ~ 

|x| < А й-0 

—(- >) =: oo ffl = lim o, ff] = lim 1 = 1, 

- (- SA) |= 2 вый = limo, if] = 2 

е) о = sup | т \— inf | —+}= 

1 х — х| < 1 
e* I+e 

= lim (——- —-—-} =1+0=1 = offi 
h-0 — — + — 

1-е * Ite * 

1 
x 

1 

ж) о = sup {14141 =} — inf {1х *} = 
< 

| | 
= tim| (+ ат * | ша ay — т |= 
h++0 h-+0 —_ 

и" 
1 __ owl 

=e@—— = -2=2sh1 = во Й. 

262. Определить / = limf(x) и L = lim 1f (*), если: 
x0 

a) f(x) = sin? — + + arctg — ; 

1 
sec? — 

х 
6) f (x) = (2 — x?) cos ; B) f(x) = (1 + cos? = 

Решение. а) Так как inf) sin? — =} = 0 при X =X, =, (п = 

= 1, 2,...), a lim alee кие} TO 

{= lim lim | sint — + = arctg =|- = lim [sin* nx + — “_aretg (—na) |= —1. 
x20 Ne oo . 
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Аналогично, зир ие] при х = xX, = Е п=1, 2, ...), 

а lim— arctg —- — = sup (= arctg ый =1, то L=lim sin? —— += — + 
non х- 0 

+ аг = — lim | sin? 20 an + —  arctg = Cree) | =l1+1=2. 
Tor OO 

. 1 1 
6) Имеем inf {cos —-} = —1 при x =x,=— Onyx (п = 

= 1, 2, ...) и limcos — =—1, a lim (2 — x?) = 2, так что 
п-со х-—0 

1 1 
[= lim (2 — x?) cos —— = lim (2— a) cos (2n — Dal = — 2. 

х>0 пс 

Аналогично находим, что L = т (2 — x?) соз—- = +2. 
x->0 

в) Покажем, что < Ш(1- а) < а. еСтвительно, для ра- 
Te 

m 
циональных & = г = —- с учетом неравенств т < In | 1+ =) < 

<= umeem In (1 +1) =In(l + 2) =n(1 4 eae )+ In (1 + 

+ es tin(i+ 2) x 
r m | | ] 

r+1 7” m+n < п-т + n-+-m— 1 т n+ 

| 1 1 т 

< n+m—1 + n+m—2 Fee pasa ss. 

Если же @ — иррационально, то Эг„: lim г, =a. Тогда, переходя к 
п>со 

пределу в уже доказанном неравенстве (с учетом монотонности функ- 
ции Ш(1-НА) 

т ——<Ш( +) < #ь, 

получим требуемое неравенство. 

Далее, пусть 0 < < ==— 1. Тогда 

+1 мам 
2—= ет? ей" dint =е ® <e. 

Отсюда вытекает, что 

1 1 

sup (1-- В =е inf (1+? =2, 
0<1<1 0<#<1 
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А так как 
1 1 

cos? (1+) sin? _ 

lim (1 -|- cos? > +. = || п = Jim ( +. sin} = е; 

! 
lim (1 -+ cos? (nm))oo* "п = lim (1 + 1) = 2, 
п-со 

TO 

1 

соз №. 

L =lim (1 + <) " =e; 
neo-r co 

l = lim ( -- cos? =). я 2. 

$ 5. Графическое изображение функции 

1°, График функции. Пусть функция у = f (x) определена 
на множестве Х. Множество пар (x, f (x)), где х Е Х, называется гра- 
фиком функции y = fF (x). 

Для построения графика функции у = f (x) на координатную пло- 
скость наносят систему точек (x,, [ (х;)) (i = 1, 2, ..., п) и соединяют 
их линией, характер которой учитывает положение промежуточных 
точек. 

2°. Асимптоты графика функции. Говорят, что прямая 
х = а является вертикальной асимптотой графика функции y = f (xX), 
если хотя бы одно из предельных значений ШИ f(x) или lim | | (x) 

x->a x-a— 

равно -|-со или — со. Говорят, что прямая y= kx-+ 6 является на- 
клонной асимптотой графика функции y = f(x) при х— - со, если 
функция f (x) представима в виде } (x) = kx + 6+ а (x), где lim a(x) = 

= 0. 
Аналогично определяется наклонная асимптота при x —> — oo. 
Для того чтобы график функции y=] (x) имел при x—>-+ со 

наклонную асимптоту у = Ех -- 6, необходимо и достаточно, чтобы 

существовали два предельных значения lim EG) =ku lim [f(x)— 
х---со х-+-|- со 

— kx] =6. 
Если функция f(x) представима в виде f(x) = 5 (х) + а(х), где 

lim a(x) =0 (lim a(x) = 0), то говорят, что функции f(x) и g(x) 
х>-со х— со 

асимптотически равны при x — -{ co (х— — oo). 
3°. Выпуклые функции. Пусть функция f(x) определена на 

интервале (а, 5). Будем говорить, что график функции y = f(x) на 
интервале (а, 6) имеет выпуклость, направленную вниз (соответст- 
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венно вверх), если для всех xX, и X, из интервала (a,b) и любого 
a, (0 <а<!) имеет место неравенство 

f (ax, + (1 — а) хз) < af (хи) + (1—9) [ (%) 

(соответственно неравенство f (ax, + (1 —a) х›) > af (х1) + (1— а) x 
х f (x2)). 

4°, Для получения более точного графика функции нужно исследо- 
вать ее: 1) определить область существования функции, нули функции, 
четность или нечетность, оси симметрии; 2) определить интервалы зна- 
копостоянства и монотонности функции; 3) найти асимптоты графика 
функции; 4) изучить поведение функции при неограниченном прибли- 
жении аргумента к граничным точкам области существования. 

Построить графики целых рациональных функций: 
263. y = (1 — x*) (2 + x). 
Построение. Область определения Х = (— оо, 00); нули функ- 

ЦИИ: Хх = =]; х= — 2; y>0, ели —ю<х<—2; —1<х<1, 
у< 0, если — 2<х<—1; 1<х< +. Используя таблицу значений 
функции 

x —3 —2 —1,5 —! —0,5 0 | 1,5 

у 8 0 — 0,625 0 1,125 2 0 —4,375 

строим ее график (рис. 2). 

264. y = x* — 24. 
Построение. Область определения: Х = (— oo, со), нули функ- 

| 
ции: х = = |; х= 0; функция четная. Из равенства y = — — | xy? — д x 

2 

— +. Составляя таблицу 

. И 0 x 
V2 

| y —12 0 7 ° 

и учитывая симметрию, строим график функции (рис. 3). 
265. у=х(а —х)? (a+ x)? (а>0). 
Построение. Сначала строим графики функций: 

у=х, у=(а—х} иу= (ах). 
Затем перемножаем соответствующие ординаты. Используя зна- 

а Эав 
чение функции в двух точках у (-=)=- 64”, у (+) — 

2746 =,» Строим требуемый график (рис. 4). 
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Построить графики дробных рациональных функций: 

266. у = — =. 

Построение. Область определения: — © <х<—1, —1< 
<х<1, 1<х< +. Функция четная. Если |х|<1, то y>0; 
если — © <х<—1, 1<х< о, то у<0. 

У К 

Рис. 2 Рис. 3 

Так как lim —— 5х =0, то у = О—асимптота графика функции. 
х->со 

Пользуясь этими данными и таблицей значений функции, 

x>1—0 1 х-1-0 2 3 x > со 

у>—0 
1 1 

1 => + oo > —со —_— — —— 

строим ее график (рис. 5). 
267. y = (x + 1) (x — 2) 

(e—1)(e-+2) * 

y=x(axlanp 
(a=49) у | 

1 

— —— = =(a+x)? ,7 a slay 

if 
1 их 
Lf 

4 
Рис. 4 Рис. 5 

Построение. Х: — о<х<— 2, —2<х<1, 1<х< о. 
Нули функции: x = —1, х=2. Для определения интервалов знакопо- 
стоянства функции решим неравенства 

_ —~+tN@—2) 0 
Уп =” 

Если — © <х<— 2, то y>0. 
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Аналогично при —2<х<—1 9<0; при —1<х<! у>0; при 
l<x<2 у< 0; наконец, если 2<х< + 00, то y>O. Далее, 3a- 
метим, что lim y=1, lim y=1, lim у=- о, lim y = о. 

х->—со х->--со х-—2+0 x+1+0 

Следовательно, и = | горизонтальная, a Xx =—2 и x =] — верти- 
кальные асимптоты. 

Составляя таблицу значений функции 

хаб 01| 30| 3 4 
5 9 9 5 

4] 9 5 | 97 7 9 5 о 5 147 9 | 5 | 27 | 7 ee of =~ | & 
УЧ |=  e 5| ° 5 7 5 | 5 

строим ее график (рис. 6). 
_ (K+) (x-2) | $ | 

9= 12) 

Рис. 6 Рис. 7 

Построить графики иррациональных функций: 
1 —х 

268. и = = Vi . 

Ф —*>0 Построение. Функция определена, если Tix > 0, т. е., если 

—l<x*<1. График функции симметричен относительно оси Ox, 
причем и-> = со, если х-—> —1-0, так что x = — 1 — асимптота. 

Учитывая эти данные и значения функции в нескольких точках 

3 i | 
4 

3 | 1 1 — — — — 0 — 
4 2 4 4 

_ _ 5 3 | 1 
у +У7 +Уз |= 3 +1 |+ V2 + уз + ут 0 

строим график функции (рис. 7). 

269. y = + x V 100 — x’. 
Построение. Очевидно, что функция определена при |x| < 

< 10 и симметрична относительно осей координат. 

Из равенства у = + У 2500 — (x* 50)? находим, что наименьшее 
значение функции равно —50 при x = = У 50, а наибольшее +50 
при тех же значениях аргумента. 

x — 

кз
] 

— 
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Используя таблицу 

х 0 о 6 у5 8 | 10 

y 0 2796= | 4У84= | 48 50 48 |0 
= 19,6 — 36,6 

строим график функции (рис. 8). 

270. и=хИ о (циссоида). 

Построение. Из неравенства т р > 0 находим область оп- 

ределения Х: 0 < х< 10. График функции симметричен относительно 

оси Ох. 
y=2xVi00-x? ly 

yl 
-fol Of fol x | 

ye" 

1 

0 x 
Рис. 8 Puc. 9 Рис. 10 

Далее, y(0)=0, lim у= 00; kx—x V ——>0 при 0O< 
x-»10—0 10 —х 

2 

< *<-тг ‚ где # >> 0 — произвольное. Следовательно, в окрест- 

ности начала координат график входит в любой угол со сторонами 
у = Ах и у= 0, т. е. при x =0 касается оси Ох. Пользуясь этими 
данными и значениями функций 

x 0 2 4 6 8 | 

— — ] 

у 0 +1 &4И 2 = 1326 6 347.34 +16 

строим ее график (рис. 9). 
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271. Построить график сложной показательной функции у = е", 
если: 

1 
а) и =х’ 6) yy = — 2%, в) A=; 

1 1. 2х 
г) и=-ж; Da=—-si Фи=. 

Построение. а) Функция y = е** определена при всех значе- 
ниях x; четная (у (x) = y (— х)), монотонно убывающая при х<0и 
монотонно возрастающая при x > 0. Следовательно, наименьшее зна- 
чение функции равно 1 при х = 0. Исходя из этих данных и таблицы 
значений функции 

строим ее график (рис. 10). 
6) Функция у = e—** определена при — © <хц -|- 00; четная и 

монотонно убывает при удалении х от начала координат. Заметим, 

yet yl 

0 X 

Рис. 11 Рис. 12 

что y>O при всех x и lim у=0, т. е. у=0Ор— асимптота при 
X—-> $090 

хто и х— — oo (рис. 11). 

в) Функция y = ex определена при — << - о, x0. Ес- 

ли х, < х., то e* <e* , следовательно, функция монотонно убы- 
вает. Из соотношений 

1 1 
lim e* =1, lim e* = + <, lime* =0 

Xort с< х---0 х-—0 

следует, что у = 1 — асимптота при х-> -Е ©, a x = 0 — асимптота 
при х—- 0 (рис. 12). 

г) Функция y=e* определена при — с <х< 0, 0<х< + 

-+- со; четная. Из соотношений Jime* = сю и lime* =] 
+0 х-со 
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следует, что у = их == 0 — асимптоты соответственно при х-> = сои 
х— 0. Непосредственно из свойств показательной функции сле- 
дует, что функция монотонно убывает при |х |-> со прии > | для 
всех х. Уточняя значение функции в нескольких точках, строим ее 
график (рис. 13). | 

1 

д) Для функции у=е * Xx: 00 XK <0, 0<х< + 00. Функ- 

ция четная u lime * =1, lime * = 0. Вычисляя значение 
X-» Co x0 

функции в нескольких точках, строим ее график (рис. 14). 

yee? у , 

4=е* 9] 

! — 

ы 

~ OT x Ol x 
Рис. 13 Рис. 14 

2х 

е) Функция y= e'-** определена при всех значениях х, кроме 
х = -Е 1. Далее, 

2x 2k 2k 
lim e!-* =], lm ег = oo, 1xlim ег =0, 
Х- $00 x->—1—0 х-—1--0 

a _ 
lim e!-** = -- о, lim e!-*” = 0, 

х-1—0 х-—1--0 

т. е. у=1 — асимптота при х— с; х=— | — при х>—|—0и 

х=1 — при х—>1 — 0. Так как функция — монотонно возрас- 

тающая, то таким свойством обладает и данная функция. Пользуясь 
этими данными, строим эскиз графика функции (рис. 15). 

272. Построить график сложной логарифмической функции у = 
= In y,, если: 

а) w= 142% 6) и, = (х—1) (x — 2)? (х— 3); 
1 — | 

в) их; Г) A= =; д) и = + е*®. 

Построение. а) Функция y = Ш (1 + х?) определена при всех 
значениях х, четная и монотонно возрастающая при | х | —> со. Из не- 

1 

равенства kx — ш (1 + x?) = Ах —x? In (1-42) ® > Ах — хе > 0, 

справедливого при 0<х<— и любом kR>O следует, что график 

касается оси Ох в начале координат. Далее, 

lim [In(1 + x?) —2In|x|] =lim Ш =0, 
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т. е. функции ш (1 + x*) и 2Ш|х| асимптотически равны при |х|- 
— со. Пользуясь этими данными, строим график функции (рис. 16). 

6) Область определения функции 

= Inf[(x— 1) (x— 2) (x — 33 
находим, решая неравенство 

(x — 1} (x — 2)? (х— 3) >0. 

Если — © <х<1 и 3<x<+ о, то выражение (x — 1) (x — 2)?X 
х (x — 3)? — положительно, а при |< x< 3 отрицательно. Следова- 
тельно, X: — © <х<1 и 3<х<<- оо. Из равенств 

lm y=—o, lim y=—oo 
x->l—0 х-3-0 

следует, что прямые x=1 и х=3 — асимптоты при х>1—0 и 
х—3--0 соответственно (рис. 17). 

А =т(нх) 4 
2х у 
pat < 77 =" `\ Sa 

yo2tat-x) \ /y=2l0x 
Ty Ol 7 x7 

— / 
р Va 

a dé 
= -f 1 x vil 

Рис. 15 Puc. 16 

в) Из неравенства Ty ~>0 вытекает, что функция 1= In —— = 

определена при |х|< 1. Поскольку y, = = =, = 1+ = MOHO- 

тонно убывает Ha интервале — | <х<|, то таким свойством об- 
ладает и функция у. 
Имеем 

lim Int—* = — о lim Int—% ~ = +00 
x+1—0 1-х Я x , х-—1--0 Tx Tx , 

следовательно, х = | — вертикальная асимптота при х-—> 1 — 0, a 
x = — |1 — асимптота при х—>= — 1 -- 0. Исходя из этих данных и 
из того, что y (0) = 0, строим график (рис. 18). 

г) Если и, = т ‚ TO у=— 2 ш|х|, откуда видно, что функция у 

четная и что Ит(—2ш|х|) = -+ со. Следовательно, x = 0 — верти- 
X—-»0 

кальная асимптота при -x—>- 0. Считая, что график функции у, = Inx 
известен, легко построить график данной функции (рис. 19). 

д) Если х возрастает от —oo до +00, то функция и, = 1 + e* 
возрастает от 1 до +-00, (Следовательно, функция y= 1 (1 + e*) 
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определена и монотонно возрастает при всех значениях х. Из со- 

отношений 

lim Ш (1-е) =0, 

lim [In (1 + e*) — x] = lim Inte = 0 
х---со х—-со [2 

следует, что у = 0 — асимптота при x —> — со, ay = хприх -— -| oo. 
Теперь легко построить эскиз графика (рис. 20). 

y= tale-NR-2(x-3)°] 
yi 

\ у у} 

yotn f 
Y= ln 

ом ПХ — 
f of f x” 

6 | р 5 | x 

Puc. 17 Рис. 18 Рис. 19 

Построить графики тригонометрических функций: 
273. y = sin? x. 

Построение. Замечая, что у = sin? x = > —- 003 2х и что пе- 

риод функции у равен л, легко построить ее график (рис. 21). 
у =sin*x 

y=tn (1+е*) | wenn 9 ——---— 

Yy=X 

— _ x 0 ул т х 
0 x 2 2 

Puc. 20 Puc. 21 

274. y= sin’ x. 
Построение. При каждом фиксированном значении X BO3- 

водим ординату графика функции у = sin xB куб; получим ординату 
графика функции у = я1п3х (рис. 22). 

275. y = sin x sin 3x. 
Построение. Используя то, что sin 3x = 3 sin х— 4 sin’ x, 

получаем 
аа даа, АГ 9 3 \2 

у = 3sin* x 4sintr = 4] 54 —(sin?x—)]. 

Легко видеть, что 

124



e л 

причем нижняя граница достигается, если sin? x = 1, т.е. при х = > + 

- №л (Е =0, £1, +2, ...), а верхняя, если sintx ==, т. е. при 

x = = arcsin V= -- Ал (Е =0, +1, ...). Теперь строим график 

функций у = sinx и у= яп 3х, а потом, с учетом только что полу- 
ченных данных, строим график произведения (рис. 23). 

р yy sind 71, LS АЯ a 
oe °\ i Ven S/N 

Puc. 23 

276. y = sin x?. 
Построение. Функция четная. Из равенства sinx? = 0 находим 

нули функции x= -Е Vkn(k=0, 1, 2, ...). Из того, что 

li —V kx) = Шт = 0, 
ито V ke) ЕЕ я У 

у y= sinx® 

Puc. 24 

1 5 S
 

следует, что расстояние между последующими нулями стремится к ну- 
лю с возрастанием А. Пользуясь этим и тем, что |у| < 1, строим гра- 
фик (рис. 24). 

277. y= x cos — . 
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Построение. Функция определена при 0<|х|< - со. Если 

положить y (0) = limx cos —— = 0, то получим функцию, определен- 
х->0 

ную при всех значениях х. Так как —(x cos =} = —xcos—, TO 

функция у нечетная. Нули функции: yh 

(k=O, +1, =2, ...). 

Имеем 

Y=X Cosy У 

9-х 
=IX+f 

0 x 
2 оке ИДИ 

АЛ 3 2 & 

у=х yok |= Эх 

Рис. 25 Рис. 26 

п 
x COS — 

. x . л 
a= lim = 1, b = lim (x cos — x) = 0, 

X=->Co x X=» Co x 

следовательно, у = х — асимптота графика функции при XxX — oo. Ес- 
. © л 

ли предварительно построить график функций у = хиу = Cos —, TO 

потом, с учетом полученной выше информации, строим график предло- 
женной функции (рис. 25). 

278. y=x(2+sin—), 

Построение. Заметим, что при x > 0 

< х(2 +1] < 3x, 

2 
причем знаки равенств достигаются: слева — при х = уу я (Е = 0, 

2 
1, 2, ...), справа — при X= пул (Е =0, 1, 2, ...). Если же 

x< 0, то 

зе < [2+ т) <x, 
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а знаки равенств достигаются соответственно слева и справа при 

Хх = — уу и“ = (воля (Е =0, 1, 2, ...). 

Далее, 

«(2 +sin | 

lim = 2, lim x (2+ sin) —2x|= l, 

т.е. у = 2x + | — асимптота гра- y=iVi-x? on ly 
фика функции при х — oo. Исполь- 
зуя эту информацию, строим эскиз 
графика (рис. 26). 

279. y= = У1— sin —. 

Построение. Функция 
определена при — | < х<0,0—< 
<х< +1. 
График функции симметричен от- 
носительно осей координат, поэто- 
му достаточно построить график 
функции 

y=+V1i—#¥sn—, 

О<х<1. 

Очевидно, что 

— И — < И1— т < И! р, О<х<1, 

причем знаки равенств слева и справа достигаются соответственно в 

(k = 0, 1, 2,...). Кроме того, из последних 
2 

точках Х = ЗЕ ЗИ ХТ 

неравенств следует, что график функции содержится в круге единич- 
ного радиуса с центром в начале координат. Исходя из этих данных, 
строим график функции (рис. 27). 

Построить графики обратных круговых функций: 

280. y= arcsin —— . 

1 
Построение. Функция определена, если |—]<1, т. е., если 

|х| > 1. Из равенства y(— x) = — у(х) следует, что функция нечет- 

ная, а из определения арксинуса следует ограниченность функции — > < 

Ky< >: причем и (— 1) = —+>, у (1) = >. Далее, у-—>0 при 

Х— со, следовательно, и = 0 — асимптота графика функции при 
Х—> с. 

Наконец, заметим, что данная функция монотонно убывает в облас- 
ти определения (рис. 28). 
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281. y= агссоз —— . 

Построение. Функция определена при |х| >1 и монотонно 
возрастает в области определения. Если |х| неограниченно возрастает, 

1 д л 
TO arccos x стремится К —, так что Y = — — асимптота при X—> 0 

2 2 

рис. 29). $1 у =arccas 
| а у 

x — 4K 

! x 
_ 2 
И» 

I, | | . Lo _ 
2 -| 0 1] x 

Puc. 28 Puc. 29 

1 
282. у = arcctg — . 

Построение. Функция определена при всех х520 и монотонно 

возрастает. Если |х | -> + со, To arcctg —- > 0. Если же х>—0, то 

arectg — —л—0и arectg — —+-+ 0 при х— 0 (рис. 30). 

j у 
y=are oly x Хх y 

y=are sin(sinx) F ~—x%-- 

к ¥ 0 4 

01 x" -$ 
Рис. 30 Рис. 31 

283. у = arcsin (sin x). 
Построение. Так как 

arcsin (sin (x + 2л)) = arcsin (sin x), 
то функция периодическая с периодом 2л. Из определения арксинуса 

следует, что — > KyY< >: Далее, siny=sinx, т.е. у=х при 

——-<х <> иу=л—х при cx < (рис. 31). 

284. у = arcsin (cos x). 

Построение. Функция периодическая с периодом 27 u| y| <> . 

Имеем 
. . . IU 

siny = cosx, siny—sin (+ — x) = 0, 
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откуда 

у=—х-- 5 + 2” иу=х+ 5 Ел, (k=0, +1, £2, ...). 

Учитывая, что |<, получаем у=—х+- пр O¢cx<cn и 

у=х-+ - при —л<х< 0 (рис. 32). 

. x 
y=are sin 4 

wee ee eee eee oe 

м 

| 

> 

> 

Рис. 33 

285. y = arccos (cos x). 
Построение. Функция периодическая с периодом 25 и 0 < 

<у<л. 
Имеем cosy = созх, откуда y=x-+2kn или у= —х- 2Рл, 

(Е =0, £1, —2, ...). Так как О <у<л, то Е =0 иу=х, если 
О<х<«лиу=—х, ели —л<хс<0. Учитывая периодичность, 
строим график (рис. 33). 

y=aresin(2sinx) 

Nh
 

«< 

gyzare ty(tgx) 

z И. 

и’ 
Рис. 34 

286. у = arctg (tg x). 
Построение. Так как функция периодическая с периодом л 

и|у| < a TO из определения арктангенса следует, что tg у = tg x, 
aU 

т. е., что у = x при | х | < --. Теперь, учитывая периодичность, легко 

построить график (рис. 34). 
287. y = arcsin (2 sin x). 

Построение. Функция определена, если |2sinx| <1, т. е., если 

Ел —= << Ал (Е =0, 41, 2, ...). Легко проверить, 

что функция нечетная и периодическая с периодом 20. Пользуясь эти- 
ми данными, строим график (рис. 35). 
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288. Построить график функции у = arcsin y,, если: 

1 — 

а) и =1—--; B) их; 

2 
6) игра: Г) у: = e. 

Построение. а) у = arcsin (1 — >) . 

Функция определена при условии, что —1<1 —-- <1, т.е. если 

О<х<А4. Если x изменяется от 0 до 4, To у убывает от = До 

—-5-, причем у = 0 ири x= 2 (рис. 36). 

ы |  узагезй(+-2) 

2 И. 9-е 2 

7 fo 9 x 

_|.% 
2 

Puc. 37 

6) y = агсят —— I = xe 
Убеждаемся, что функция нечетная и определена при всех значе- 

д 
ниях x, с возрастанием x от 0 до | функция возрастает от 0 до -5-. Ес- 

л 
ли же х возрастает от | до -- 0, то функция убывает от-5- до 0, так что 

== 0 является асимптотой при Xx —> oo. 
Принимая во внимание нечетность функции, строим ее график 

(рис. 37). 

в) y= arcsin -—^. Решая неравенство — | < ЕЕ <1, находим, 
1-х т» 

что функция определена, если 0 < х < со. При изменении хот 0 до со 
п 

функция монотонно убывает от->- до — > ‚ т.е. у= — = — асимп- 

тота графика при х-— -{ со рис. 38). 
г) у = arcsin e*. Функция определена при — co < x < 0ивоэтом 

промежутке возрастает от 0 до >. Следовательно, у = 0 — асимпто- 

та графика функции при x — — oo (рис. 39). 
289. Построить график функции y = arctg y,, если: 

a) yy =x"; 6) Yi= я; в) y, =Inx; г) Yi = Jinx ° 
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Построение. а) y=arctgx*. Функция определена при 
д | x | < co, четная и монотонно возрастает от 0 до -- при изменении х 

д о 
от 0 до со. Прямая у = -> является асимптотой графика при х-> co 

(рис. 40). 

=агс sintX y=are sing 

Sea 

Puc. 38 Puc. 39 

p
e
n
e
 

e
e
 

n
e
e
 

N
I
M
 

ce
 

No
is
y 

ti
x}
 

© 

1 
6) у = arc  —». Функция четная и определена при всех значениях 

x, кроме x = 0. Если x возрастает от 0 до + со, то у монотонно убыва- 
IU 

ет OT > до 0, т. е. у = 0 — асимптота при x — oo (рис. 41). 

Ур y=aretgx? 

x 
2 

в x 01 x 

Puc. 40 Puc. 41 

в) y = arctg (In x). Функция определена если — co < Inx << + ©, 
т. е. при 0 < x < + oo. Далее, у — монотонно возрастает на (0, + оо). 

меем 

lim агсё (Inx) = ——~, lim arctg (In x) = = 
X—>+0 2 X-»+00 2 

Отсюда следует, что y => — асимптота при х-+ -| co (рис. 42). 

| 
sin x 

(k=0, 41, +2, ...), нечетная и периодическая с периодом 2n. 

На промежутке 0<х< > функция монотонно убывает OT > до > 

г) у = arctg Функция определена при kan<x<(k-+1)a 

д л 

“2 2 
Учитывая нечетность и периодичность функции, строим ее график 

(рис. 43). 
290. Определить, относительно каких вертикальных осей симмет- 

ричны графики функций: 

IU 
а Ha промежутке < х<л — монотонно возрастает от — Ho 

a) у = ах* + bx +; - в) y=Va+x+Vb—x(0<a<b); 

бу; г) и=а-- 6со$х. 
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Решение. График функции у = f (x) симметричен относитель- 
но вертикальной оси х = xo, если f (x9 — x) =f (x) + x) для всех x 
из области определения функции f (x). 

а) Из условия симметрии получаем 

— Заххо — 6х ==2ахх. + bx, 

b b 
Sq» Te е X= — — — ось симметрии. 

6) Запишем условие симметрии 

l | 1 1 

о Гао ия Гари, 

откуда ху = — 

y=arctg (tnx) 

1 

и x ! 0 а 21 x 

x i ™ им -=- т | 
о ne ae Qo em 

Puc. 42 Puc. 43 

откуда, предполагая, что знаменатели не обращаются в нуль, получа- 
ем 

хо [(1 — 2%0)* + 2 (1 — 2.) (x9 — x2) + (x9 — x?)?] == (1 — x9) (хо — х?)1, 

(хо — x")? 1X = 1 — Xp; 

xp —x? |9 (1 — 2x) = 0; 

(xp — x7)° | хо (1 — 2x9)? = 0, 

так что х = > — ось симметрии. 

в) Аналогично предыдущему 

Vatxuy—x«+Vb—xny+x=Va+nun+x+Vb—x%—x. 

Освобождаясь от иррациональности, получаем 

2x (a — 5) = — Axox, 

так что хо = т ‚Т.е. х = р — ось симметрии. 

г) Имеем 
a+ bcos (хо — x) =a-+t 6с0$ (ху + x), 

COS Хо COS X + SiN Хо SIN Х == COS Ху COS X — SIN Хо sin xX. 

Отсюда находим, что 

$ хо =0, x =n (А =0, £1, =2, ...), 

так что xX = кл (Е = 0, £1, + 2....) — оси симметрии. 
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291. Определить, относительно каких центров симметричны гра- 
фики функций: 

ay=artb, 6) y= ith; cx-+-d’ 

1 1 1 3—_ 
Гу д) y=1+7x—2. 

Решение. Точка М (x, yo) является центром симметрии графи- 
ка функции у = | (x), если 4 x € X: 

1 
Yo = -> Uf (хо — x) + f (Xo + Х)1. 

а) 24 a(x —х) + b+ a(x + x) + 6 — условие симметрии. 
Отсюда Yo == AX) + 50, где хо — произвольное. 

М (xo, ах, + 5) — центр симметрии. 
6) Из условия симметрии 

ах Ро ах | ах + 6 +- ax 

CX +d—cx с а--сх 

в) у = ax®+ bx? + сх + а; 

2Y) = 

получаем 

2Yo [(схо ++ 4)? — c?x?] = 2 (ах, + 6) (сх, -- а) — 2acx’. 

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х: 

x? | — Qyoc? = — 2ac; 

хо | 2Yq (схо + 4)? = 2 (ах + 5) (схо + а). 
а а а а 

‚ = —-—_, Т.е. м(-- . 4). Отсюда находим, что у = — с 
в) Имеем 

20 = A (хо — x)® + 6 (хм — x)? с (х—х) На 

- а (хо + х) + B (хо + x)? + €(% + x) +, 

Yo = aX, + Захох? + хо + bx? + cx) +d. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, находим 
b 3 2 

ж =— =, Yo = ахо + 6хо + сх + 4. 

Аналогично находятся центры симметрии в примерах г) и д). 
292. Доказать, что если график функции y = } (x) (— © <х- oo) 

симметричен относительно двух вертикальных осей х=аих=ьб 
(6 > а), то функция [ (x) — периодическая. 

Доказательство. Запишем условие симметрии: 

[(а—)=рР(а+) (—w<t<o); (1) 
о = (-o<x<oo), (2) 

В равенстве (2) положим 6 — x = a — #. Тогда 

f(a —t) =f (t+ 2 —а). (3) 
Из равенства (1) и (3) получаем 

Ги 2b—a) =f (a+ 0. (4)



Пусть а -+ ¢ = x. Тогда из (4) окончательно получаем 

f (x + 2b — 2a) = f (x) (—~w <x < о), 

откуда и следует периодичность функции f (x), причем 26 — 2a — пе- 
риод. 

293. Доказать, что если график функции у =} (x) (— © < х< 
< со) симметричен относительно двух точек A (а, yo) и В (5, y,) (b>a), 
то функция [ (x) есть сумма линейной функции и периодической функ- 
ции. В частности, если Yo = и., то функция f (x) — периодическая. 
Доказательство. Запишем условие симметрии 

Га д-ра) =ж% (—w2w<t<o); (1) 
6-Х ++ = (-ю<х< о). (2) 

Полагая в равенстве (2) 6 — x = a — & получим 

f(a—t) + f(t + 26 —a) = 34. (3) 
Из равенств (1) и (3) вытекает, что 

f (t+ 26 —а) =f (a+ t) + 2 (Yi — ). 
Если в последнем равенстве положить а -+ ¢t = xX, то окончательно 

получим 

f (x + 26 — 2a) = f (x) + 2 (41 — Yo). (4) 

Очевидно, что если у, = Ya, то функция /(x) периодическая с пери- 
одом ТГ = 2 (b —a). 

В равенстве (4) положим 

f(x) = @ (+ (x —a) + yo, (5) b—a 

где ф (x) — некоторая функция. Тогда получим 

$ (26 — 2a + x) + 2— (26 — 2а 4+ х—а) +H = 

= 9 (x) + B= (xa) + +2(:—%), 

откуда следует, что 

Ф(х-- 26 — 24) =$(*) (—w<x<0o), 
т. е. функция ] (x) представима равенством (5) как сумма периодиче- 
ской и линейной функции. 

294. Доказать, что если график функции у = f (x) (— со < х< во) 
симметричен относительно точки A (а, Yo) и прямой x = В (b =a), то 
функция ] (x) — периодическая. 
Доказательство. Из условия задачи следуют равенства: 

Г(а—х) + Нах) =; f(b—th=f(o+%). 
Полагая 6 — t = а — x, получаем равенство 

[а —х) = f(2—a+ x), 
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которое совместно с первым равенством дает условие 

(25 —a+x) +f (a+ x) = 2y. 

Заменяя в нем а -++ х Ha x, получаем 

f (26 — 2a + x) = —f (x) + №. 

Далее, при замене х на 2b — 2a -| x получаем 

f (46 — 4a + x) = — f (26 — 2a4+ x) 2 = 

= —[— F(x) + 2%] + 2% = Ff (x), 

что и доказывает периодичность функции | (xX), причем период равен 
4b — 4a. 

295. Построить график функции y= f(x) (—co<x<oo), если 

f(x + 1) = 2f (x) и f(x) =x (lL —x) при О<х< 1. 
Построение. Для натурального п 

f(x +n) = 2 (x +a—1) = 2 (x +n—2) = ... = 2"f (x). 

Отсюда f (x) = 2°" f (x +n). Заменяя x на x — п, получим 

f (x —n) = 2-*f (x), 
следовательно, 

f(x п) = 2"f (x) при п =0, +1, +2, .... 

Так как | (x) = x (1 — x) npuO < x < 1, то, полагая t =x +n, 
получим 

ff) = 2" ((—п) п 1—9, ngtgn+l 
или 

f (x) = 2" (х—п) (п 1—4), пох<п +1 n=0, £1, +2,.... 

Отсюда имеем 

еее 
2—1 (+ ПИ (—х), —1<х<0; 
x(1— x), О<х< 1; 

f (x) = {2(x—1)(2—»), 1<х< 2; 

2? (x — 2)(3— x), 2<х< 3; 

| 2° (x — 8) (4— 2), 3x <4; 

| ооо о & @ ® 

Теперь легко построить график (рис. 44). 
296. Построить график функции у =} (x) (— © < x < oo), если 

Ех л) = [О + захи [С = 0 при О< х<л. 
Построение. Имеем 

f(x + 1) = f (x) + sin x; 

f(x + Qn) = f(x +a) + sin(x+ 7) =f (x) + sinx —sin x =f (x); 
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f(x + 3Зл) = f(x + 2x) + sin (x + 2л) = f (x) + sin x; 

f(x + 4x) =f (x + 3m) + sin (x + 3n) = f(x) + зах — sin x =f (x); 

f(x пл) = f (x), если п — четное; а 

f(x) + sin x, если п — нечетное. 

$ 

-/ 0 / 2 5 г 

Рис. 44 

Заменяя в равенстве ] (x) = f (x + ™) — зах хна х— л, полу- 

чаем 
(Хх — м) =f (x) + sinx. 

Далее, рассуждая как и раньше, получим равенство (1) для целых 
отрицательных значений п. 

Пусть x + пл = Е Тогда, если Ох х< п, то пл < |< (п Пл 
(п =0, +1, + 2,...) u f (x) = 0. Следовательно, 

F(t) = fe если п — четное; 

sin x, — если п — нечетное; 

пл <1< (пл (п = 0; £1, =2, ...). 

Теперь строим график функции (рис. 45). 

297. Построить графики функций y = ] (x), заданных параметриче- 
ски, если: 

аа х=1—& у=1—Й; 6) x=t+—2, уе; 

в) x= 1005 y=sin¢t (эллипс); г) х =cht, y=sh?t (rune- 

р6бола); 

д) x =5cos*t, y= 3sin*t; 

e) x =2(t—sini), y=2(1—cosf) (циклоида}; 
4177 t ¢— 

жх= Vt, y=Vtt1 (9. 
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Построение. а) Так как у (— В = и (1), то? = 0, т.е. х = 
=: | — ось симметрии. 

Составляя таблицу 

t 0 2 3 t > +00 

x 1 —1 —2 “xX > —со 

у 1 —3 —8 у > —со 

и учитывая симметричность, строим график функции (рис. 46). 
6) Из неравенства |х| = 

! 
= | + va > 2 вытекает, что Х=Ё+ф, goth pe 

функция определена, если y | 
—oomxrge—2H2<4* < + 
со. Заметим, что у — Х = 

==—---3 Опри #- = 
-Е со, т. е. при х-—- ©. 
Следовательно, y = х — асим- 
птота при х-—> ©. 

yh 
iL 2 y х 

| 2 Yt — =X-2 
0 | \ Xx 4 

q . =X 

Puc. 46 

R
r
e
e
:
-
"
 

Puc. 47 

Далее, y= x? —2—(2?4¢ un y—x?+2—>2+0 при t>+)0, т.е. 
при x—»-t oo. Поэтому у = x* — 2 — асимптота графика функции при 
Хх — со. Составляя таблицу 

t _t —n р n 
п n 

1 1 
х —(n+—) | -и+—) "+ — "+ — n п n 

1 1 
у ne — — —п+— п? -|- — п — 

n n п 

строим график (рис. 47). 
д) Область определения 0 «< x < 5, область допустимых значений 

функции O< y < 3. Так как со$? #-- $112 Ё = = -+- = = 1, то график 
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функции представляет собой отрезок прямой = ++ + = ], заключен- 

ный между точками М) (0, 3) и М, 65, 0). 
е) Функция определена при — co < x < + о, ограничена 0 < 

< у < 4 и периодическая с периодом 2л (по параметру й. Составим 
таблицу 

горим fg м | м | | og 4 5 4 4 2 4 

x | отл уз] am Fy yo) sete Ry yo] an 

y | 9 12721 2 [2-42 | 4 jo+yo 2 2—VY2| 9 

и построим график функции (рис. 48). 
ж) Составляя таблицу 

1 
t = — >0 1 = > со 

n 

x x7+0 1 x7>1+0 

y у>е—0 2 у>1-0 

строим график функции (рис. 49). 

x=2(t-sint), y=2(t-cost) 

“4K 0 АТ #х 
Рис. 48 

Аналогичными методами строятся графики функций в) и г). 
298. Построить графики неявных функций: 
а) х* — ху -| у? = 1 (эллипс); 6) ги — 8xy = О (декартов 

2 
лист); в) Vx+Vy=1 (парабола); г) x3 + уз = 4 (астроида); 
A) Зпх = пи;  e) соз (лх?) = cos ли; ж) x¥ + y* (x>0, y>0): 
3) x—|x|=y—|y|. 
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Построение. а) Построить график предоставляем читателю. 

6) Полагая -^ = t, получаем 
x 

c= 3t _ ЗВ 
в!, УВ! 

Составляя таблицу 

| п atl > 

t at? п-> о —;>2—0 —п > — © n+l п 

>— 1-0 >— 1-0 

3n? 3n — 3n? 3n —3n(n-+1)? 137? (n+ 1) 
ха [wT [17] PHT | @ Fen” 

> +0 > {0 > —0 > +0 > — сз — + со 

3n 3n? 3n — 3n? 3n? (n+ 1) —3n(n-+1)? 
y| e+ i” n -- Г” |A8—1 | aw 1 ” (n+-1)8—n3 7 (1—8 > 

> -+ 0 > +0 > 0 > —0 > со => — са 

убеждаемся, что график функции симметричен относительно прямой 

у=х и что, если t=+--—1, то |x|—> 00 и |y|—> 00. 

ХЭ 5Xy 30 
yt 

- у - 
+ 0 x 1 WAVY =! 

> 

NN 0 Xx 

Puc. 50 Рис. 51 Рис. 52 

Далее, из очевидного равенства 

> = xy — 
аи Уи p—44 +) 

x x 

вытекает, что х-- и—=—1 при => —1. 

Следовательно, y + x + 1 = 0— асимптота (рис. 50). 
в) Очевидно, что 0% х< 1,0 < y < 1. Вычисляя значение функ- 

ции в нескольких точках, строим ее график (рис. 51). 
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г) График функции симметричен относительно обоих осей коорди- 
нат. Запишем уравнение в параметрической форме: 

x= 8cos??t, y= В 53 Е, 
д 

Если 0<t<z, то О0<х< 8, 0O<y<8. 

Сначала строим график функции при O<t< > ‚ азатем, используя 

симметричность, строим график для > <t<2n (рис. 52). 

д) Решая данное уравнение, находим семейство прямых 

у=х- 291 иу=— х-+ (21-4 дл (п =0, +1, +2,...). 

График функции есть График этого семейства. 

| x44 y%(x>0, 450) 
yl 

r-Heley-ll У. 

@ зы eee 

| 
| 

1 ) . 
| ao 

0 Е "x у 
Рис. 53 Рис. 54 

е) Решением данного уравнения будет семейство парабол 

y=tx?+ 2п (п =0; +1, 2, ...), 

графики которых составляют график данной функции. 
ж) Пусть у = м (> 0). Тогда 

t 

=, goth t>0, #521. 
Если { = 1, то у = x — решение уравнения. Следовательно, график 
имеет две ветви. 

Составим таблицу 

1 n+l n 
t `— —— >1+0 ——- — 2-0 п > со 7 >1- п! >! 0 

1\7Н 

п | 1 \? (1+1) > 
x = и (1+1) >е—0 n 

2 1—0 | > +oo n > n + e+0 

1 \tr! 

у | nt >1+0| at ++00 ” (1+ > —0 п n 
>е-0 

Используя значения функции и аргумента, убеждаемся, что график 
симметричен относительно прямой у = x. Прямая у = x (% > 0) то- 
же служит графиком функции (рис. 53). 
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3) Пусть x > 0, y> 0. Тогда получаем тождество. Если x < 0, 
у > 0, тох = 0, а если х< 0, у< 0, тту=х. Прих>0, y< 0 
имеем у = 0. 

Наконец, если х = 0, то у = 0 и наоборот. Следовательно, график 
состоит из всех точек первой четверти и из прямых x = 0, у =х, у = 
= 0 (рис. 54). 

yl yt у | 

| 
a 

1|-- — | _ -/ 0 Фа 

| 0 | xX 
1 = 

01 x -/ 

Рис. 55 Рис. 56 Рис. 57 

299. Построить графики неявных функций: 

а) пил (х, у) =1; в) тах (|х|, |y|) =1; 
6) тах (х, И =1; г) min(x?, 9) =1. 

Построение. а) Точки А (1, у) принадлежат графику для всех 
у > 1, аточки В (x, 1) принадлежат графику для всех x > | (рис. 55). 

Pp 

Рис. 58 Puc. 59 

6) Очевидно, что точки A (1, и), y< 1u B(x, 1), x < 1 принадле- 
жат графику (рис. 56). 

в) Точки А(1, [у], [у] < 1; В(—1, ly), |9] < Е СИх| 1, 
[x|<1; D(|x|,— 1), |х| < 1 принадлежат графику (рис. 57). 

Г) Так как точки А (1, у), у> ТиВ (x, 1), хз > 1 лежат на графи- 
ке, то график будет такой же, как и в случае а), еслих > 1. Длях < 
< — 1 график строится с учетом четности функции. 

300. Построить графики функций р = р ($) в полярной системе 
координат, если: 

а) р=Фф(спираль Архимеда); б) р == 7 (гиперболиче- 

aA 
ская спираль;; в) р= эт (0 << 9}; г) р = 2% (лога- 
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рифмическая спираль}; д) р=2 (1 - с0$ф) (кардиоида); 
е) р= 10 5п3ф (трехлепестковая роза); ж) р* = 36cos2p 

(лемниската Бернулли); 3) Ф=51@>1; и) ф = 2л sino. 

Построение. а) При возрастании ф от 0 до + со радиус р 
неограниченно возрастает. Аналогично, если угол ф убывает от 0 до 
— со, TO р также убывает от 0 до —oo (рис. 58). 

6) Если угол ф, убывая, стремится к нулю, то радиус р неогра- 
А sin 

ниченно возрастает. Ho так как у =ряупф =л > —л, то кривая 

асимптотически стремится к прямой, параллельной оси Ох, удаленной 

ф 

р=2 

| _ 0.) 3 

Puc. 61 

от нее Ha л. При возрастании угла ф кривая наматывается на начало 
координат (рис. 59). Аналогично строится график при — < <фх 0. 

в) Если ф— + 00, тор — 1 — 0, следовательно, окружность р = 
= | будет асимптотой графика функции при ф — -++ oo (рис. 60). 

г) При неограниченном возрастании угла ф (0<Фф-< oo) радиус р 
также неограниченно возрастает, а при убывании фот 0 до — oo ра- 
диус р, убывая, стремится к нулю, никогда его не достигая (рис. 61). 

д) Имеем 

o}| = | t=] & д | | т 
? 4 5 4 м 4 5 4 an 

p 4 |;otya2| 2 |2—-y2] 0 |2—1у2| 2 |2+yv2| 4 

Теперь строим график кардиоиды (рис. 62). 
2л 

е) Функция периодическая с периодом —— ид < p< 10. 

71 8x 2m 53 lix | 2x 

| 18 18 3 9 18 |3 
л |an| 2n |5 
9 |181 9 | 18 

a 
6 6

 > 

oo
l Я

 

р] 0 |5 |5УЗ| 10) 5V3; 5 |0 | —5 |-5/3 —10 |-5y3) —5 | 0 

Учитывая периодичность, строим график (рис. 63). 
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ж) Функция р’ = 36 cos2q@ определена, если cos2q > 0, т.е., если 
Tt л 5л Зл - 

—= <ф< и <ф< —4_, симметрична относительно лучей 

р=2(4+95$ ф) 

Ю=10515Ф 
—--_ 

Рис. 62 

л Зл . ф=0, ф=л, ф=-5-, ф=-5_. Пользуясь этим и таблицей значе- 

ний функции 

0 п. a ad a 
? 12 8 6 4 

р 6 3,/ 12 3/8 3 0 

строим график функции (рис. 64). 

p= J6 costp 

Puc. 64 

3) Разрешая равенство @ == ет (о > 1) относительно р, получаем 

=——7, откуда следует, что если фЬ— 1-0, TO p++, т. е. 

прямая ф = 1 является асимптотой графика функции. 
Пользуясь таблицей значений 

1 
Ф 1 + — п 

p ny | п | 

функции, строим ее график (рис. 65). 
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и) ф = 2nsinp. Функция периодическая по р с периодом 2л. Если 

0<p<y. > <р<л, n<p<, 2 <p<2n, то границы 
для ф задаются соответственно неравенствами: 0 < p< 2n; 2n > ф> 0); 
0>ф> —2л; —2n < ф< 0 (рис. 66). 

ф=2Я тр 

Рис. 66 Рие. 67 

301. Построить в полярных координатах р и Ф графики следующих 
функций: 

— An __ pds _ 12 , 2 а _ а) ф = 4р— р”; 6) P= 77 В) РФ = 100. 

Построение. а) Имеем ф = 4р — р" = 4 — (р — 2). Если 
р возрастает от нуля до 2, то угол ф возрастает от 0 до 4; если р возра- 
стает от 2 до ++ со, то угол ф убывает от 4 до — со. Составляя таблицу 

1 3 5 
о 5 5 5 © > + co 

7 15 15 0 — _ 4 iatied — —12 > ф 4 3 4 т 3 | 0 | 5 | ф со 

значений функции, строим ее график (рис. 67). 
6) Если р возрастает от 0 до 1, то ф возрастает от 0 до 6; если жер 

возрастает от | до + со, то ф убывает от 6 до 0. Луч ф = 0 является 
асимптотой графика функции (рис. 68). 

в) График функции р? + ф* = 100 симметричен относительно лу- 
чей ф = Оиф = л. Область определения | ф | < 10. Пользуясь этим 
и таблицей значений функции 

IU 37 
—= — = 20 = 

© 0 9 na 3,14| 3 т on Зл 10 
= 6,28 9 

= 1,57 ~ 4,71 | 

р 10 | 988 9,50 8,82 7,78 6,20 3,36 0 

строим ее график (рис. 69). 
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302. Построить в полярных координатах р и ф график функции, 
заданной параметрически (Ё > 0 — параметр): 

| = tcos*t. 

р =tsin? 2. 

Построение. Сначала построим графики функций ф = 
== tcos*, Ри р =Ё $112 ¢ в плоскостях (t, m) и (t, р) соответственно 
(рис. 70). 

Цифрой k(kR=1, 2, ...) будем обозначать график функции р = 

= ($), если параметр ¢ изменяется в интервале > (k—Il)gt< k=. 

При этом стрелкой будем обозначать 
направление движения точки М (Ф, 0) =e 
при возрастании параметра. 

Если в плоскости (Ёр) все графики 
функции р, = Ё с05? 1 Е — )] л< [< 
< Ел (Е = 1, 2,...) сместить в интер- — 
вал (0, л) (рис. 71), то легко .убедиться, 0 P 
что 
Prii>p, (kR=1,2,...) 0<Е<л, Puc. 68 

p, (AS * — 1) <o, (FS + 4) 0<t< +. 

Пользуясь этими данными, строим график функции р = р (Ф) 
(рис. 72). 

303. Найти интервалы выпуклости функции 

f (x) = ax8 + bx? + сх а (a> 0). 

“ee ae oe” 

Puc. 69 

Решение. Пусть < Е [0, 1], ах, и x, — произвольные числа. 
Тогда 

Of (ха) + (1— a) [(х›) — flax, + (1 — a) хз] = 

= alaxi + (1 — а) х3 — (ax, + (1 — а) x2)°] + В (а — a) (x, — хо) = 

аа — и — | +a) + a) 4+ -F]>0, 
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если x= шт {x,, x2} удовлетворяет неравенству 

(1 +a)x+(2—a)x+—>0. 

р 

ml 
2. y=tcostt, 

p=tsin*t 

0 Я ¢ 

Puc. 71 Puc. 72 

b b 
Отсюда находим, что x > — —. Таким образом, если x >———, 

то функция выпукла вниз. Аналогично показывается, что при 

х < — — функция выпукла вверх. 

$ 6. Непрерывность функций 

1°. Непрерывность функции. Функция f (x) называ- 
ется непрерывной при x = ху (или в точке ху), если 

Jim f (x) = Ро), (1) 
т. е. если функция f(x) определена при х=х и \=>0, 3Ad= 
—=06(=, хо) > 0 такое, что при |х — |< 6 для всех значений f(x), 
имеющих смысл, выполнено неравенство 

[1 (%) — бо) [< г. 
Функция f (x) называется непрерывной на данном множестве Х = 

= {x} (интервале, сегменте и т. п.), если эта функция непрерывна в 
каждой точке множества Х. 

Если при некотором значении х = ж, принадлежащем области оп- 
ределения Х = {x} функции f (x) или являющемся предельной точкой 
этого множества, равенство (1) не выполнено (т. е. или не существует 
число } (Xo), иными словами, функция не определена в точке х =X, 
или не существует lim / (x) или обе части формулы (1) имеют смысл, 

Х-+хо 

но равенство между ними не имеет места), то х› называется точкой 
разрыва функции f (x). 
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Различают точки разрыва первого рода, лля которых существуют 
конечные односторонние пределы 

f (xo — 0) = lim f(x) и Но +0) = lim f(x), 
X -»Xo—0 X+Xo-+-0 

и точки разрыва второго рода — все остальные. Разность 

f (хо + 0) —1(х — 0) 
называется скачком функции в точке Xp. 

Если выполнено равенство 

f (%o — 0) = f (%o + 9), 
то точка разрыва X) называется устранимой. 

Если хотя бы один из пределов { (x) — 0) или f (х + 0) равен сим- 
волу со, то х› называется точкой бесконечного разрыва. 

Если выполнено равенство | (x) — 0) = f (%) (или f (x + 0) = 
= f (x)), то говорят, что функция | (x) непрерывна слева (справа) в 
точке Xp. Для непрерывности функции | (x) в точке х необходимо и 
достаточно равенство трех чисел: 

(хо — 0) = f (Xo + 0) = о). 

2. Непрерывность элементарных функций. 
Если функции f (x) ис (x) непрерывны при значении х = Xo, то функ- 
ЦИИ 

а НОЕ); Fee » © 070) 
также непрерывны при x = Xp. 

В частности: а) целая рациональная функция 

P (x) =a) +ayx+ --. ам" 

непрерывна при любом значении x; 6) дробная рациональная функция 

— Ay ах- +. + аих” 

R(x) by byX e+ Н On x™ 

непрерывна при всех значениях х, не обращающих знаменателя 
в нуль. 

Вообще основные элементарные функции x", sinx, cosx, tgx, а*, 
log, x, arcsinx, arccosx, arctg x, ...— непрерывны во всех точках, где 
OHH определены. 

Более общий результат следующий: если функция | (x) непрерыв- 
на при x —> х и функция g (у) непрерывна при у = } (%), то функция 
& (f (x)) непрерывна при x = Xp. 

3. Основные теоремы о непрерывных функ- 
циях. Если функция f (x) непрерывна на конечном сегменте [a, 6], 
то: 1) f (x) ограничена на этом сегменте; 2) достигает на нем своей 
нижней грани т и верхней грани М (теорема Вейерштрасса); 3) прини- 
мает на каждом интервале (a, В) < [а, 6] все промежуточные значения 
между { («) u f (В) (теорема Коши). В частности, если f (a) - f (В) <0, 
то найдется такое значение y (a < y < В), что } (y) = 0. 
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304. Пусть f (x) = _ и = = 0,001. Для значений x = 0,1; 0,01; 

0,001; ... найти такие максимально большие положительные числа 
$ = 6 (=, x), чтобы из неравенства | x — x) | < 6 вытекало неравен- 
ство | f (x) — f (м) | < =. 

Можно ли для данного = = 0,001 выбрать такое 6 >> 0, которое 
годилось бы для всех значений ху из интервала (0,1), т. е. такое, что 
если | x — x) | < 6, то| f (x) — | (%) | < в, каково бы ни было значе- 
ние № € (0, 1)? 

Решение. Tak kak x > 0u x) > 0, то из неравенства 

__ _ i 1. _ |x— Xl |x — № | 
[7% — Их =|- | д За < 

находим, что 
2 

2х0 2 
[х— № | < Tex = 6(e, хо) = 0,001 x. 

Тогда: a) 6= 10-5; 6) b=10-’; в) б=10-°. 
Предположим теперь, что для = = 0,001 существует постоянное 

5>0, пригодное для всех хо Е (0, 1). Тогда при x = Хо —-5- имеем, 

что [х— %| = + <6, однако неравенство 

8. 
| | 2 
ща ж < 

2 

2 

справедливо лишь при S. + И (+; + > <“х, <] и, следователь- 

но, не справедливо при 

6 6 2 6 
О< <= И (+) T >= 

Таким образом, постоянного 6 > 0, пригодного для всех № E (0, 1), 
не существует. 

305. Пусть для некоторых €>>0 можно найти такие числа 6 = 
—=0(=, хо), что |f (x) —f (xo) |< в, если |х — х| < 5. 

Можно ли утверждать, что функция | (x) непрерывна в точке Xp, 
если: а) числа = > 0 образуют конечное множество; 6) числа = образуют 

. 1 
бесконечное множество двоичных дробей & = т (n = 1, 2,...). 

Решение. а) Если числа # > 0 образуют конечное множество, 
то существует наименьшее & > 0 среди чисел =. Тогда для Ye, < & 
уже не существует числа 6 = 6 (e, x), требуемого в определении He- 
прерывности функции. Утверждать, что функция f (x) непрерывна, 
нельзя. 

6) Функция f (x) непрерывна,так как для Vey > 0 ЗМ: \/п >> №, 
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I 
= < =. A всякое 6 = 6 (e, x9) из определения непрерывности, 

пригодное для € >> 0, является также пригодным для Ye, > в. 
306. Пусть дана функция f(x) = x + 0,001 [x]. 
Показать, что для каждого =>> 0,001 можно подобрать такое 

5 = 6(e, x) >0, что |f (x’)—f(x)|<ce, если |х’—х|< 6, а для O< 
< =< 0,001 для всех значений x этого сделать «нельзя. 

В каких точках нарушается непрерывность этой функции? 
Решение. Так как любые числа хи х’ можно представить в 

виде х=п- д, х’=п’--д,, где O<q<l, 0<а’<1, апп’ — це 
лые, причем 

|x—x'|=|n—n'+q—q'|>|n—a'|—|g—7' |S 9-1 -Ь 
то | [x] — хх’ 1. 

Возьмем fe > 0,001. Тогда 

F(x) — F(x!) | = |x — 2x" + 0,001 x] — Ex’) | < |x — "| + 
+ 0,001 | [4] — [x"] | < |x —x'|+ 0,001 (|x—x'|4+ 1) = 

= 1,001 |х—х’| + 0,001 < в, 

— 0,001 

1,001 

Пусть 0<=< 0,001. Тогда, если взятьх =n, x’ =n—I1 + т , 

где п — целое, а Е — натуральное, TO 

[А — 26| = рет+ 0001>= &=1, 2,...), 

если 0<|х—х’|<* = 8(e, x). 

в то время как |x — x’ | =~ при R->oo, т. е. при b> 

>0[1 (<) —1!(х’)|> =. Следовательно, функция f(x) терпит разрыв 
при x=n (n=0, £1, =2, ...). 

Если же x=n+g, х’=п-+ 9’ (0<9<1 0<9 <1), то при 
Ye>O0 

[Ре — [Еф |<e, 

как только | x — х’|< 6 = в, так что f (x) непрерывна на каждом из 
интервалов п < х<п- | (п= 0, = 1, =2, ...). 

307. Пусть для каждого достаточно малого § > 0 существует такое 
= =e (6, хо) > 0, что если | x — x) | < 65, то выполняется неравенст- 
BO | f (x) — f (x) | < =. Следует ли отсюда, что функция | (x) непре- 
рывна при xX = Xo? Какое свойство функции описывается данными не- 
равенствами? 

Решение. Функция f(x) в точке хо не является непрерывной. 
Например, пусть f(x) = П + (< — хо)?] зеп (х — x). Тогда для каж- 
дого как угодно малого 6>0 Эх:|х—ж| < 6 

If) — Ехо [= ТЗ (х — м) < 1 6 === (6, №), 
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т. е. наши условия выполнены. Однако |f (x) — [ (хо) | >1 при всех 
х и, следовательно, разность |f (x) — [(х)| не может быть меныше а, 
если 0<#< 1. 

Сформулированные в задаче условия обеспечивают лишь ограни- 
ченность функции f(x) в точке х = Xp. 

308. С помощью «= — 6» -рассуждений доказать непрерывность 

следующих функций: а) ах-+- 6; 6) x75 в) x ГУИхд Ух. e) sin x; 
ж) cos x; 3) arctg x. 

Доказательство. а) Возьмем \/ => 0. Тогда „для и Хо [ax + 

+ b6—ax)— b| =|a||x—x|<e, если |х— % | Та Г = 8(e, хо). 

6) Пусть => 0 — произвольно. Тогда 

| x2 — x5 | = | (x — о)? + 9 (x — xo) | = | x — x9 |? + 2] xo [|x —Ж| < &, 

как только |x — х |< V | Xo |? + e—|x| = 8(€, хо). 
в) Пусть = > 0 — произвольное, но такое, что 0<=<1. Имеем 

| x8 — x5| = = |x? + xX) + x9] |x — x) |- Tyctb|x¥ —x9|<1. Тогда |x| < 
< |x| NT. поэтому 

| — |< (З [хо P+ 3 xo|+ | — |<, 
если 

& 

ol < вет = 6 (©, Xo). 

г) Для произвольного & > у имеем 

Их— x — — Xo| < | х— tol а, 

| Ух o| у Xo Иж 

если |х— | <=Их =6(а, ху). 

д) УИ ea 
VY 8+V im + Ve (ин Via) + у 

< иж] <е, 

Va 

3,— 

если |—ж|<-—Уа= 6 (в, хо). 

е) | sinx — sin x)| = 2 sin 2 со < 2 жа -l= 

=|x—x1|<e npu|*+—%o| <b =e. 
ж) [COS х — COS | = — 2sin зп nit № <|x—xy|<e 

при |[х— № |< 6 =e. 
3) Пусть || >0и |1 | =|х— ж|<|лх |. Если arctg (x) +h) — 

h 
——_ — — t arctg x, =Ь To tgt= ares а так как |¢|<|tg?¢| при | {|< 
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печь |< 
[A] 

< +, то [arctg (% + A) — arctg xo] = || < ИН =| 

= 1+ x6 —|h| | xo| 
< &, 

(1-х) в 
TF Tape — Ole +0). 

Непрерывность 9 arctg x при x =O следует из неравенства 
larctg x — arctg 0| = | arctg «| <<| x |. 

Исследовать Ha непрерывность следующие функции: 

309. а) fi (х) = ‚ если х50 и f, (0) =1; 

если |#| =|х—ж| < 

sin x 

6) Вт, если X0 u f, (0) =1. 

- sink 
Решение. a) Пусть = > 0 — произвольное. Так как lim = =, 

х-0 

—1| < при |х|< 65. 

sin x 

то существует такое 6 = §(e) > 0, что sing 

sin x 
Тогда (см. пример 21, a) | —1|< —1]<enpu|x| <6, 

т. е. f, (x) — непрерывная функция при х= 0. Непрерывность при 
x=40 очевидна. 

6) Имеем Jim Gl = Jim, Sat =1=f,(+ 0), Jim r= 
— jim sin x 
eo —* =—1=f,(— 90). 

Так как f, (--0) == р (— 0), To функция терпит разрыв при x = 0. 

310. f(x) = sin = ‚ если x 540 u f (0) — произвольно. 

o 

» Ап = 

2 
Решение. Пусть x, = ата) (n=1, 2,...). Так 

как при n-»>oo x,->0, x, 0, a f(x,) — 0, f (xn) —1, то предел 
1 

lim sin—- He существует, что влечет разрыв второго рода функции 
Xx» 0 

f(x) при x =0. 

311. f(x) =xsin—, если x40 u f(0)= 0. 

пл 

Решение. Непрерывность функции f(x) при x =0 следует из 

того, что 0<|xsin |< |х|<= при |х| <6б =. 

Если хе 0, то непрерывность очевидна. 

312. f(x) = —, если x=41 и f (1) — произвольно. 

1+ e*—! 

Решение. Так как f(1—0)=1f(1+0)=0, то функция 
разрывна при x = |. 
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313. f(x) =хШл?, если x40 u } (0) =“. 
Решение. lim x In x? = lim 2x In |x| = О (см. пример 205). Or- 

+0 Х->0 

сюда, если © = 0, то функция непрерывна при x = 0, если же а = 0, 
то разрывна. 

314. f (x) = [x]. 
Решение. Если Raeox<ck+1 (R=0, £1, +2, ...), то[х] = 

и, следовательно, f (x)— непрерывна. Если же Xo = р, “70 при х = 
=k—l+a,0<a<!l для VY¥Ob>0 Эа (0<«< 1) такое, что 
[%—х|=| <, однако |[х] — [х.]| =1, т. е. функция f(x) 
разрывна при x =k (k— целое). 

Определить точки разрыва и исследовать характер этих точек, 
если: 

x 

Решение. lim y=—oo, lim y=—oo, Т.е. x = — | — точка 
х--—1—0 X-»—1-+40 

бесконечного разрыва. 

1 1 
x. i 

316. y= ~ ‘+ 
ии 

х—1 «x 

Решение. Функция не определена при x = — 1, 0, + 1. Так 
как 

li lim <= 
ro tno” () = aaron 1 + ©, 

—1__ 
lim y (x) = rLI= —1, lim y (x) = i = 0, 

Ttox=Onx=1—  странимые точки разрыва, а х = — | — точка 
бесконечного разрыва. 

x 
317. y= ту. 

Решение. Так как lim —— = 1, a lim —— = oo R=+1, 
х-ь0 SIN хъьл SINX 

+2, ...), TO x = O— устранимая точка разрыва, а х = Ал (R= + |, 
+ 2, ...) —точки бесконечного разрыва. 

318. у = cos? — 

1 
Решение. Пусть x, =—— (n=1, 2, ...). Тогда x,—>0O при 

п>оо, a cos? —— 1 при п-—> oo. 
п 

Если же хи = 1, 2, ...), то х„—0 при по, а 
2 (n = 

пи 2n)\ 
1 

cos? +- —> 0 при n2—»>oo. Следовательно, предел Шт cos? — ~ He сущест- 
x, х->0 

вует и x = 0 — точка разрыва второго рода. 
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319. и = arctg — . 

Решение. lim асе = lim arctgt =>, так как при #> 
х->--0 Х (оо 

> —) 

arctg t >> — 8. 

. 1 Ay 
Аналогично показывается, что lim arctg ==-—-. Следователь- 

х-—0 

HO, Хх = 0 — точка разрыва первого рода. 

320. y= Ухагс tg — , 

| -л Решение. Из неравенства | У xarctg — | <Ух-> вытекает, что 

. -_ | 
lim V x arctg > = 0, так что х = 0 — точка устранимого разрыва. 
x0 

at 
321. y =e 

oo 
Решение. Так kak lime * = + 00, то x= 0 — точка разры- 

X-»-+0 

ва второго рода. 

322. у = = 

1 —e!-* 

Решение. Имеем 

x 

li 1 __ li 1 —х 1 — x __ 

im —— = lim p= FO, 
X-» £0 i—x X+>+0 i=x 

—е— —e'—* 

т. е. х = 0 — точка бесконечного разрыва. 
Далее, 

. 1 . 1 
lim —=0, lim —=l, 

x+1—Q я х-1--0 [у 

е 1 —е 

поэтому х = 1 — точка разрыва первого рода. 
Исследовать на непрерывность следующие функции: 
323. y = sgn (sin x). 
Решение. При anx<x<t(ne-l)xn (n=0, +1, +2, ...) 

функция непрерывна, так как она равна постоянной. Исследуем 
точки X,=nn (n=0, +1, £2, ...). Пусть х =пл -- 6(0<6—< мл). 
Тогда | sgn (sin nx) — sgn ($11 (пл + 6))| =1># 0<=<1. Следова- 
тельно, Хх =пл (п =0, £1, + 2, ...) — точки разрыва первого рода. 

324. у=х— [^1. 
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Решение. Так как первое слагаемое — непрерывная функция, 
а второе слагаемое терпит разрывы при x = А (k — целое) (см. пример 
314), то сумма также имеет разрывы (первого рода) в точках x = 
(R=+1, + 2,...). 

325. y = Xx [x]. 
Решение. Достаточно исследовать на непрерывность в точках 

х = 0, = 1, =2.... 
Так как при |х|<1 0<|х[]| < |х|, то limx[x] = 0=и(0), т.е. 

х->0 

у(х) непрерывна при x = 0. 
Пусть x) =n, x =n—1+h(0 <h<]1). Тогда Зв —1> |9 (х) — 

—и(х) | = |"? — п 1-1) (2—1)|>>n, так что x= n (П=-Ь 
+2, ...) — точки разрыва первого рода. 

326. y = [x] sin mx. 

Решение. Пусть n— = <x<in-+ = (п — целое). Тогда 

р < — | [x] зтлх | < [x] sin nx < | [x] за лх | < 
< |n|| sin xx]. 
Так как lim(—|n—1 || sinax |) = lim|a||sin лх | = 0, то lim [x] Зплх = 

хп хп х-п 

= 0 = y(n), так что функция непрерывна при х = п (п — целое). 
Непрерывность в остальных точках очевидна. 

| 327. у= | | - 

Решение. Полагая при x0 = {, получаем у = [Й, = == 

=-—- (Е == 1, +2, ...) — точки разрыва первого рода (см. при- 

мер 314), так что остается исследовать точку х=0. Так как 

lim > = -+ со (что вытекает из примера 229), то х = 0 — точка 
х--|-0 

бесконечного разрыва. 
| 

328. у =х =| . 

Решение. Имеем 

lim «|; == (k—1); 
x» +0 - 

lim |= =—--k=1; (k=+1, £2,..,), 
х+ —-—0 - 

lim x =| = | (см. пример 229). 

Следовательно, функция терпит разрывы при x = = (® =+1, 

+ 2, ...) (точки разрыва первого рода), a х = 0 — точка устранимо- 

го разрыва. , 

329. y= Ea sen (sin +) . 
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Решение. Исследуем возможные точки разрыва: 

1 1 
Хх =0; х=——; cH te (=1,2,...). 

Пусть x, = ux, = Если n—» со, тох, —>0их, — 0, 
2 2 

1+ 4n 3+ 4n° 

однако при этом y(x,) =2n-+ 4n? ++ 00, a y(xn) = — (2+ 6n+ 
-++- 4n?) + — со, т. е. предел lim и (x) не существует. Поэтому x = 0 — 

х->0 

точка разрыва второго рода. 

Покажем, например, что х = 1 — точка разрыва первого рода 
Vk 

(в остальных точках исследования аналогичны). Имеем 

1 . 1 . л 
(FE )= || i ls 

УЕ“) _ УЕ 
= lim [((Vk + В)? зп зал (Vk + В) = А зопзшл VR, 

Ро В __ СЁ , 

— taper’ 

(= +0) = №, [(ИЕ— В] sgn sina (Vk —B) = 

= (k— 1) sgnsin(Vk— дл, 

B=ak(ltaVk)-' (@—>+0). 
| | —_ И 

Отсюда Ё (Fr — 0} —9(-7= + 0} = l, так что X= 

точка разрыва первого рода. 
Исследовать на непрерывность следующие функции: 

330. g = li (x > 0). 
M-» OO 

Решение. Имеем 

wi
l 

1, ели OS x<cl; 

1 1 
— — =] =, если х=[; 
ти | 2 

0, если x>1, 

откуда следует, что х = | — точка разрыва первого рода. 
x —х 

331. g = т. 
пью Поп 

Решение. Имеем 
Го. п2* — | 
lim | =], 0< x < о; 

y=}0, x=0: 
1— и” 

lim ne —l —w<x*—0 
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Следовательно, y = sgn x и x = 0 — точка разрыва первого 
рода. 

332. y = lim у 1 + xn, 
по 

Решение. Так как 
|, если |х|<1; 

= |i 1 1+ x = п у ШУТ +x ити sr tl =a, если |х| > 1 
пьоо x 

аи (1—0) =y (+1 + 0), то функция непрерывна при всех 3Ha- 
чениях х. 

333. у= lim ы 
noo 1 + (2 sin x)" у 

Решение. Так как 

к. если | sinx|<+,|x—kn| <=; 

. | 
у = lim * =(> ‚ если |sinx| =, x = = 5 + ke; 

noo 1 -+ (2 sin x)?” 

. 1 x 5л 
|, если | пх|> 5, в<|х— #1 lz, 

(Е =0, +1, #2, ...), то при |sinx|=—, т. е. при х=Еа+ 

Ел (Е =0, =1, =2,...) функция терпит разрывы, причем разрывы 
первого рода. 

334. y = lim [x arctg (nctg x)]. 
пс 

Решение. Имеем 

= x, если kn<x<kn+ > ; 

у = lim [x arctg (п с x)] =} 0, если х = =. + Ал; 

IU д — 5х, если kn + 5 <х< пл, 

где В =0, +1, +2, .... Очевидно, что x, = (k= +1,+2,...)— 

точки разрыва первого рода, x = 0 — точка устранимого разрыва. 

335. у= Ни”. 
по 1 -- е"* 

Решение. Так как 
2 e Е vert х*, если х> 0; 

g = пп „х = 40, если x =0; 
n-roo | + [2 

xX, если х<0, 

то легко видеть, что функция непрерывна при всех значениях х. 
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336. Пусть 

ех, если х< 0; 

ах, если х> 0. 
fi) =| 

При каком выборе числа а функция | (x) будет непрерывной? 
Решение. Очевидно, что функция } (x) непрерывна при x < 0 

и при x > 0, атак как [| (+ 0) = 1, f(—0) = a,f (0) = а, то функция 
будет непрерывной и в точке х = 0, если а = 1: 

337. Исследовать следующие функции на непрерывность и выяс- 
нить характер точек разрыва, если: 

a) м9 = при О<х<1; 9-1 при |х| < 1; 

2—х при 1<х<2; 1 при |x|>1; 

cos > при |x|<1; с? лх для нецелого «x; в) f(x) = 99-1 
|x—1] при 1х| > 1; для целого x; 

зилх для рационального х; 

О для иррационального x. 
д) f (%) =| 

 Pemeu vue. а) Функция f (x) непрерывна при OS х< Ти при 
l<x< 2, а так как f (1 — 0) =f (1 + 0) =f (0) = 1, то функция 
непрерывна и при x = 1. 

6) Имеем f (—1—0) = +1, f(—14+0 = {1 (— 1 = — 1, cre 
довательно, х = —1 — точка разрыва первого рода. Далее, } (1 — 
— 0) =f + 0) =f (1) = 1, поэтому точка x = 1, как и все осталь- 
ные, является точкой непрерывности функции [ (x). 

в) Достаточно исследовать на непрерывность функцию в точках 
х = + 1их = — 1. Непрерывность функции в точке x = + 1 сле- 
дует из того, что f (+ 1— 0) = (+ 1+ 0) =f (+ 1) = 0; точка 
x = — | является точкой разрыва первого рода, так как f (— 1 — 
— 0 =2,7(—1+0=f(— 1) =0. 

г) Так как lim | ctg* лх| = +-00 (Е =0, +1, +2,...), tox = kR— 

точки бесконечного разрыва. 
д) Пусть х == п (п — целое) — произвольно, {x,} — последова- 

тельность рациональных чисел, сходящаяся K Xo, а {х„} — последова- 
тельность иррациональных чисел, также сходящаяся к ж. Из равенств 

lim sin nx, = $ лх, 52 0, Шт зш лх, = 0 
по П-со 

вытекает, что предел lim f (x) не существует, т. е. х» — точка разрыва. 
х-Хо 

Если же %) = n, где п — одно из чисел 0, + 1, + 2,..., то 

[А (0) — (0) |= 19| < |1 лх| =|sin [aa + л(х— п) = 
= | соз ли. sina (x — п) | =|sin n(x — хо) | <л|х—ж|< в, 
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Е 

если |x — х|<-— = 6(е, %), т.е. х=п — точка непрерывности. 

Таким образом, точки хэЕп (п=0, +1, +2, ...) — точки разрыва 
второго рода. 

338. Доказать, что функция Дирихле 

Х (x) = lim {lim cos" (xm! х)} 
Merced Пс 

разрывна при каждом значении х. 
Доказательство. Если х = < — рациональное число, то 

т! х=т!.--=1.2.3... (q—1)(q +1) ... пр— четное, поэто- 

му с0$ ли х =Т1 и %(х) =1. Если же х — иррациональное число, то 
т! x не является целым ни при каких т, следовательно, | cos mm! х | < |. 
А так как Ит со" лт! х = 0, то Х (х) = 0. 

Noo 

Таким образом, 
1 = В если х — рационально; 

0, если х — иррационально. 

Пусть х› — произвольно, {х„} — последовательность рациональ- 
ных чисел и {х„} — последовательность иррациональных чисел, схо- 
дящихся К Xp. 

Так как lim X (x,) = 1, a lim X% (x,) = 0, то x) — точка разрыва. 
пос п>о 

339. Исследовать на непрерывность функцию 

f (x) = хХ (х), 
где Х — функция Дирихле (см. предыдущий пример). Построить 
эскиз графика этой функции. 

Решение. Пусть хь == 0 — произвольно, а lim x, = хои Ит x, = 
п> CO По 

= хо, причем x, — рациональные, а х„ — иррациональные числа при 
всех п. Тогда 

lim f (x,) = Итх, =х, ИтЫх, = 0, 
пс +00 n-» co 

откуда следует, что х› — точка разрыва. 
Если же ж = 0, то, переходя к пределу в очевидном неравенстве 

0< [Fl — 0 = = WI <I, 
получаем, что lim f (x) = f (0) = 0. 

х-0 

Таким образом, х› = 0 — единственная точка непрерывности функции 

Г (x). 
Построить эскиз графика предоставляем читателю. 
340. Доказать, что функция Римана 

1 т 
= > ‚ если X= a ‚ Где т и n— взаимно простые числа, 

Хх) = 

0, если x — иррационально, 
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разрывна при каждом рациональном значении х и непрерывна при 
каждом иррациональном значении х. Построить эскиз графика этой 
функции. 

Доказательство. Пусть ty — рациональное, так что 

1 
f (o) = —. Очевидно, что последовательность рациональных чисел 

9 

п-ьсо qn 

1 . 1 
(ar сходится к _ =X, при п— со. А так как lim f (| = 

n 

® 1 eo 

= lim—— = 0, To каждая рациональная точка — является точкой 
П со 

разрыва (х, — произвольная рациональная точка). 
Пусть а — произвольное иррациональное число, а X, = г, = 

= и“ (п=1, 2, ...) — произвольная последовательность рациональ- 
п 

ных чисел, сходящаяся к a. Тогда Ит д, = © и 
й->>о 

lim f (r,) = lim f( Pe 
h-» CO 

. 1 

п-со IN 

А так как / (x) = 0 при x — иррациональном, то равенство lim } (x,) = 
t=» Oo 

= f(a) = 0 будет иметь место для любой последовательности {x,} с 
произвольными членами, сходящейся к иррациональному числу &. 
Таким образом, функция f (x) непрерывна при каждом иррациональном 
значении х и ее график симметричен относительно обеих осей коорди- 
нат. 

F(x) x 

1 1 2 3 4 5 6 7 8 

11| |3] |5 [7 9) и |3 6 
2 |2 2 2 2 2 2 р) 2 

1 [1] 2] fs Ps} frp sy би | a3 | ae 
3 3 | 3 3 3 3 3 3 3 3 3 

11| Fat |5] |7] |9 и |3 |6 
4 |4 4 4 4 4 4 4 4 

ааа вв [ar] 12] вм 
5 5 5 5 5 5 51515 5 5 5 5 

A/a} 2/3) 4) 5/6) 7) 8/9) ю | 12) 13 | 14 | 15 
11 ии it] it} it} at} ии] п 11 11 11 11 

0 все иррациональные числа 

График изображен на рис. 73. 
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341. Исследовать на непрерывность функцию f (x) = если 
Nx 

n+1’ 
m 

х есть несократимая дробь п > 1), uf (x) = |х|, если x — иррацио- 

нальное число. Построить эскиз графика этой функции. 
т 

Решение. Пусть x) — рационально, т. е. х = — (2 > 1). Со- 

km +- 1 m гласно условию f(x») = TET . Так как x, = —7*—-»— =x, при 

tk 
1 + e e 

; 1 e 

1 
ff .> а, . _. 
4 |5. : е о й `. | eee : ® _ e : ee ee. и 

ИЯ — 
0 x 

Puc. 73 

Rk 1 
Е — со, a lim f (xy) = lim ne = hereon = f (хо), то функция | (x) 

разрывна при всех рациональных значениях аргумента. 

Пусть теперь х, — иррационально, а xX, = 7 (Е = 1, 2,...) — про- 

извольная последовательность рациональных чисел, сходящаяся к 
Хо. Тогда 

Пт | ту | = < и т [и | = со 
R009 

и ть 
® ° e np 

= Xx 0, 

lim f (xq) = lim ет = lim HH = | xo | = f (xo), если x) > 
+ оо Въ MRA о | 4 —|Xol, если х, < 0. 

Np 

(1) 

Отсюда вытекает, что функция разрывна при отрицательных ир- 
рациональных значениях аргумента. Если x, — xX) при Ё — oo, причем 
X, > 0 — иррациональные числа, то 

lim f (*,) = lim | Xp | =| ol =F (хо). (2) 

Пусть, наконец, {х,} — произвольная послеловательность положи- 
тельных чисел, сходящаяся к иррациональному числу х,. Обозначим 
через {х„„} подпоследовательность всех рациональных чисел, содержа- 
щихся в {x,}, а через {Xz} — подпоследовательность всех иррацио- 

нальных чисел из {x,}. Не ограничивая общности, будем предпола- 
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гать, что обе последовательности бесконечные. Так как lim Xty = Жи 
р-со 

lim Xp а = №, TO Ha основании (1) и (2) легко показать, что 
4-со 

lim f(x_) = | x0] = F (x) 
Таким образом, функция непрерывна только при положительных 

иррациональных значениях аргумента. Построить эскиз графика 
предоставляем читателю. | 

342. Функция }(х) = st определена для всех значений ap- 

гумента x, кроме х == 0. Какое значение следует принимать функ- 
ции f(x) в точке x =O, чтобы она была непрерывной при x = 0? 

Решение. Так как lim ee существует и равен ->, TO 
х-0 

функция f(x) будет непрерывной при x = 0, если положить f (0) = 5 . 

343. Обязательно ли будет разрывна в данной точке х› сумма двух 
функций f (x) + g (x), если: а) функция f (x) непрерывна, а функция 
5 (x) разрывна при x == хо; 6) обе функции ] (x) и g (x) разрывны при 
Х = Xo? Привести соответствующие примеры. 

Решение. а) Пусть {x,} и {х„} — две последовательности, схо- 
дящиеся к X) и такие, что lim g(x,) = A; Шт 2 (х’) = В, где АиВ — 

Te», со пП-со 

числа или символы -- со или — со, причем A => В, если А и В конеч- 
ные. Очевидно, что такие последовательности существуют для любой 
разрывной функции g(x). Так как пределы 

Пт Ef (Xn) + & (nll = F (to) + А, 

lim [f (хо) + 261 = Иж) + В 
не равны друг другу или хотя бы один из них бесконечный, TO сумма 
Г (x) + g (x) — разрывная функция при x = Xp. 

6) Нет, например, обе функции f (x) = — ; - ив (х) =х + — 
0 0 

X#X, | (X%) = g (x) = 2 разрывны при X = ху, HO их сумма | (x) + 

+ g(x) = x — непрерывная функция при всех значениях х. 
`344. Можно ли утверждать, что квадрат разрывной функции есть 

также разрывная функция? 
Построить пример всюду разрывной функции, квадрат которой 

есть функция непрерывная. 
Решение. Квадрат разрывной функции не обязательно разрыв- 

ная функция. Например, если f (x) — 0) = —f (x + 0) =f (%) = 
52 0, то } (x) разрывная при x = ху, но так как | (%) — 0) = Р (%) + 
+ 0), то Р (x) непрер- иная при х = Xp. 

Определим функцию | (x) следующим образом: 

F(x) = |, если х — рационально; 

— 1, если х — иррационально. 
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Эта функция разрывна при каждом значении х (доказательство 
аналогично доказательству в примере 337, д)), но f* (x) == 1, так что 
/* (x) непрерывна при всех x. 

345. Исследовать на непрерывность функции f [< (х)] и а] (х)], 
если: 

а) f(x) =sgnx и &(х) =1+4 27; 
6) f(x) =sgnx u g(x) =x(1 — x); 

в) f(x) =sgnx ug(xy)=1+4x—[%]. 
Решение. а) f lg (х)] = sgn (1 + x?) == |, т. е. функция непре- 

рывна. Далее, так как 

2, если х> 0; 

1, если x = 0; 

2, если х—< 0, 

g If (x)] = 1 -+ (sgn x)? = 

TO x = 0 — точка разрыва. 

], если — 1<х<0 nnul<—x<o; 

6) f(g (х)) = зепх (1 — х?) =} 0, если х=0, х=1, x= —]; 
— 1, если — © <х<—10<х<!, 

так что x = 1, х=0, x = — | — точки разрыва. 
Из того, что g (f (x)) = sgn x (1 — sgn* x) = 0, следует непрерыв- 

ность функции g (f (х)). 
в) Так как любое х можно представить в виде х = п -{ д, где 0 < 

< 4< 1, ап — целое, то 

f (g (x)) = зп (1 +x —[x]) =sgn(] Е п + 9— п) = $61 (1 -- 9) =1, 
т. е. f (g (x)) — непрерывна. 

А так как g (f (x)) = 1 + 551 x — [sgn x] = 1, то и g (f (x)) непре- 
рывна. 

346. Исследовать на непрерывность сложную функцию у = | (и), 
где и = @ (x), если 

и при О<и< 1; Ни) = | pes 
2—u при |<и<2 

и 
х — при х рациональном; 

2 —х при x иррациональном, (0 < x <1). 

Решение. Формально вычисляя [ (ф (x)), находим 

x при O< g(x) < 1; не = | @ (x) p @ (x) — 
2— Q(x) при 1<$() <2 

ес) = | 

| x при х рациональном и O<x<l; 

2—х при х иррациональном и 1<х<2; 
| 2—х при х рациональном и 1<х<2; 

2 — (2—^) при x иррациональном и О<х< 1. 
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Но так как 0 < x < 1, то} (ф (х)) =x ифункция непрерывна при этих 
значениях X. 

347. Доказать, что если f (x) — непрерывная функция, то 

F(x) =|F (x)| 
также непрерывная функция. 

Доказательство. Пусть = >> 0 — произвольно. Тогда 86 = 
—=6(=, хо) > 0 такое, что |{(х) — [(хо) | < &, как только | x — хо | < 6. 
Но тогда (см. пример 14) 

| F (xe) — Ро) | = ПР -— Ро) I< [Е — Ро) |< в, 
если |х—Х |< 6, 

т. е. F (x) — также непрерывная функция. 
348. Доказать, что если функция f (x) непрерывна на сегменте 

la, 6], то функции 

т(х) = int {7 (6)} и М(х) = sup {f(§} 
ag&<x а<$<х 

также непрерывны на [а, 6]. 
Доказательство. Так как функция f(x) непрерывна Ha 

[4, 6], то для \/ в, х (=>0) 86 =0 (г, ху) такое, что при |й| < 6 

Lf (% + A) — f (хо) | < г; 

при этом очевидно, что 

sup |[ (хо + 4) — f (x0) | < =. (1) 
\Al<6 

При | #| < 6 имеем 

— sup [f(x НА) — Ко) [+ тд < тю < 
0$ |Al<6 

<т (хо) + up ; | f (Xo + 4) — fF (Xo) |. (2) 

Из (1) и (2) получаем | m (xX) +h) — т (хо) |< а, если |h| <6. 
Аналогично 

— sup |Ё( А) — [(%) [+ М (%) <М(-й) < 
0$ |#\< 6 

ЗМ (хо) + sup [f(%o +В —F(%)| 
0< |^|<6 

и |M (x9 +h) —М (40) |< при [A] <8. 
349. Доказать, что если функции f (x) и g(x) непрерывны, 

функции 

ф(х) = min [f (x), & (x)] и p(x) = max [f (x), & (х)] 
также непрерывны. 

Доказательство. Пусть => 0 произвольно и 6, = 6, (&, хо), 
5, = д. (2, хо) — числа, участвующие в определении непрерывности 
функций f(x) и &(х)` соответственно. Тогда, если |h| < 6 = min {6,, 
5,}, то 

lf (Xo +h) — (xo) |< ви | g(% +A) — & (%) |< в, 
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так что 

lp (x - #) — $ (*:) | < max {max | f (Xo + A) — (Xo) |; 
< |< 6 

тах | £(%) +1) —2 (хо) |} <=; 
0<14|<68 

[ (хо +h) — p(x) | < тах { шах |f (xo +A) —[(хо) |; 
0< |1 | < 5 

тах |5(% +h) — & (хо) |} <=. 
03]|^| < 6 

350. Пусть функция f(x) определена и ограничена на сегменте 
[а, 6]. Доказать, что функции т (х) = inf {f(&)}uM (x)= sup {{@)} 

а<Е<х азё<х 
непрерывны слева на [а, 6]. 
Доказательство. Так как f(x) ограничена, то функции 

т (x) и М (x) также ограничены; при этом т (x) монотонно убывает, 
а М (x) — монотонно возрастает на [a, 6]. Пусть ж Е (а, В. Тогда 
т (x) > т (x) при x < Xp. 

Следовательно, существует конечный предел lim m (x), причем 

т(х — 0) = lim m(x)= inf {18} = мо, 
х-х—0 Ig E<%o 

так что т(х) непрерывна слева в точке Xp. 
Если же ху Е (а, 6], то М (х) «ЗМ (%) при x< x9; поэтому суще- 

ствует конечный предел Шт М (x), причем 
хх, —0 

M (x —0) = lim M(x) = sup {f@)}=M (x), 
х-хо,—0 аз<хо 

т. е. М (x) непрерывна слева в точке Xp. 
351. Доказать, что если функция f(x) непрерывна в промежутке 

а<х< - oo и существует конечный lim f(x), то эта функция огра- 
х-ь--со 

ничена в данном промежутке. 
Доказательство. Пусть Шт f(x) = А. Тогда для 

х-+--со 

\= > 032 >> 0 такое, что при \х>Е| f(x) —А|< в, откуда следует; 
что |f(x)|<|A]+ = при \х>> Е. Если обозначить М = тах {| А | + в, 
sup {f(x)}}, то |1 (х)| <М для Уха. 

а<х<Е 

352. Пусть функция [ (x) непрерывна и ограничена в интервале 
(х›, -- со). Доказать, что какое бы ни было число Т, найдется после- 
довательность X, —> + со, такая, что 

lim [f (х„ + T) —[(х,)] = 0. 

Доказательство. Пусть Т >> 0 — произвольное. Рассмот- 
рим разность [ (x + Т) —/ (x). Возможны два случая: 

1) существует конечное число x’ > ж такое, что разность | (x + 
+ Т) —f (x) сохраняет постоянный знак для всех х > Хх’; 

2) для произвольного E > хо существует x* > Е такое, что f (x* ++ 
+ Т) —f(x*) =0. В первом случае последовательность {р(х’ + пТ)} 
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монотонна, а поскольку она и ограничена, то существует конечный 
предел Ит}(х’-- пГ) =1, так что 

п со 

lim [f (x' + (2 +1) T) — + nT) =I1—1 50, 
причем x, = х’ +2T-—»-+ со при п- oo. 

Во втором случае существует такая бесконечная последователь- 
ность {х„} значений х(х> ло), что х„—- co при n->oo и [(х, + 
+ T) —f (x,) = 0, т. е. 

lim | If (%, + T) —f (x2)] = 0. 

Случай, когда Т < 0, заменой x -> T = ¢ приводится к уже рассмот- 
ренному случаю. 

353. Пусть ф(х) и ф(х) — непрерывные периодические функции, 
определенные при — со <х< + oo, и lim [$ (х) —1(х)] =0. Дока- 

х--|-со 

зать, что ф (xX) = wp (x). 
Доказательство. Пусть Т, — период функции ф (x), a 

Т. — период функции 1 (x). Предположим, что Ф (x) ==$ (x), т. @ су- 
ществует такая точка х = $, что 

le@—pd|=M>0. (1) 
М 

Возьмем =>> 0 произвольное, но меньшее, чем >: В силу непре- 

рывности функции Ф (x) в точке х = ¢ для указанного е существует 
5 = 6 (=) такое, что 

[ФО —ФСЕ- |<», (2) 
как только | В | < 5. Согласно условию существует такое натуральное 
число №, что | ф (¢ + ЕТ.) —ф (¢ + АТ.) < ь, а тогда для всех на- 
туральных т имеем 

|p (¢ + mkT,) —p (¢ + тАТ)) | < г. (3) 
Из неравенств (2), (3) и периодичности функций ф (x) иф (x) следует 
неравенство 

[ФИ — (| =1$9(0 — ot + maT.) + 9 (t+ АТ.) — 
— p(t + mkT,)| <| 9 (4) — 9 (t+ mkRT,)| + 

+ | (t+ mkT,) — p(t + mkT,)| = 
=| (f)— 9 (¢ + mkT, — nT) | + | 9 (Е mkT.) — (2 + тАТ,) | < 

<e+e=2e, (4) 
если только 

| mkT, —пТ,|< 8. (5) 
Но мы выбрали такое число &, что 2: < М. Таким образом, неравен- 
ство (4) противоречит равенству (1). Источник противоречия — в 
предположении существования точки x = $, в которой | ф (И — (14| = 
= М >> 0. Следовательно, такой точки не существует, т. е. ф (f) = 
=p) (— © <х< + 5). 
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Остается показать, что при произвольных заданных числах 7), 
ЕТ. и 6 существуют целые числа т >> 0, п и такие, что удовлетворяют 
неравенству (5). 

Если T, и Г, — рациональные, то это очевидно. 

Пусть Тан Т, — иррациональные. Если обозначим о =, = = a, 
1 1 

то неравенство (5) запишется в виде 

| ml —п| < а. (6) 

Для доказательства последнего разобьем интервал [0, 1) на |= + 

__! 
1 9 

|| + a 

причем к каждому из частичных интервалов условимся приписывать 

его левый конец и не приписывать правый. 
Рассмотрим множество чисел 

0, 1— Ц, 21—20, $— 34, ..., (= + '):—|((-= |+ 1), 

каждое из которых принадлежит одному из построенных нами ча- 
1 

стичных интервалов. Так как частичных интервалов = +1, а чисел 

+] равных частей (а]— целая часть числа a) длиной 

(7) имеется |= + 2, то существует хотя бы один интервал, содер- 

жащий два числа 

pl — [РП и gl — [91 р—< 9) (8) 

множества (7). Но так как длина интервала равна — , 

|=] +1 
ность между числами (8) меньше этой длины, т. е. 

191 — 191 — pl + ИРИ] = |9 — 2) — (9 — fet) | < г p< 
a 

a 
a 
a 

=a. (9) 
Обозначая 9 — р=т (т > 0), [q/)—[pl] =n и подставляя вместо / 
и а их значения, получаем 

a) 
jn и| <. ИЛИ | mkT, —nT,| < 65. 

i 1 

354. Доказать, что все точки разрыва ограниченной монотонной 
функции являются точками разрыва первого рода. 

Доказательство. Пусть x» — точка разрыва монотонно 
возрастающей ограниченной функции ] (x). Тогда, если x < ху, суще- 
ствует 

lim } (x) = f (xp — 0). 
Xa» х.-0 
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Аналогично, если x > Xp, то существует 

lim f(x) =f (% + 0), 
х-хо--0 

причем оба предела конечные в силу ограниченности функции, а так 
как | (х — 0) ==} (x) + 0) (x9 — точка разрыва), то имеем разрыв пер- 
вого рода. 

355. Доказать, что если функция | (x) определена и монотонна 
на сегменте [а, 6] и в качестве своих значений принимает все числа 
между / (а) и] (5), то эта функция непрерывна. 
Доказательство. Предположим обратное, т. е. что точка 

Х € la, В] является точкой разрыва. Этот разрыв может быть только 
разрывом первого рода (см. пример 354), а тогда функция ] (x) не мо- 
жет принимать значения между | (x) — 0) и] (xo + 0), что противоре- 
чит условию. Противоречие и доказывает утверждение. 

356. Доказать, что если функция f (x) непрерывна на интервале 
(а, 6) их, Xe, ..., X_, — любые значения из этого интервала, то между 
ними найдется такое число &, что 

(8) = — Ио + Ро) +P ODL 
Доказательство. Пусть т = min {f (хи, М = max {f (x,}. Тогда 

1<#<п I<ign 

m <—— fy) + Fea) + oe Е < М. 
По теореме Коши (cm. 3°) 3 &€ (a, 6) такое, что 

FE) = Ef xy) + Fa) +o ЕН 
357. Пусть f(x) непрерывна на (а, 6) и 1 =limf(x), L =limf (x). 

xa 

Доказать, что какое бы ни было число А, где [< А <, суще- 
ствует такая последовательность х„ а (п = |, 2,...), что lim f(x,) =A. 

пс 

Доказательство. Если ^. = { или A = Г, то утверждение оче- 
видно. Если же A€ (i, Г), то, так Kak limf (x) =/ и limf (x) = Ё су- 

Х-1 

ществуют последовательности {х’} и {x}, сходящиеся к а и такие, 
что Ит}(х’) =. u limf(x,) = L. Выберем число N настолько боль- 

nw» co п» OO 

шим, чтобы f (x1) <A<f(x,) для Ya >N. 
Для каждого п > М по теореме Коши (см. 3°) между числами 

x, ИХ, Эх, такое, что f(x,) = №; следовательно Шт} (х„) = 4, причем 
tla CO 

X,->@, так как ха HW X —а при п—> о. 

$ 7. Обратная функция. 
Функции, заданные параметрически 

1°. Существование и непрерывность обрат- 
ной функции. Если функция y = ] (x) определена и непрерывна 
на интервале (а, 65) и монотонная в строгом смысле на этом интервале, 
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то существует однозначная обратная функция xX = | (и), определен- 
ная, непрерывная и соответственно монотонная в строгом смысле 
на интервале (А, В), где А = lim f()uB= Шт f (x). 

х-а--0 x+b—0 

Под однозначной непрерывной ветвью многозначной обратной 
функции данной непрерывной функции у =} (x) понимается любая 
однозначная непрерывная функция x == д (у), определенная в макси- 
мальной области ее существования и удовлетворяющая в этой области 
уравнению f lg (y)] = у. 

2. Непрерывность функции, заданной пара - 
метрически. Если функции ф (8 иф (1 определены и непрерыв- 
ны в интервале (%, В) и функция ф (1 строго монотонна на этом интер- 
вале, то система уравнений 

x= (ft), y= H(t) 
определяет у как однозначную непрерывную функцию OT X: 

9-=ф(Ф (x) 
на интервале (а, 5), где а = lim 9 (Ффиб = jim ф (0. 

858. Найти обратную функцию дробно-линейной функции 

(ad — bc 0). 

В каком случае обратная функция совпадает с данной? 
Решение. Если функцию представить в виде 

b ad 

y=—+ - £ , c# 0, 
х-- — 

то легко убедиться, что у — строго монотонная и непрерывная функ- 

ция при — © <х<— =. и — = <х< + oo. Следовательно, суще- 

ствует обратная функция — также монотонная и непрерывная. Пусть 

— со <х<——; так как 

. ax-+-b _ а 

И Jim cx а c 

lim 98 “re если —ad + c?b>0; 

х+—.4 — ха -- со, если —ad+ с? < 0, 
с 

а 
то обратная функция существует на интервале (— со, =) или Ha 

a 
интервале (= ‚ ws оо . 

а 
Если — = <х< о, то, так как 

ax-+b _ (too, если — аа-| с*® >0; ,. ax+o 
сх 4 =| р lim ка 

4 0 — со, если —ad + с?6 < 0, х-+ 
_ & 
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обратная функция существует на одном из интервалов (+ + со 

а 
ИЛИ (— со, - | . Следовательно, обратная функция существует, если 

—®<у<— и —<y<-+ oo. Решая уравнение у = a, Ha- 

—dy + 
XONHM, ЧТО X = oy Le ‚ причем, если —d =a, то обратная функ- 

ция совпадает с данной. 
359. Найти обратную функцию x == х (9), если у = x + [x]. 
Решение. Функция непрерывна и строго монотонна при п < 

< х<п |1 (п=0, £1, + 2,...), поэтому существует обратная 
функция — монотонная и непрерывная на интервале [A,, В), где 

А, = (п) =21, В= lim (x-+[x]) = an +1. 
хп-1—- 

Пусть nc x<cn+1. Тогда, полагая х =п- $ OS ¢<cl, получаем 
у=х-+ [х]| =п--Ё4{ п. Отсюда находим, что n+t=y—n, т. е. 
х=и— п, где п <у<2п +1 (п=0, £1, £2, ...). 

360. Показать, что существует единственная непрерывная функ- 
ция y = y (x) (— © <x < + oo}, удовлетворяющая уравнению Кеп- 
qmepay—esiny=x(OCe< |. 

Решение. Пусть и, < yo. Тогда 
~~ 91 

и— 1 = Ya — 1 — (Sin yy — sin ys) = 2|-№ — 

ес sin BOA! > 0, 

так как — 1 < ес <1, а 1 — sin 1 >> 0, т.е. x(y) 

строго монотонно возрастающая функция. А так как x (у) непрерыв- 
ная, то существует единственная непрерывная функция y = y (x), 
удовлетвсряющая уравнению Кеплера. Из того, что 

lim (y—esiny) = — oo, a lim (y—esiny) = + оо, 
y+—oo у со 

вытекает, что функция у = y(x) определена при — со <х< + oo, 
361. Показать, что уравнение ctg x = kx для каждого веществен- 

Horo k(— < << -{ оо) имеет в интервале OM х< л единственный 
непрерывный корень х == x (A). 

| 
Решение. Покажем, что функция k = — Ея строго монотонно 

убывающая на О<х<л. При 0<х<- это очевидно. `Пусть 

-- <x<in Hu A>O такое, что x-+AhA<n; тогда легко показать, что 

ctg(x-+h)  ctgx _ 

x-h x — 

h г. sink . 
= — (ha) sin x sin (x A) x Gt cosxsin (x 1) | <0. 
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Действительно, 
h 

В sin x sin (x + A) <0, 

lim E ae + cos x sin (x + A) ‘x +cosxsinx = 
h-»--0 : 

= + (2x + sin 2x) > 0, 

поэтому ЭН > 0 такое, что при YA Е (0, A) 

+ cosxsin(x + А) > 0. 
sinh 

“в 

Таким образом, на интервале — со << -- со существует един- 

ственная непрерывная функция x = x(k) | интервал для k определя- 

ется из равенств lim Ses — 
х->--0 

362. Может ли немонотонная функция у =f (x) (—- ©<х< 
< -+ 00) иметь однозначную обратную функцию? Рассмотреть пример: 

y= X, если х рационально; 

— х, если х иррационально. 

Решение. Может, если уравнение у = } (x) при каждом фикси- 
рованном y € (— oo, + oo) имеет единственное решение. Предло- 
женный пример функции обладает именно этим свойством; однознач- 
ной обратной является функция 

r= | у, если у рационально; 

— и, если у иррационально. 

363. В каком случае функция у = / (x) и обратная функция х = 
= f' (y) определяют одну и ту же функцию? 

Решение. Очевидно, что прямая и обратная функции совпада- 
ют, если 

= — ©]. 

f (x) =f (2). 
Ho так как f (Г (x)) = x, TO последнее условие принимает следую- 

щий вид: 

f (f (x) =x. 
364. Доказать, что если функция f (x) определена и строго моно- 

тонна на сегменте [a, ] и Ит}(х„) = f(a) (а <х, < 5), то lim x, =a. 
1» CO 

Доказательство. Ясно, что | (x) ограничена. Пусть, на- 
пример, y = } (x) строго возрастает ua [a, 6]. Тогда существует обрат- 
ная функция х = Г ' (y) — также ограниченная и строго возрастаю- 
щая. Следовательно, существует конечный 

lim x= Ш Г) =o. 
(хп)! (a) Е (x,)-+F (a) 
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Очевидно, что а, = а, так как для а >а 

У = f (Ao) > f (a), 

а это противоречит Tomy, что lim f (x,) = | (a). 
N= oo 

Определить однозначные непрерывные ветви обратных функций 
для, следующих функций: 

= х*. 
Решение. Функция у = x? непрерывна на — с < х < 4+ о, 

строго убывает Ha (— oo, 0] и строго возрастает на [0, + со). Поэтому 
на каждом из интервалов существует однозначная обратная функция. 

ак как 

lim = - 00, Шт 2 =0; lim x? =0; lim x2 = + 0, 
х-— со х-——0 х---0 Х-+--со 

то х = — Уу (0 <у< о) их = -+- Уу (0<у< ~~). 
366. y = sin x. 

Решение. Tak как функция непрерывна и монотонна на каждом 

из промежутков —— + Ел <х< > Ал (R=0, +1, +2,..,), 

то на этих промежутках существует непрерывная однозначная 

обратная функция a (y), а так как lim sin х = (— 1) и 
хи 

lim sinx =(— 1)*, TO fo (y) существует Ha сегменте [— 1, I]. 
х+ 5 ло 

Разрешая данное уравнение, находим, что 

x = (— 1) arcsiny + Ал (Е =0, +1, =2, ...); 

—1<у< 1. 
367. Показать, что множество значений непрерывной функции 

y = 1+ Япх, соответствующих интервалу (0 << x << 2m), есть сегмент. 
Решение. Данная функция монотонная и непрерывная Ha сег- 

менте |-—, oie и Шт (sinx+1)=2; lim  (sinx +1) =0, 
2 2 д л 

x > > + 0 x— 7 —0 

поэтому существует непрерывная обратная функция х = Е (y), опре- 
деленная на сегменте [0, 2]. 

. д 
368. Доказать равенство arcsin x + arccosx = —-. 

л . 37 
Доказательство. Имеем — > <aresin x-+ arccos х < -5—, 

с другой стороны, sin (arcsin x + arccosx) = x? + У1— м У1— 43 = |. 
Отсюда следует, что 

. п 
arcsin x -- arccos x = > + 2RI, 

л д Зл 
а так как неравенство — -5- < > + 2Ел < —5`- ВОЗМОЖНО TOJIbKO при 

к =0, то требуемое доказано. 
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869. Доказать равенство 

erctg x ++ arctg — = > senx  (х=20). 

Доказательство. Очевидно, что 

—n<arctgx + arctg—-<n (1) 

и 

sin (aretg x + arctg >) == sin (arctg x) ‹ cos (we a 

+ cos (arctg x) sin (arctg =) = УЕ. У 

a 
+ УЕ — _ И 4 7 J, _ и ], если х>0; 

V +r 1], если х<0. 

Таким образом, arctg x + arctg = = (— lyk son x -+ kn, (x 540). 

Учитывая (1), заключаем, что А = 0, так что требуемое равенство 
доказано. 

870. Доказать теорему сложения арктангенсов 

arctg x -+ arctg у = arctg — У. г. и + гл, 

rye © = e (x, у) — функция, принимающая одно из трех значений: 

9 9 

Для каких значений у при данном значении х возможен разрыв 
функции =? Построить на плоскости Oxy соответствующие области не- 
прерывности функции г и определить значения этой функции в полу- 
ченных областях. 

Доказательство. Имеем 

tg (arctg x + arctg у) = x и , 

tg (arctg и ти — at 

поэтому 

arctg x + агс у = arctg are + en, (1) 

где = — целое. 
Но так как 

|arctg x + arctgy| = | arctg Art +en|< an, 
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x+y л a|arcte $e = |<, то = может допускать только три значения: 

0, 1, —1. Вычисляя косинусы от левой и правой частей равенства 
(1), получим 

—— — = COS et Vita Уи Vite Уи 4. rte | 
|1 — xy 

так что 

СОЕД И. У) 1) _ ley 
Ума -и?) |1 — xy| Ия 

| 
_ | |, если ху< 1; 4 Ху, х>0 

—1, если xy>1. ху<1 6=+1 
6=0 

Следовательно, функция © =e(x, у) тер- ; _ 
1 x 

пит разрыв, если y=—, ге VY x— фик- 
х ° XY >1,x¢0 xy dt 

сированное число. Заметим, что если ge-f 5=/ 
xy<il, то e=0, а при ху>1 e= +] 
(так как = может принимать лишь три 
значения 0, 1, — 1). Рис. 74 

Пусть ху>1 u x>0. Тогда y>O и arctgx>O0, arctgy>0, а 

arctg ————- Ate 7 < 0. В равенстве (1) слева стоит непрерывная положи- 

тельная ” функция, следовательно, и справа должна стоять положи- 
тельная функция, а поэтому ex >> 0, т. е. & = + 1. 

Аналогично, если ху > 1их<0 (и < 0), Toe = — 1 (рис. 74). 
371. Найти ‘функцию у=у(х), заданную уравнениями х == arctg ¢, 

y = arcetg f (— co <t< + oo). В какой области определена эта функ- 
ЦИЯ: 

Решение. Функции arctg Ёи arcctg ¢ непрерывны на всей оси 
и arctg { — строго монотонная, поэтому система определяет у как од- 
нозначную непрерывную функцию от х, причем 

, It bi A 

y = arcctg (tg x) = arcctg (cts (+ — a) => —X, 

где |х|<-5-, так как 

lim arctg¢ = ——, limarctgt = +4. 
t—-»>—oco 2 t-»-|-00 

372. Пусть x =ch?f, y=sht (— < << -+ о). 

В каких областях изменения параметра {переменную и можно pac- 
сматривать как однозначную функцию от х? Найти выражения у для 
различных областей. 
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Решение. Обе функции непрерывны при всех ¢, а ché строго 
убывает при —co<t<0O и строго возрастает при Ох {< + ©, 
поэтому в этих областях Y является однозначной функцией х. А так 

как ch? Е — $82 Е = 1, то P®—y?=luy=4+V—l,y=—Vxr—l, 
причем в обоих случаях | <х<- сю, потому что chf—1 при 
1—Ои сп Ё- -- < при t>+ 0. 

373. Каковы необходимые и достаточные условия того, чтобы си- 
crema уравнений x =ф (д, у=ф (1 (a < Е < В) определяла у как 
однозначную функцию от х? 
Доказательство. Пусть система определяет у как одно- 

значную функцию OT xX, а Х и У — множества значений х и у соответ- 
ственно, если a<t< В. 

Пусть х 6 X — произвольное и ему соответствует единственное 
о € У. Поэтому для всех значений [, удовлетворяющих уравнению 
Хо = Ф (0, функция ф (И принимает постоянное значение, равное Yo. 
Легко убедиться, что условие является и достаточным. 

Пусть для произвольного фиксированного ху и для всех решений 
[ГЕ (a, В) функция 1 (1) постоянна и равна и. Это означает, что для 
каждого x, € Х ставится в соответствие единственное Jy Е У, так 
что система определяет у как однозначную функцию х. 

374. При каких условиях две системы уравнений 

х=Ф(1, y=) (@<1<5) u x= (X(t), y= p(X (9) 

(a< t<B) 

определяют одну и ту же функцию y = и (x)? 
Решение. Система определяет одну и ту же функцию у = и (x), 

если равным значениям х соответствуют равные значения у. Но ра- 
венство значений х в системах обеспечивается равенствами аргумен- 
тов Ёи X (т) и совпадением областей их изменения, так что если Ё = 
= y (т), причем а< [= X% (т) < b приа <t < B, то система опреде- 
ляет одну и TY же функцию. 

$ 8. Равномерная непрерывность функций 

1°. Определение равномерной непрерывности. Функ- 
ция f(x) называется равномерно непрерывной на данном множестве 
(интервале, сегменте и т. п.) Х = {x}, если f(x) определена на Х и 
для каждого = > 0 существует такое 6 =6(&) >0, что для любых 
значений x’, x” € X из неравенства |x’ — х" | < 6 следует неравенство 

Ре) =F" \J<e, 
. Теорема Кантора. Функция ] (x), определенная и не- 

 прерывнам на ограниченном сегменте [а, 6], равномерно непрерывна 
на этом сегменте. 

| 
375. Показать, что функция f(x) = — непрерывна в интервале 

(0, 1), но не является равномерно непрерывной в этом интервале. 

Решение. Функция —— — элементарна, поэтому она непрерывна 
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в области определения. Покажем, что она не является равномерно не- 
прерывной на интервале (0, 1). 

Пусть х’ = — =. Ze 
у п п’ п n-+ Qe n(n +- 2e) 

при N-»>oo, т. е. становится меньше любого положительного числа, 
однако 

—0 Тогда |x, —x,|= 

Ре) F(x) | =|n—n—2e|=2e>e \2>0, 
следовательно, функция не является равномерно непрерывной на 
(0, 1). 

376. Показать, что функция f (x) = sin > непрерывна и ограни- 

чена в интервале (0, |), но не является равномерно непрерывной на 
этом интервале. 

Решение. Ограниченность очевидна, а непрерывность следует 
д . 

из того, что —- и зпу— непрерывные функции своих аргументов. 

2 l 

2n + 1 n(2n + 1) 

при n->oo, в то время как |f(x)—f(x)|=lo>e для Yel. 

Следовательно, f (x) не является равномерно непрерывной. 
377. Показать, что функция f(x) = sin x? непрерывна и ограничена 

в бесконечном интервале — © <х-<-|- со, но не является равно- 
мерно непрерывной в этом интервале. 

Решение. Ограниченность и непрерывность очевидна, а равно- 
мерная непрерывность отсутствует, так как 

ея) — Е(ха)| =12>= (Мв<!) 
9 — Га НЯ 

для М лх, =Упл и x, = VV nn +. -5-, несмотря Ha то, что 

и . | , ” 

Пусть Xn = ——, Xn = . Тогда |х„— хи| = —0 

т 
= 2 —+ 0 при 

Уля -- У 
[1х — х| = | Илл — V nn += 

п oo, 

378. Доказать, что если функция f (x) определена и непрерывна в 
области а < х< + < и существует конечный предел lim (x), TO 

хто 

f (x) равномерно непрерывна в этой области. 
Решение. Из существования предела следует, что для 

¥e>05 Е = E(e) такое, что |} (х’)— 1 (х”) |< для Мх’, ХЕ. 
Фиксируем такое число Е. Так как } (x) непрерывнава < х< E, 

то она и равномерно непрерывна (теорема Кантора), т. е. для любого 
указанного выше =>>0 36 = 6(=) такое, что 

1) —Р(х)| <= Wx, хе, Е 
как только |x’ — х”| < 6. Но так как неравенство |/ (x’) — {(х”) | <= 
справедливо для x’, х”> Е, то оно справедливо для x’, x” >a, 
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удовлетворяющих неравенству |x’ — х”| < 8, так что f(x) равномерно 
непрерывна Ha [а, со). 

379. Показать, что неограниченная функция } (x) = x + sin x рав- 
номерно непрерывна на всей оси — © <хж< + ©. 

Решение. Для произвольного & > 0 имеем 

| F(x!) — F(x”) | = |x — x" — (sin x’ — sinx) |< 

< |x’ <2" | + 2 [sin etd | |5 rte <2|x'—x"|<e 

2 

2 

380. Является ли равномерно непрерывной функция f (x) = x: 
а) на интервале (— J, 1), где { — любое, как угодно большое положи- 
тельное число; 6) на интервале (— со, + oo)? 

Решение. а) На интервале (— J, /) функция равномерно непре- 
рывна, так как для \/= > 0 имеем 

| Fe’) — F(x”) | = | x? — 8 | = | x x" | - x — | cal | x’ — x" |<e 

при |x’ —x"|< > = 56). 

для всех х’и Хх", удовлетворяющих неравенству |x’ — х”| < 6 = 

6) Функция не является равномерно непрерывной, так как при 

Х’ = n+— и x” =n имеем |x’ —x"|= ——->0, когда N—»>oo, а 

, р | 
IF (x) — F(x") | = 2+ 73 

Исследовать на равномерную непрерывность в заданных областях 
следующие функции: 

881. = (-1< < |. ха 

| = 2 >2>e для Ye< 2. 
| 

n2 

Решение. Функция равномерно непрерывна по теореме Кан- 
тора (см. 2°). 

382. f(x)=Inx (0<х< 1). 

Решение. Равномерная непрерывность отсутствует, так как 
рн о и о _ el 

если x) =e", x =e"! то |х. Хи | = Г —0 при n->oo, а 

f(x.) —fFe)|=|—a24+241|/=1>e для Мё<1. 

383. f(x) == (0<х< п). 

Решение. Построим функцию: F (x) =f (x) при О<х<л; 
Е (0) = 1; Е (пм) = 0. Так как функция F (x) непрерывна на сегменте 
[0, п], то по теореме Кантора она равномерно непрерывна на этом сег- 
менте, а следовательно, и на интервале (0, лм). 

384. f(x) =etcos—  (0<4< 1). 
| ” I 

+n = (Qn + 1)n’ Решение. Положим Xx n= Элл more 
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т 

1 

» ” ————weee 

Sr OR iw 9 при noo, a | F (xn) — [(хн)| =е ™ + |xn—%n| = 

+e)" 9. Следовательно, функция не является равномерно 
непрерывной. 

385. | (x) = arctgx(— 00 < x< + о). 
Решение. Функция равномерно непрерывна, так как (см. при- 

мер 370) 
—х” 

| arctg x’ — arctg x”| = | агс = -- р хх 
1 + х’х 

| < ry" | ® <|х—х|< в 

при |х’—х”|<0=а, х’х' > 0. 
386. {(х) = И x 1<х<- о). 
Решение. Равномерная непрерывность следует из того, что 

If (x) — F(x") | =|Vx' —V2" |= ae < |x’ —x"|<e, если | x’— 

—x"|<6=e., 
387. f(x) =xsinxO<x<-+ о). 

9 1 e Го 

Решение. Пусть x, =пл и м=ил--——; тогда | Хв — Хи| = 

| 
= ——0 при п со, а 

[Ав — [65| =|sin пя + =.) ("= +) = 

= | (— 1)" sin = | (пя +=) = г +=) —^ 

при п -— со. Следовательно, |} (Xn) — f (Xp) | >a —e(O<me<n) 
при \/п >> М (=) и функция не является равномерно непрерывной. - 

388. Показать, что функция f(x) = 

на каждом интервале /; = ([—1<х< 0) и Г, = (0<х<!) в отдель- 
ности, но не является равномерно непрерывной на их сумме J, + 
+ 1. = {0<|х|< 1. 

Решение. Очевидно, что f(x) = 

| sin x | 
——; Равномерно непрерывна 

sin x 
‚ если x € Л, и что функ- 

ЦИЯ 

1, если x= 0; 

F(x) ={ f(x), если О<х< 1; 

зп |, если x = 1 

непрерывна на сегменте [0, 1]; поэтому согласно 2° (теореме Кантора) 
является равномерно непрерывной на этом сегменте, а следовательно, 
и на интервале /,. Равномерная непрерывность на J, показывается 
аналогично. 
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На сумме интервалов равномерная непрерывность отсутствует, 
так как для любых х,-—>—0 и х,—--0 имеем |х,—х,|—>0, а 
Е(х) — 1 (— 0) =—1, f(x) >f(+0)=+1 при п- оо. Поэтому 
11.) —F(<)|>2—a(0<a<2) при всех п> М (a), т. е. |[(х,) — 

—1(х”)| не может быть меньше любого = (0<#<2— о). 
389. Для =>0 найти 6 = 6(e) (какое-нибуды), удовлетворяющее 

условиям равномерной непрерывности для функции [(х) на данном 
промежутке, если: 

a) f(x) = 5х — 3 (— © <х<-+ о); 6) f(x) = х*— 2—1 (—2< 

<х< 5); в f(x) =— (0,1<х<1); 0 [2 =Их0 < x< +o), 
д) f(x) = 2 Япх — с0$х (— © <х< о); e) f (x) = xsin— (x0) 

и 1 (0) =0 (0<х< п). 
Решение. а) |f(x’)—f(x")| = 5х — |<, если [х’—х"|< 

<= = 6(e). 

6) Имеем | f(x’) — f(x") | = [1х — 2x’ — 1— x + 2x" +4 1] =| (x' — 
— x")? +(x’ — x") - 2(x”— 1)| < |x’ — x" PP 8х — x" | <e, как толь- 

—— & & 

Ko |x’ — x" |< 41+Vi16+¢e ; = =< 3 (=) 

в) [f(x F(x) |= sr ии 
x" 

Г 
x’ <100- |x’ —x'"|<e, 

если |x’ —x"|< 5 = 5(e). 

г) Положим IVx+A—Vx| = г. Тогда при А >> 0 имеем Их- A— 

—Ух=ь, ИА = Vite, xtA=x+2V xe + 22, A=2V xe-+ 27, 
Amin = &? = 6(2). Это искомое 6(г), Tak как при |x’—x|<6= 2 

имеем | f(x’) —f(x)| =Vx+6—Vx<e¥xE€ [0, + 00). 
д) Имеем lf (х’) — f(x") | = |2(sin x’ — sin x”) — (cos x’ — cos x") | = 

—|4 sin ~~ cos 4 Qsin =” sin ~t* |< 
2 2 2 2 

<6 sin - =” |<’ — |< как только |x’ —x"|<— = 6(2). 

e) Пусть =>0(0<=<л) — произвольное. На сегменте [о, +I 

из неравенства |x’ — x"|< = следует, что | f(x’) —[(х”) |< = < г. 

На сегменте |->, ы имеем 

Га й __ Га ° | и 1 —_ 

ПА) — Ре sin—- — x sin | = 

= x’ sin ит x’ sin — x" sin < 
x’ x' x! x” |S 
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x’ — x" xi + x” 

от OS ати | < 

«я < 1 + =) < в 

< |x’ —x"|- sin [+2 [2 sin 

22 

З- = 
если |x’ —x"l< = 6(e). Таким образом, 

2 

5 (=) =minls, sq}. 

390. На сколько равных между собой отрезков достаточно раз- 
бить сегмент [1, 10], чтобы колебание функции } (x) = x? на каждом 
из этих отрезков было меньше 0,0001? 

Решение. Для произвольного & > 0 имеем 
17 (>) —F(x”) | = | x’? — x"? | — 2х" (x —х") |< 

< х— хе + 20| x’ — x" |<e, 

если 

‘_ x"|<— 10 О == < = 6(e), 
Ix I<—10+ 100 + ¢ 10+V 100 +6 S20 (Е) 

Разобьем сегмент [0, 10] точками x) = 1; x4; №; ...; x, = 10 на п рав» 
ных частей. Тогда длины их равны: 

АХ, — жа (¢= 1,2, ..., п). 
n 

Если на каждом из отрезков [м—1, x,] точки x; и м выберем так, чтобы 

М; = од = sup (f(x), т, = Ра) = inf {F(a}, 
—1,%; x Xj] 

то колебание w, функции | (x) на [м—, x;] удовлетворяет неравенству 

o, = М; — т; < в. 

9 = 
Тогда число п находим из условия Ах; = — < —— = 6, так что 

20 

n> 180e—! и при =! = 10000 n> 1800000. 
391. Доказать, что сумма и произведение ограниченного числа рав- 

номерно непрерывных на интервале (а, 5) функций равномерно непре- 
рывны на этом интервале. 
Доказательство. Достаточно рассмотреть случай двух рав- 

номерно непрерывных Ha (а, 6) функций ] (x) ис (x). Согласно условию 
для Ye > 0 36, (=) таково, что при | x’ — x" | < 6, 

L(x!) — F(x) |< x’, x" € (а, 5); (1) 

3 8, (=) > 0 такое, что при |x’ —x"|<c 6, ¥ x’, x" € (a, 5) 

lg (e')—g x") |<=>. (2) 
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Если |х’—х”| < 6 = min (6,, 6.), то будут выполняться оба неравен- 
ства (1) и (2). 

Тогда равномерная непрерывность суммы следует из неравенства 

F(x) + (x) Ив) < 

< |1) — ("++ 8—2) |< --+--=, 

справедливого для \/х’, x" С (a, 6), если | x’ — x” |< 8. 
Равномерная непрерывность произведения вытекает из того, что 

Fe) ge) —FRY EO) HPO) g(x) — FH) ge") + 

Аа ЕЕ) —& (“+ 

ао) — Ро <Е--+М-, 
если |x’ — x" |< bY x’, х’Е (a, 65), гда L = SUP {f(x~)}, М = 

= SUP 12 (x)}. 

392. Доказать, что если ограниченная монотонная функция | (x) 
непрерывна на конечном или бесконечном интервале. (а, 6), то эта 
функция равномерно непрерывна на интервале (a, 6). 
Доказательство. Из условия примера следует, что сущест- 

вуют конечные пределы 

f(a+ 0) = lim f(x) и ГЫ 0) = lim f (x). 
х-а--0 x+b—0 

Если au $ — конечны, то, полагая } (a) =f (a+ 0) и f(b) =f (66 — 
— 0), получаем непрерывную функцию / (x) на сегменте [а, 6], которая 
является и равномерно непрерывной (см. 2°). 

Если одно из чисела, 6 или оба эти числа равны = oo, то, рассуж- 
дая так, как и при решении примера 378, мы снова убедимся в равно- 
мерной непрерывности функции | (x). 

393. Доказать, что если функция f(x) равномерно непрерывна на 
конечном интервале (а, 6), то существуют пределы А = lim f(x) и 

х-а 

В = lim f (x). 
X-»b—0 

Правильна ли эта теорема для бесконечного интервала (a, 5)? 
Доказательство. Если f(x) равномерно непрерывна на 

(а, 6), то для Ye > 0, 86 = 6 (=) такое, что 

| (<) — [| <= МХ’, x" Е (a, 5), (1) 

если |х’—х”|< 6. Для всех х’и x", удовлетворяющих неравенствам 

|x’ —a| <> и 1 —а|<--, имеем 

, ” , n , 6 0) 
[= аа < фах” —а|< +5 =8 (2) 

при этом справедливо неравенство (1). Следовательно, имеет место 
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критерий Коши для случая, когда x —> а, так что существует конеч- 
ный предел А = Ит / (x). Аналогично доказывается, что при x —> b 

ха 

существует конечный предел В = lim Г (x). 

Для бесконечного интервала, как показывает пример 379, теорема 
не справедлива. 

394. Доказать, что для того, чтобы функцию | (x), определенную 
и непрерывную на конечном интервале (а, 6), можно было продол- 
жить непрерывным образом на сегмент [а, 6], необходимо и достаточ- 
но, чтобы функция |} (x) была равномерно непрерывна Ha интер- 
вале (а, 6). 

Доказательство. Необходимость следует из предыдущей 
задачи. Достаточность вытекает из того, что если существуют ко- 
нечные пределы lim f(x) =Аи lim i (x) = В, то, принимая их в 

х--а Хх=-0— 

качестве значений функции ] (x) в точках аи Ь соответственно, получим 
непрерывную функцию на сегменте, которая является и равномерно 
непрерывной на этом сегменте (теорема Кантора). 

395. Модулем непрерывности функции f(x) на промежутке (а, 5) 
называется функция ®; (6) = sup|f (x1) — #(хэ) |, где х! и х, — любые 
точки из (а, 5), связанные условием |x, — x,|< 6. 

Доказать, что для равномерной непрерывности функции | (x) на 
промежутке (а, 5) необходимо и достаточно, чтобы lim wy, (6) = 0. 

_5-++0 

Доказательство. Необходимость. Пусть lim ©, (6) = 0. Тогда 
б-—--0 

для \/ = >03 6, = 6,(=) такое, что для У 6< 6, о, (5) = зир|{(х!)— 
— f (х2)|<&, Wx, %2 € (а, б) и |х, —х,| <6< 8, а тогда тем бо- 

лее | f (x1) —f (х2) | ЗЕ ¥ ли, x2 Е (а, 6) и | xy — хз | < 81, т. е. f (x) рав- 
номерно непрерывна на (a, 6). 

Достаточность. Пусть f (x) равномерно непрерывна на (а, 65), т.е. 
для /=>036==06(2) такое, что | [(х!) —f (хо) | <= \ль, хо Е (а, 5), 
как только | x; — Хх. |< 6. Но тогда при тех же условиях относительно 
жи X_ имеем в; (6) = sup| [(х!) — [ (хо) | < г, т. е. Jim, 6; (5) = 0. 

396. Получить оценку модуля непрерывности (м, предыдущий 
пример) вида ©; (6) < cd", гдеси а— константы, если 

а) f(x) =23(0<х< 1); 6) fd) =Ух(0<х<аи(а<х< +); 
в) f(x) =sinx-+cosx (0<х<2п). 
Решение. a) о, (6) =sup | f (х1) —[ (хз) | = sup |3 — 43| = 

= sup (|X; — ха | (x? + ах. + 4?)) < 3 sup | х1 — x, | < 38, так как 
[1х1 — хз | < 6. _ 

6) Пусть OS x <a. Аналогично примеру 389, г) имеем | Ух, — 
—УИлхь| <= для Шла, хз 6 [0, а] и | —х| <= =6=6(е), следо- 
вательно, ©; (5) = sup| Их, — Их.| ce = V5. _ 

Если а<х< + о, то при | x; — хз | < 6 имеем в, (6) = зир | Их, — 
— — | 

— Их» | = sup 1 < OV = sup | х1 — хз | < 

в) Пусть Ули, хо Е [0, 2x] и |х, —х.|< 6. Тогда 
2Va- 
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©; (6) = зир | cos x, -- sin x; — cos x, — sin ха | = 
= sup 9 sin “272 eos 1% __ Osin a2 gi Fat Xe — 

2 2 2 2 

= sup 2 sin м , ИЗ: (4 — a) < 

<2V 2sup| sin ие <2V2: + sup |x; —x2|< V 28. 

$ 9. Функциональные уравнения 

397. Доказать, что единственная непрерывная функция f (x) 
(— 00 <I ¥ <0 + о), удовлетворяющая для всех вещественных зна- 
чений x и у уравнению 

ху = Но + НУ, (1) 
есть линейная однородная f (x) = ax, где а = | (1) — произвольная 
константа. 
Доказательство. Функция 

f (x) = ax (2) 
удовлетворяет уравнению (1); остается доказать единственность, т. е. 
что всякая другая непрерывная функция | (x), удовлетворяющая 
уравнению (1), имеет вид (2). 

Полагая в (1) у=х, получаем f (2x) =f (x) + f (x) = 2f (x); далее, 
по индукции устанавливаем, что 

jf (nx) = nf (x). (3) 

Заменяя в (3) x Ha — ‚ имеем 

(+) =F. 
Пусть г — произвольное положительное рациональное число, 

т.е. Г = a ‚ ге ри q— натуральные; тогда 

fy = Р-Р x) = of (= = SF = И. 
Положив в (1) y= x = 0, получим f (0) == 27 (0), так что f (0) = 0. 

Если взять y= —х, то из (1) следует, что f (0) =f (x) +/(—~x) и 
f (— x) = —f (x). Таким образом, для рационального отрицательного 
числа — г (г > 0) имеем f (— rx) = —f (rx) = — rf (x). Следовательно, 
для произвольных рациональных чисел г справедливо равенство 

f (rx) = rf (x). (4) 
Пусть, наконец, @ — произвольное вещественное число. Тогда 

существует последовательность рациональных чисел {г„} такая, что 
limr, =; при этом в силу непрерывности f (x) из равенства } (r,x) = 
Nes co 

= r,f (x) после предельного перехода при п -—> со получаем 

Нах) = af (x). (5) 
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Но так как при x =1 из (5) находим, что f(a) = а} (1) для Yae 
(— со, + 0), т. е. что f(x) =xf(1) для YxE (—oo, +00), To, 
обозначая, f(1) =а, окончательно получим, что | (x) = ах. 

398. Доказать, что монотонная функция f (x), удовлетворяющая 
уравнению (1), есть линейная однородная. 
Доказательство. Очевидно, в условии задачи предпола- 

гается, что функция f (x) определена при — co < x < + oo. Пусть 
Г (x) монотонно возрастает. Kak и в примере 397, показывается, что 
Г (0) = 0 u что } (x) однородная функция на множестве рациональных 
чисел, т. е. что f (rx) = rf (x). 

| 
В силу монотонности для — =~ <*< 

—— f (1) =f (—=] < f (x) <t (=) = —f (1), 

так что 

LF) |< F(). 
Предположим, что f(l)>O0O (если f(1)==0, то f(x)==0 для 

\|х|<-— ‚ а отсюда вытекает, что }(х)=0 при — ® <х<- oo, 

т. е. функция является линейной однородной, причем a =0) и =#>0 
произвольно; тогда 3 N = N(e) такое, что при \п> М 

< 1 (--) == МИ <е 

для \|х|<-—- < Fay = 8®); откуда lim f(x) =0 =f (0). Следова- 
тельно, функция f(x) непрерывна в точке x =O. А тогда 

lim f(y) = lim If (x + 9) — FM) = 0; 

таким образом, функция / (x) непрерывна при всех значениях X, а по- 
этому (см. пример 397) она является линейной однородной. 

399. Доказать, что функция | (x), удовлетворяющая уравнению (1) 
и ограниченная в сколь угодно малом интервале (— &, =), есть линей- 
ная однородная. 

Доказательство. Из равенства (1) следует, что f (0) =0 
и f (rx) = rf (x) для рациональных ги \х. 

Пусть {x,} такая произвольная последовательность, что limx, = 
N=» со 

=0, а {r,} последовательность рациональных чисел, стремящаяся 
к -+ 00 и такая, что 

lim(r,x,) =0, х,=Е0, г, 520. 

Для построения последовательности {г„} достаточно, например, каж- 
дому натуральному п поставить в соответствие рациональное число г„, 
удовлетворяющее неравенству 
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1 
— Гл 3? 

И | ха | у | Xn | 
1 1 М 

lf (x) | = f(s ти, == PUA | < 7, 70 при П-—со. Следо- 

вательно, lim f (x,) = 0 =} (0). Таким образом, f(x) непрерывна при 

при этом |f(r,x%,)|<M для Уп. Тогда 

х= 0, а тогда из соотношения lim[f (x + и) —f (x)] = limf(y) =0 
y-»0 и—0 

следует непрерывность в любой точке, что, в свою очередь, влечет 
за собой (см. пример 397) линейность и однородность функции f (x). 

400. Доказать, что единственная, не равная нулю, тождественно 
непрерывная функция f (x) (— co <x << + oo), удовлетворяющая для 
всех х и Y уравнению 

[ху = F(x) К, (6) 

ёсть показательная f (x) = а”, гдеа = f (1) — положительная постоян- 
ная, а = |. 

t t Доказательство. Положим в уравнении X=—- и y=; 

тогда f(t) = f? (> > 0, так что если f(t) обращается в нуль при 

некотором значении { = xX, то вследствие (6) она была бы равна нулю 
также при [ =х-- у, где у произвольно, т. е. f (f)==0. Таким обра- 
зом, f (7) > 0. 

Предполагая, что f(1) =a>0, положим [(1 = а?®, где g(t) = 
= log, /f (1), следовательно, уравнение (6) запишется в виде a? ty) = 
= а$(“®). gq? т.е. o(x+y)= Ф(х) - Ф(У). А это уравнение типа 
(1} и (см. пример 397) @ (x) = mx или [(х) = a”; но так как | (1) = 
= а, то f(x) = ах. 

401. Доказать, что не равная нулю тождественно функция f (x), 
ограниченная в интервале (0, =) и удовлетворяющая уравнению (6}, 
есть показательная. 
Доказательство. Как и в предыдущем примере, показы- 

вается, что ] (x) > 0 и что если при | (1) = а положить а?) = i (0, 
то ф (1) удовлетворяет уравнению ф (x + и) =ф (x) + @ (y). 

Далее, из ограниченности } (1) в интервале (0, =) следует ограни- 
ченность ф (f) в TOM же интервале (0, =), так что (см. пример 399) 
ф (1 — линейная однородная, откуда, в свою очередь, следует, что 
f (x) =a*. 

402. Доказать, что единственная, не равная нулю, тождествен- 
но непрерывная функция f (x) (0 < x < + oo), удовлетворяющая для 
всех положительных значений х и у уравнению | (ху) = р (x) + f(y), 
есть логарифмическая ] (x) = log, x, где а — положительная констан- 
та. 
Доказательство. Пусть [ (x) — произвольная непрерыв- 

ная при x > 0 функция, удовлетворяющая уравнению ] (xy) = f (x) + 
+ f (9). : 
Если в последнем равенстве положить x == е°, где & = In x, то 
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f (x) = [(#) = 9 (£), причем непрерывная функция ф (Е) удовлетворяет 
уравнению 

Ф(Е- xy) = $ (&) telly) (—o < я<-+ о). 

Поэтому (см. пример 397) она является линейной однородной, т. е. 
p(t) = с& или [(х) =сШх. Так как с ==0 (при c=0 f(x) =0), то 

| 
с шх=с Ша: log, x =logax, если с та=1 или а= ег. Так что 
окончательно имеем 

| (x) = log, x. 

403. Доказать, что единственная, не равная нулю тождествен- 
но, непрерывная функция f (x) (0<х< - <), удовлетворяющая для 
всех положительных значений х и у уравнению 

f(xy) = ГГ, (7) 
есть степенная f(x) = x", где а — постоянная. 

Доказательство. Пусть непрерывная функция f(x) удов- 
летворяет условию (7) при “x > 0. При той же замене переменных, 
что и в примере 402, получим уравнение типа (6): 

Ф (Е - 4) = Feet") = FE) - Ге) = $) o (a). 

Поэтому, предполагая, что ф (&) ==0, получаем ф(&) = а (a> 0) или 

f (x) =а* * = x*, где а = та. 

Задачи и примеры для самостоятельного решения 

Применяя метод математической индукции, доказать следующие неравенства: 
п v 

lnl>n? (n> 2). 2. (Qn— Dl <n! (nd 1). 
1 р п р--1 3 17 _@- 1 pp < n+l) 

D+ 1 О < 
где пи р — натуральные числа. 

4. Доказать, что для любого выпуклого п-угольника имеет место равенство 

Dt" > 3), где D, — число диагоналей. 
п 

5. Доказать, что для любого выпуклого многогранника имеет место соотноше- 
ние n+ В, —Р,„=2, где п— число граней, В„ — число вершин, Р‚ — число 

ребер 
оказать неравенства: 

6. [хх +... ха | < Ипа + ... + x2); 

| 1 
7. (|... +4) (5; +35 + .. +5: > 0% (x, >0; {= 

= |, 2,..., A) 

8. И: (м — 4)? < И: "НИ 2 и. 
1=1 i=] | 
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Вычислить следующие суммы: 
9. 2.21 ... tn-ent. 10. 14-24 -... 14. Ш. 18+ 254 

|... м. 

12. Доказать, что DY R(R+1)... @+т— |= n(n+l)...(n+ 
k=l 

1 

т-ф+1 

++ т), где т — произвольное натуральное число. 
Пользуясь этой формулой, вычислить следующие суммы: 

а) 1. 2-2. 3-3. 4А- --- +n(n+1); 6) 1-2-3+2-3-4-+4+ «++ + 

+ n(n-+ 1) (n + 2); 
в) 1-2-3-4+2-3-4-5+ ... +n(n+1) (n+ 2) (n +9). 

n 
1 у | == 13. Доказать, ad F I)... @ о т | т! 

1 
+1042... @фт+ 

Пользуясь этой формулой, вычислить следующие суммы: 

1 1 1 1 1 

‚ где т — натуральное число. 

... . 6 ... 

о. т Тони: PTs Газа т 
1 

Тео ry’ 
1 1 1 

в) I ee ae er oe n(n+ 1) (n +2) (n+ 8) ° 
14. Решить уравнения: 

а) 1х 11-11 -+1х—11=6; 6) х|х+2|-— 2+ И+ (+ 0х -1=0. 
15. Показать, что если числа 0,3; 0,33; 0,333;... принадлежат множеству А ниж- 

них чисел сечения А, а числа 0,4; 0,34; 0,334;... — множеству А’ верхних чисел, то 
1 

сечение A/A’ определяет рациональное число 3° 

Если © — иррациональное число, TO символом е(по) будем обозначать дробную 
часть числа п, а символом {е(по)} — множество дробных частей чисел па, где 
п = 1,2, ... 

16. Доказать, что 
a) inf {e(na)} = 0; 6) sup {e(na)} = 1. 
17. Найти: 

a) inf f (nV 2)— ( (nV 3) — =)} ; 6) sup ( (nV 2) - ( (nV 3) — 

18. Найти: 

4) inf | (nV 2) =" ‚ бар | (nV 2) =| . 

3—e(n ИЗ) 3—e(nY 3) 

19. Доказать, что 

a) inf {е (п $11? па)} = 0; 6) sup {е (п $1? na)} = 1. 

20. Доказать, что 

a) inf {sin n+. 2sin(V 2n)+3sin(V 3n)} =— 6; 

6) sup {sinn + 2sin(V 2n) +3sin(V 3n)} = 6. 
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Доказать следующие равенства: 

ЕЕ. 21... д. п! 
21. lim = |. 

П-со (n +1)! 
n 

УМЕ... R+m—) 
k=l 

22. li = ‚ где т — натуральное число. 
лю (n+l)... (n +m) m+ 1 

1 1 1 \ 
23. lim ( -+- ———— -+- eee ———— = 1. 

n+oo\ Vn? + 1 У 2 Ут? п] 

Рот... р 
24. lim ewe t= ‚ где р — натуральное число. 

п-со (п -- 1)? р + | 

Указание. Использовать неравенства примера 3. 

п 

. % 1 1 
. = , т — натуральное 

2 nim, k(k-+- 1)... ти т.т! * УР 

число. — 

ЕО... R+m—)) 

26. lim —— =1. 
Noo п 

k=l 

1 а 
27. Пусть % > 0 — произвольно, х„ += (== +- =) (n=0,1,2,...). До- 

x 
п 

® 3 — 

казать, что предел lim хи существует и равен y a. 
пс 

28. Последовательность определяется соотношениями %„.11 = PXn а (n= 

=1, 2, ...) р 5 0, x, — произвольно. При каком условии последовательность {хи} 
сходится? Найти, в случае ее сходимости, предел. 

n+— 
1 

29. Доказать неравенство (1 + =) > é. 

30. Доказать неравенства: 

m , 1 т i 

У пп Е <" (+=) < Уже. 

где O>a> —1. 
31. Доказать неравенства: 

п-т 
(n + 1) e+! — mat! RY? not! — (т — Г]! 

ат < Limt ay < те 

где 0>а> — 1. 
Пользуясь теоремой о существовании предела монотонной и ограниченной по- 

следовагельности, доказать сходимость следующих последовательностей: 

| | | ! 
32а = Иру РЕ rs Ти ° 
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1 1 1 
33. = (1+ в! г) (1+ sar) cee (+ =г)- 

34. Пользуясь критерием, Коши, доказать расходимость последовательности 
1 1 1 

ТТ 5 Ты З 
=], 2, 

35. Пусть а>а>а:>.... > 0. Доказать, что последовательности 

ыы “Там 

ыы. - + 2"a6n, (n= 1,2, ...) 
или обе сходятся, или обе расходятся. 

36. Доказать, что последовательность 

1 1 | 
Ss, = eco — 

п ош + 3 In? 3 + T nin? n 

n—l gn (п = 

сходится при р > Ти расходится при р < 1. 

37. Доказать, что для любой последовательности {ап} (ап > 0 n= 1, 2, ...) 
справедливы неравенства 

__ __ _ a 

<lim Van; 6) fim fa,< tim —. 
a an noo noo пс п 

a) lim 
noo 

Для последовательности xX, (n= 1, 2, ...) найти [ = lim x, и Ё = lim хи: 
П-со п-со 

38. x, =sinn. 39. x, == cos? (п Ул). 

40. x, = зша (пУ 2) + 3с03? п 

41. x, = V 2зш (пу 2) -У 3sin(n V 3) У 5зт (пУ5). 

42. x, = sin? (л Vn? +n) + sinn (см. пример 133). 

43. x, = sin (пзт п). 

sinn 

t-+cosn ° 

45. x, = sin[n(2-+cosnV 2)]. 

46. xX, = sin? (л Vn? + n) - зап + 2зтл. 

44. x, = 

47. Доказать, что в последовательностях {х„} из примеров 38—45 любое число, 
заключенное между lim x, и fim Хи является частичным пределом. 

noo пс 

48. Доказать, что для всякой ограниченной последовательности {х„} и любого 

a> 0 имеет место равенство lim ax, = а lim хи. 
tip OO Tler CO 

49. Найти предел 

1 

lim - 

Определить область допустимых действительных значений х в выражениях: 

ше. yo УЕ OED, 50. y Пе к) у V (x — 2) (x —4) ... (x —2n) 
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52. и= п sin (= - arctg =) . 

Найти пределы: 

ИГ ЗИ — УТ Утя 
53. lim и 5 

x-+0 Vl+2x+x—Y1l+x 

54. lim Va ax я аа — ах x3 
. li — — . 
х-0 Va+x—Va—x 

sin ax — x 
55. lim 

х--0 arcsinx-+x о 

56. lim у cos ax — И cos Bx 

x0 sin? x 

57 im (EAS - Fe) 
x0 m 

stim [У Se!) 
п т / RP 

59. lim у, у 1+ —1] (р — натуральное число). 
пы ПР 

п 
kP x 

60. dim у, sin eH (р — натуральное число). 

61. lim rl (i+ +- ——— “| (р — натуральное число). 
АРНЕ 

п pal 

Найти [= lim f(x) и L = lim f(x), если: 
yon. X=-r0o 
X =» OO 

62. f (x) == sinx-+-cos(xV 2). 63. f(x) = а? sin? ху 2+ 62 соз2 x V3. 

64. f (x) = зи? хУ 2—(1 + sin? x)®. 65. д = (1+--] зи. 

(ety 
2-+ sin* x 

вв. = (1+ =) Чех. 67.19 = 

Построить графики следующих функций: 

И ИИ: 69. ye 2 
И = ВМ 

1 

1 
хИж-х- 1+— Уж — х-1. 71. y= Их! — Ух —х-1. 72. At 

byt me Oxy. 13. а byt me Bxy®, 174. (x2 ур ОТ, 75. а и + xy = 0. 
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76. р=2-{ со$ 4$. 77. ф= (р — 1}. 78. p= 

— 14 — x2 __ 2y?. 

Найти интервалы выпуклости следующих функций: 

ат 79. о = cos 5$. 80. x4 — 

| | 
81. f(x) =— . 82. f(x) = 2. 88. f(x) =V x. 84. F(x) г. 85. f(x) = 

=е*. 86. f (x) = 1пх. 87. f(x) = x8. 88. } (x) =sin x. 89. f(x) =|x|. 

90. Доказать, что если функция f (x) выпукла вниз на [а, 5], то график функции 
f (x), x € (a, 6) лежит не выше хорды, соединяющей точки с абсциссами а и 6. 

91. Доказать, что если функция f(x) выпукла вниз на (а, 5), то для любых 
точек х1, хо, ..., Хр ИЗ (a, 6) и любых чисел 0% №М<1 (=1,2,..., р) и 

р р р 
У A; = 1 выполняется неравенство i> ма) < У, if (x;). 
i=] i=1 i=] 

92. Доказать, что функция / (x) выпукла Ha отрезке [a, b] тогда и только 
x)—f(x 

тогда, когда при х > X%) > a наклон хорды р (Xp, x) = Le I (0) есть  неубы- 

вающая функция OT x при каждом фиксированном Xp. 
93. Показать, что для того, чтобы ограниченная на (а, 65) функция f (x) была 

выпуклой вниз, необходимо и достаточно, чтобы для любой пары чисел ху их, из 
(а, 5) (х < х!) и любого действительного числа д функция f (x) + ых достигала сво- 
ей верхней грани Ha [хо, x,] в одной из точек Xp или х.. 

94. Показать, что если выпуклая вниз на (а, 5) функция f (x) не равна постоян- 
ной, то она не может достигать своей верхней грани во внутренних точках интерва- 
ла (а, 65). 

95. Показать, что если функция f (х) выпукла вниз на (— со, со) и не равна No- 
стоянной, то она не ограничена. 

96. Пусть функция f (x) выпукла вниз на интервале (а, ++ со). Доказать, что 
если существует такая точка с, что функция f (x) строго возрастает на (с, -- 00), то 
lim f (x) = + о. 
X—+>-f 00 

f (x) 
x 

97. Пусть функция f (x) выпукла вниз Ha (a, -- со). Показать, что имеет 

предел (конечный или равный + со), когда х стремится к -|- со. 
98. Пусть функция у = f (x) выпукла вниз и строго убывает на [а, 5]. Пока- 

зать, что обратная функция f—! (у) выпукла вниз на [f (5), F (а). 

99. Пусть интервал ГЕ (0, -- сэ). Показать, что если функция } —} выпук- 

ла вниз на /, то на этом интервале функция xf (x) также выпукла вниз, и наоборот. 
100. Пусть две положительные функции f (x) и g (x) выпуклы на [а, 5]. Предпо- 

ложим, что существует такая точка с 6 [а, 8], что в каждом из отрезков [a, с] и [с, 6] 
обе функции f (x) и g (x) изменяются в одинаковом направлении. Показать, что произ- 
ведение / (x) - g (x) выпукло на [а, 6]. 

101. Доказать неравенства: 

1 п п 

< Пж< У м, 
k=l k=] 

где x>0,0C&<1, G=1,2,..., п). HAH. 

n 

102. Пусть: 1) 0 A,, <1; 2) HA, =1; 3) lim A, = 0 при каждом фик- 
k=! N= Co 
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п 

сированном k; 4) x, > 0 (п =1,2, ...); 5) lim x, =1. Тогда lim Il хм =. 
itor OO п CO k=! 

Показать, что: 

103. е (1-х) = 1 — =! +0 (=?) (x > 1). 

104. (x +1 +0 (x7!))* = ex*® +0 (x*—) (x > 00). 

105. (хе 21)" — O (et *) (x > 0). 

106. а) ec?) =1-Но(х), х-> 0; 6) o(f (x) - g(x) =0(f (x) - О (в (x), x > 0; 
в) o(f (x) - g (x) =f (x) - 0(g (x) (x > 0). 

Исследовать на непрерывность следующие функции: 

Хх — 

107. f (x) =| 
0, если х — иррационально, 

где [x] — целая часть числа Хх. 

[x], если х — рационально; 

108. = (x—[x]). 109. f(x) =]. эт лх. 110. f (x) = ———, если х< 
x 

< 0, f(x) = ‚ ели x>0 4 f (0) = 1. 

1 
11. д = (x? — 1) aretg ——— (x # $1) a f(t I) =0. 

112. Доказать, что выпуклая на интервале (а, 5) функция f (x) непрерывна из 
этом интервале. 

Определить точки разрыва функций и исследовать характер этих точек, если: 

4. 10) =p ote 
1 

113. | (x) = arctg 
хз — 

115. f(x) = arcsin (sin x) - arctg 

1 | 
116. }(х) = Ш arectg —— . ИТ. f(xy) =tg—. 

х 

118. Пусть функция f(x), определенная на интервале /, удовлетворяет неравен- 

ству | = < — a ( (x) +f (y)) для любых хи у из /. Показать, что если } (x) 

ограничена сверху на некотором интервале (a, 5) С 1, то f(x) выпукла вниз на /. 
119. Пусть функция f (x) выпукла вниз на интервале /, а функция & (x) выпукла 

вниз и возрастает на { (/). Показать, что функция g (f (x)) выпукла вниз на /. 
Исследовать на равномерную непрерывность в заданных интервалах следующие 

функции: 

120. f(x) = Vx?+ 1 (— co < x < +00). 

121. f(x) =И xInx. если: a) 1S x< - со, 6) 0<х<1. 

122. f (x) = x%, если: a) 1 <х< +00; 6) 0<х< 1; в) OQ X< +00. 

123. }(х) = SET’ если: a) OS x< +00; 6) —1<х< 0.



Глава ll 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 

ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

$ 1. Производная явной функции 

Основные определения. Пусть функция и = f(x) определе- 
Ha на интервале (a, 5). Разность Ах = х— Xp называется прираще- 
нием аргумента х в точке ху Е (а, 5). Разность Af (Xo) = f (% + АХ — 
— | (Xo) называется приращением функции в точке ху. 

Если существует предел (конечный или бесконечный) 

lim AU Ри) (4х2, 
Ах-+0 A 

то он называется производной (конечной или бесконечной) функции 
| (x) в точке Xp. 

Пределы (конечные или бесконечные) 

, 4 Af (хо) _ 1 

j_ () =m ar | | (хо) = im, 

Af (хо) 
Ax 

носят название соответственно левой и правой производной функции ] (x) 
(конечной или бесконечной) в точке Xp. 

Если функция [ (x) терпит разрыв первого рода в точке Xp, то выра- 
жения 

f (хо + Ax) — f (% — 0) 
F_ (Xo) = lim 

A x->—0 Ax ? 

tie LOO А») — fF (% +9) 
1+ о) =m a 

называются соответственно левой и правой обобщенными производ- 
ными функции | (x) в точке Xp. 

Необходимо помнить, что во всех этих определениях приращение 
Ах стремится к нулю произвольно. 

Приращения Ах и Ay могут быть как сколько угодно большими, 
так и сколько угодно малыми. 

1. Определить максимальное приращение Ах аргумента х и соот- 
ветствующее приращение Ay функции у = Ig x в точке хь == 1, если х 
изменяется от | до 1000. 

Решение. Очевидно, 

Ах = 1000 — 1 = 999, Ди = 15 1000—1551 =3. 
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2. Определить максимальное по абсолютной величине приращение 
1 

Ax аргумента x и соответствующее приращение Ay функции у == 

в точке xX, = 0,01, если x изменяется от 0,01 до 0,001. 
Решение. Имеем 

Ах = 0,001 —0,01 = —0,009, Ay= оо — Е — 99 - 108. 

3. Переменная х получает приращение Ах. Определить прираще- 
ние Ay = Af (x), если: 

а) y=ax-+b, 6) y=ax*+bx+c, в) у=а:. 

Решение. Легко находим: 

a) Ау=а(х + Ах) + b—ax—b=a-Ax; 

6) Ay =a(x + Ax)? + B(x + Ax) + c— ax? — bx —c = 2 (ax+b) X 

x Ax + a (Ax)*; 

в) Ay = a*t4* — ах = q* (a4* — 1). 

4. Найти f’ (1), Г (2) и (3), если f(x) = (x — 1) (x — 2)? (х— 3). 
Решение. По определению производной имеем 

я (1) = lim — 6+4 Па Ая — 2) (1-4 Ax— 3) 
A — 8; Ах-0 x 

п) = lim epee Nerve — 0: 

Ax-»0 x 

я (3) = lim Oras NET ВЕ — 0. 

Ах-0 x 

. , _ _ . х 
5. Найти [ (1), если f(x) =x -+ (x—1{)arcsin | т. 

Решение. По определению производной имеем 

1+ Ах + Ах - arcsin . — 1 
, _ в __ л 

ГО А И 
Следующий пример на доказательство показывает, насколько важна 

произвольность стремления Ах к нулю в определении производной 
функции f (x). 

6. Доказать, что если функция / (x) имеет конечную производную 
и п — натуральное число, то 

Шт (x += )—19|=Р®. (1) 
N=» Co \ 

Обратно, если для функции [ (x) существует конечный предел (1), 
то можно ли утверждать, что эта функция имеет производную? 

Доказательство. По определению производной существу- 
ет предел 

lim 
Ах —0 

f (x + Ах) — f (x) 
Ax ? 
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равный производной [ (x) при произвольном стремлении Ах к нулю. 

Пусть Ax = —. Тогда равенство (1) доказано. 

Обратное, вообще говоря, неправильно, так как подпоследователь- 
HOCTb 

- ] 

=" +-) 5) 
последовательности 

=.) 19! 10, now) 
может иметь предел, в то время как последовательность его не имеет. 

Рассмотрим функцию Дирихле: 

x 1, если х — рационально; 
Хх) = 

() 0, если x — иррационально. 
1 

Поскольку — — рациональное число, то 

п|х (x +—-)—%(9| =0 (2) 

при любом x и п. Тогда lim n | (x + =) #0] =Q. В действи- 
N-» co 

тельности функция X(x) не имеет производной. В самом деле, пусть 
Ё, — последовательность иррациональных чисел, которая при п — со 
стремится к -+ со. Пусть, далее, х — рациональное число. Тогда 

| 
x + — — иррациональное и по определению функции Дирихле имеем 

ь (+=) -*®-=-фь 
а 

lim Е, (x +=)-#6|=—. (3) 
N-»co En 

Сравнивая (2) и (3), приходим к выводу, что обратное утверждение 
неправильно. 

Характерные примеры производной явной функции: 

Ry=(1t+xnV24+ 2 7V34 а. 
Решение. Переписывая для удобства функцию у в виде 

1 1 
2 3 

y=(1+%x)(24+ 27)" (3+ +) 
и применяя правила вычисления производной от произведения и слож- 
ной функции, получаем 

1 1 1 1 

y= ($0042)? Заем + 
1 i 

+(1+9(2+%%)7 + № = 
= (6 + 3x + 8x2 + 4x9 + 24 + 3x5) И? Е RPV B+ OI, 

при этом x~/—3. 

194 



8. y = sin [cos? (tg? x)]. 
Решение. Перепишем у в виде 

у = sin [и (v (x))], 

rie и =cos*v, v(x) = tg® x. 
Берем производную от у как от сложной функции. Имеем 

У’ = с05и (0 (х)) + и, +9); 

так как 
‚ . , 3 tg? x 

и, = — sin 2u, 0, = saa? 

To у’ = — 3cos [с05? (453 x)] - sin (2 tg® x) - tg? x : sec? x. 

9. „Ут У 1 УТ x4. 

Решение. Применяя правило вычисления производной сложной 
функции, получаем 

y= : (4Vi svt) - 
БУ чи ия 

2 

= Тазугя За+угГЕя = 
‚У У ут 

x3 1 
— `—_ 

БУ нии  Уйа+Ит+ oy Уатия 
3 

10. y = In? (sec QV =). 
Решение. Поступая аналогичио проделанному в предыдущем 

примере, находим 

_ 3/- —-2 

у In (sec 2” *). —! sin я ОУ, Эша 

Vs ght Vx 3/- 

= we. In (sec V*) te 

11. yx txt хх, (x > 0). 

Решение. Перепишем у в виде 

yx tering 4 ох" Шх = хех 4 en In Хх. 

7 * 
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Тогда 

х пх 

J реа + 1) tert ета + шум] 

= 1-х (1 - 1х) + x [1+ х* (1 + In.) In x]. 
12 v= arcsin (sin? x) ]@rcte* * 

- Y= | “grecos (cos? x) 

Решение. Применяя тот же прием, что и в предыдущем приме- 
ре, имеем 

arcsin (sin® x) 

arccos (cos? x) , 
— earctes хп 

ae 2 arctg x arcsin (sin? x) 

y= | 1+ x3 | arccos (cos? x) + 

4+ arctg? x arccos (cos? x) sin 2x . arccos (cos? x) 

arcsin (sin* x) V 1 — sin‘ x arccos? (cos? x) 

— arc tg? x arccos (cos? x) arcsin (sin? x) - sin 2x __ 

arcsin (sin? x)  У1— созй x arccos? (cos? x) 

_ arctg x arcsin (sin? x) 

== 2y | 1+ x? arccos (cos? x) + 

4+ arctg? x sin x + sgn (cos x) _ cos x - sgn (sin x) | 

arcsin (sin x) . УТ + sin? x arccos (cos? x) У 1 +- cos? x 

Chane k=0, £1, +2, ...). 

13. Найти производные и построить графики функций и их произ- 
водных, если: 

а) у=|х|; 6) у=х|х|; в у=Шш[х]. 

Решение. а) |x|=xsgnx. Поэтому и’ = sgnx (x #0); 
6) у = х* звпх, И’ = 2х sgn x = 2|x|; 

sgn x 1 
=—, x0. 

|x| x 
в) y=In|x|=In(xsgnx), y = 

Графики для трех случаев изображены Ha рис. 79, а, 6, в. 
14. Найти производные следующих функций: 

a) y=|(x—1)* (e+ 19 в) y = агссоз г; 
6) y= | $134]; г) y = [x] sin? mx. 

Решение. a) Функции (x—1)? и (x +1)? имеют производные 
при всех x. Функция sgn(x-+- 1) имеет производную при х=5=— 1. 
Переписывая функцию и в виде 

y = (x — 1)? (x + 1 sgn (x + 1) 
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и применяя правило вычисления производной от произведения, по- 

у = (< —1)|х- 11| (5х — 1), х=—1. 

лучим 

В точке х = — | рассмотрим отдельно левую и правую производ- 
ные. По определению имеем 

12-Е Ax (ТА 11| _ 9, 

|- (— I) = tim | Ax ’ 

‘(—1) = li | (— 2 + Ax)? (—1 + Ax+ 13| _ 

1+ I) = jim | Ax = 0. 

Ay 
“+ my 

f x 

ТЕХ 

0 x 
yosgox |, 

f Г b 

Итак, f_(—1) =f, (—1) = y’'(— 1) = 90. Поэтому окончательно по- 
лучим 

и = (x? — 1) (5x —1) [x41 
при всех x. 

Аналогично имеем: 

6) у’ = 3sin® x - созх - sgn (sin x) = + sin 2x ‚| sin x|; 

1 ‘(- sgnx\ _ sgn x __ 1 

[хр 1х1 Их — 1 ху —1 
в) у =— 

Vi-+ x- 
(x = 0); 

г) и’ = 2n [x] sin mx ‹ созлх =n [x] sin2nx, где х-ЕЁ, Е — целое 
число. 

Рассмотрим /’(®) н у (К). Имеем 

, tt [k-+ Ах] зи? л (Е -- Ax) _ т; [& + Ax] Ах? _ 

Ys @) =, Jim, Ax 7 on, Ax = 0. 
Но так как и’ (k) = л [Е] sin 2nk = 0, то окончательно получим 

y’ = п [х] sin 2лх 
при всех х. 

1 —х — © <х< 1; 
15. y= (1—5) (2—х при 1<х<2; 

— (2 — x) при 2<x*x< +00, 

при 
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Решение. Функции 1—х, (1 —x)(2—x), — 2-х имеют 
производные в соответствующих областях; поэтому 

— 1 пр —o<x<l; 
у ={2х—3 при 1<х<2; 

] при 2<х< о. 

Найдем теперь левую и правую производные в точках X=1 и 
х = 2. По определению имеем 

’ e 1—1—A F() = tim, Sg = 
Г.) = Jim Ах ==! 

, . 1—2 — Ax) (2—2—A f_ (2) = lim ~ | 

и ы =! 
Таким образом, |*_(1) =f, (1) =Р(/ир (2) =f, (2) =Р@) 

Производную можно записать в таком виде 

— |] при —ocoomx<cl; 

у =\2х—3 при lox <2, 

| пр 2<х< +00. 

16 (eo (x—b)? при agcx«<cb, 

-9= 0 вне отрезка [a, 6]. 

Решение. Как и в предыдущем примере, имеем 

2 (x — a) (x — b)? + 2 (x — 5) (х— а)? =2(х—а) (x —b) & 
-| xX (2х —6—а) при а<х< в 

0 вне отрезка [а, 6]. 

В точках x ='а и х=ф найдем левую и правую производные: 

и -0; ¥, (a) = lim А 0 
аналогично находим й_(5) = у, (6) =0. Поэтому производная окон- 
чательно запишется в виде 

y’ pee (x —b) (2х —а—5) при acx<b, 

() вне отрезка [а, 6]. 

arctg x при |x|< 1; 

17. у =| л х—1 
zy SBA x + т при |х|>1. 
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Решение. Функции arctgx и sen x + <= | имеют производ- 

ные в областях |х|< Ти |х| > 1 соответственно. Поэтому 

Toe при |х|<1; 
1 
= при |х|>1. 

АХ
 

S
 

Puc. 76 

Для вычислепия производной в точках х = +1 рассмотрим отдель- 
но левую и правую производные. Имеем 

arctg (— 1 +49) +—- 

у (—})) = jim | Ax — 

oad АТ. 
= lim Ах arcte СА) 2”? 

. Regn pag ts (i +ar— 4% 
g_(— 1) = lim | т = -} 00; 

SF вап ++ о | 
и. (1) = lim a =>; 

Ах---0 

arctg (1 - Ах) ——- 

g_ (1) = Jim | Ax 2 

Окончательный ответ: 

НЕ пр —1<х<!; 

, > при |x|> 1; 
y=) 

He Cy- 
щест- при х=—1. 

| вует 

Графики у и У’ изображепы на рис. 76, a, 6. 
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[хе я при |х|<1; 

18. И 1 при |х|>1. 
е 

Решение. Функции х*е-* и + имеют производные в облас- 

Tax |х|<Ти |х|>1 соответственно. Поэтому 

о [2хе® (1—5?) при |х|< 1; 

4 -| 0 при |х|>1. 

Найдем односторонние производные в точке х = —1. Имеем 

| 1 

y ([— 1 = lim e ы = 0; 
Ах-+—0 Ах , 

, ; __ 2 e—(—14Ax)? __ pI 

1 (=D = fim и и 
(1 — 2Ax + (Ax)?) (1 + 2Ах — (Аз) о (Аз) —1 _ g 

Ax-+-+0 Ax ° 

Аналогично находим И’ (+ 1) = у (+ 1) =0. 

С учетом проведенных исследований получим 

[2х1 — хе при |х|< 1; 

=| 0 при |х|>1. 

19. Пусть p(x) и (x) — имеющие производную функции от х. 
Найти производную от функции у, если: 

y = logan P(x) (p(x) >0; p(x) >0). 
Решение. Представим у в виде 

In ap (x) 
ino) (ф= 1). 

Тогда, взяв производную OT дроби, получим 

и = pp! Ing—g’g _ op’ Ing—op'piny 
In? @ qrp In? ф у 

20 Найти и’, если: 

а) y=f(x*); 6) у= РИ (>). 
Решение. Шо правилу вычисления производной сложной 

функции имеем: 

а) у’ =f’ (^?) . 2х; 6) у = FP (ПА) - РЕ FO), 
где штрих у функции f означает взятие производной по своему 
аргументу. 

21. Найти j’ (0), если f(x) =х(х— 1) (х— 2)... (x — 1000). 
Решение. По определению производной в точке x = 0 имеем 

Ax-+0 * 

и = 
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22. Доказать следующее правило вычисления производной от 
определителя п-го порядка: 

fir (X) fie (х) ... fin (x) fia (х) [12 (x) ~~. fin (%) 

№... fan (2) - У, Fs (2) Fig 0) 00. Fog (OD 
нь. | .......... 

fn (X) [из (x) coe [ип (x) Frnt (x) fn2 (x) ... [ап (Х) 

Доказательство. Пользуясь определением производной, 
а также свойствами определителя, находим 

[11 (4X + Ах) fig (x + Ах)... fin (x + Ах) 

gree Be |] CERI АИ... МЕТА 
fri (x + Ах) (АХ... fan (% Ах) 

fir (x) fiz (Хх)... fin (X) | 

|) Р2“@)... Fen l(X) 1G = 

ри (xX) fno(X) ~ ++ fan (X) 

fis (x) [12 (x) ... fin (x) 
io in .. Pa oy 7. у iy .. 

= lim fei (x + Ax)—  fra(x + AxY— — fen(x + AX)— | __ 
Ax-»0 Ax — fri (x) — fro (x) ... — frn (x) — 

Г рны1(- Ах) ры + Ax)... fetin(x + Ax) 

АХ fate Ax) ... f(t Ax | 
fir (%) Р@)... Fin (*) 

-») Fai) felt)... fl. 
м. 

ри (X) fro (x) ~~~ fan (%) 

что и требовалось доказать. 
Примеры на нахождение производной функции в точке и ее 

окрестности. 
23. Показать, что функция 

нд = [2 при х=20; 

i O при x=0 

имеет разрывную производную. 
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Решение. По правилу вычисления производной функции име- 
ем при х=2 0: 

- 1 1 ._ 1 1 

x x x x x 

В точке x = 0 по определению производной получим 

1 
2 i —_=> (Ax)? sin Ax , 

f (0) = Tim, Ax = Jim Ах. п = 0. 

Таким образом, можно записать: 

| 
2x sin —- — cos — при x-=<«0; 

FP (x) = 9 (x) = 
0 при х=0. 

Исследуем теперь на непрерывность функцию ф (5х). При x0 
функция Фф(х) элементарна и, следовательно, непрерывна во всей 
области своего определения. Поэтому остается отдельно ее исследо- 
вать на непрерывность лишь в точке х =0. Из определения непре- 
рывности в точке следует, что должно быть 

ф(— 0) =Ф(-+ 0) =$(0), 
где 

ф {= 0) == Jim (2х sin — cos a) 

Ho так как односторонние пределы ф (=E 0) не существуют, то функ- 
ция ф (x) разрывна в точке x == 0. 

24. При ‘каком условии функция ff (x) = x" sin — (x=40) и 

f (0) = 0 
a) непрерывна при x= 0; 6) имеет конечную производную при 

x = 0; в) имеет непрерывную производную при x = 0? 

Решение. а) Из определения непрерывности функции следует, 
что должны существовать односторонние пределы {(—0) и f (+9) 
и должно соблюдаться равенство трех чисел: 

f(— 0) =f (+ 0) =f (). 
Имеем 

| 
+0)= | Ах)” sin ——. 

Ио ney | *y SIN Ty 

Очевидно, данный предел существует и равен нулю лишь при 
п > 0. Поэтому функция f(x) непрерывна в нуле при п> 0. 

6) Для существования конечной производной функции f (x) в точ- 
ке х= 0 должно быть [ (0) = fi (0). По определению односторон- 
них производных запишем 

nein! 
(Ax) sin => i 

, . . n—Il .- Fs (0) = lim, ag = Jim a Sin ge 
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Последний предел, очевидно, существует лишь при п>1 и равен 
нулю. 

Итак, функция f(x) имеет конечную производную в точке x = 0 
при п > |. 

в) Найдем производную f(x) при x=40: 

f’ (x) = nxe—! sin -- — х"—2 cos —. 

Для непрерывности функции @ (x) = } (x) в точке x =0 необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялось условие 

ф(— 0) =Ф(+ 9) = @ (0). 
Очевидно, что при x->+0 числа ф (-Е 0) существуют только при 

п—2>0и равны нулю. С другой стороны, ф(0) при п>2 рав- 
няется нулю. Поэтому функция ф (x) непрерывна в нуле при n> 2, 
т. е. функция f(x) имеет непрерывную производную в этой же 
точке. 

25. При каком условии функция 

. 1 
f(x) = |x|" sin и (x60) и f()=0 (m>0) 

имеет: а) ограниченную производную в окрестности начала коорди- 
нат; 6) неограниченную производную в этой окрестности? 

Решение: а) Найдем производную в окрестности начала ко- 
ординат 

| 
Рад = т] sgnx - sin ae — m| x эх. COS ae (x + 0). 

Очевидно, что |f’ (х)| < со, если n—m—1 >0, откуда n>1+m. 
6) Производная |’ (x) будет неограниченной, если n—1<0 или 

n—m—1<0, откуда п< |1 или п< 1+ т, т. е. достаточно, чтобы 
выполнялось неравенство п<1 | т. С другой стороны, для су- 
ществования производной [’ (0) необходимо иметь п >> 1. Таким обра- 
зом, имеем окончательно условие для п: 

1 << 1-м. 

26. Найти |’ (а), если f(x) = (х— а)Ф(х), где функция ф(х) не- 
прерывна при x = а. 

Решение. Исходя из определения производной, получим 

р (а) = lim Cy seme et) 

Ax-+0 x 

Последний предел существует в силу непрерывности функции 9 (x) 
и равен ф (2). Итак, f’ (а) = Q (a). 

27. Показать, что функция f (x) = | x—a| Q(x), где ф (x) — непре- 
рывная функция и ф(а) ==0, не имеет производной в точке а. 

Чему равны односторонние производные f(a) и f, (a)? 
Решение. Вычислим f(a) и г, (a): 

Г. @) = lim Па + Ая —а| фа А] = + 9 (a), 

= lim ф(а-- Ax). 
Ах-0 
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Но так как ф (а) 520, то функция f(x) не имеет производной в точке 
а (поскольку односторонние производные в этой точке не равны 
между собой). 

28. Построить пример непрерывной функции, не имеющей произ- 
водной в данных точках: а1, ао, ..., Ол. 

Решение. Возьмем функцию 

f(x) =|х—а!||х—а»|... |x—a,|. 

Непрерывность ее очевидна. Однако она не имеет производной 
в точках а:, аз, ..., аи. Действительно, 

| aj + Ax —a,||a; Ах—а»|... | м Ах— |... 

Ах | й (а;) = im о 

. Ах | 
= lim ЧАЯ а —а а —а ece Я, — Qj а, — а: ees Axeto Ах | a, 11], 2 | a, i—1 || 2% i-+1 | 

n 

eee | a, — а, | = + П |a,— ay). 

(ki) 

Итак, [_(@,) Ff, (a), что и требовалось доказать. 

29. Показать, что функция f (x) = 5 | (x=£0) и {(0=0 

имеет точки несуществования производной в любой окрестности 
точки x = 0, но имеет конечную производную в этой точке. Постро- 
ить эскиз графика этой функции. 

Доказательство. Функция х* имеет производную всюду. 
д 

Функция [о имеет производную всюду, за исключением точек 

x=Oux=x%,= ЕТ (Е =0, +1, +2, ...). Поэтому производ- 

вую функции f(x) при х520 и х-2=х, можно найти как производ- 

ную от произведения x? cos | В точках же х=0 их =х, про- 

изводную |’ (x) вычисляем, используя ее определение. Имеем 

cos | 
*(0) = lim = Г (0) = Tim Ax 

(Ax)? 
0, 

т. е. f(x) имеет производную в точке х = 0. Далее, 

2 ? x (2k + 1) 
——_— + as} cos г. 2 ) = lim 21 | 2+ (2k + 1) Ax 

Ах- +0 Ах 

4 . 1 
= lim — | с0$ 

4 |. n (2k + 1) n (2k + 1)\] _ 
= Е 1 Jim ae | п Peet дя — 2 )|= +2. 

п (2k + 1) п (2k + 1) х (2k + 1) 
2 + (5 Роееол— 2 )||= 
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Таким образом, так как для всякого => 0 существует такое 
число Rk, что 

2 
+ I |< 

то точки несуществования производной функции f(x) попадут в лю- 
бую =-окрестность начала координат. 

Эскиз графика функции изображен на рис. 77. 
30. Показать, что функция 

x*, если х рационально; 
i (x) = to если х иррационально, 

имеет производную лишь при х = 0. У] 
ешение. Покажем сначала, что она 

имеет производную в точке х = 0. | 
Из определения производной следует (если \ “Si 

она существует), что ! 

Р (0) = lim LE) | \ ! 
пс En / 

где &,— произвольная числовая последователь- -— a 
ность, стремящаяся к нулю при п-> со. Оце- “2 2 
ним сначала модуль отношения Рис. 77 

|| м | м" 
Так как 

lim|€,| = 0, 
Norco 

TO 

п > n 

Следовательно, 
Г (0) = 0. 

Покажем теперь, что функция f(x) не имеет производной ни 
в одной точке x= 0. 

Пусть x =г— рациональная точка и Ell), Ё2) — последователь- 

ности соответственно рациональных и иррациональных чисел, стремя- 
щиеся к нулю при п-— со. Рассмотрим пределы a, и Ge: 

Ре) фо (в 
= lim a, = lim = 2r, 

tT co gf!) noo Е 

; r+ (2)) __ 72 , _ 2 
аа = lim Г =n = lim = (производная 

й-2>о EN) п->со Е) 

не существует). 
Пусть х = $ — иррациональная точка. Рассмотрим пределы В, и В»: 

=(1) (2) 5+ $ 5 ) 8, = lim f(is+¢,’) —0, в. = lim Fis НЕ 

Nr co (1) N-»oo #2)



Выберем последовательность рациональных чисел ,, стремящуюся 
к $:И,->5; тогда, выбирая в качестве &2) последовательность 1 — $, 
получим 

(2) 
В. = lim ao = lim soy F В (производная не существует). 

Таким образом, 

| если x = 0; 

Г = не существует при x + 0. 

31. Исследовать, имеют ли конечную производную следующие 
функции 

а) |л* —х? | $12 x; 6) у = arcsin (cos x); 

(x-+ 1)? при [x|<1; 

[х| —1 при |x|>1. 

x— | 

ыи- | 4 

Решение. Ilo правилу вычисления производной OT произведе- 
ния имеем 

y! = — 2х зил (n? — x4). ми? х +|n?—2x?|sin2x (|x| em). 
Существование производной функции у в точках x = Ел иссле- 
дуем отдельно. По определению имеем 

, 
ут) = lim a Ua? — (-п-+ 4х): | sin? (—л + Ax] = 0; 

y(n) = lim [2 — (x + 0 т? (л + Ах) = 0. 
Итак, 

у’ =|л? — д? | sin 2x — 2х sin? x . sgn (п? — x?) 

при всех х. 
6) Решаем по той же схеме, что и (а): 

, — sin —sin x . 

у У 1 -— cos? x | sin x | en ( ) (x Ал) 

В точках x = Рл имеем 

у, (Ел) == lim — {arcsin [cos (kn +- Ax)] — arcsin (cos #л)} = 
Ax ->+0 x 

= lim 
Ах- +0 

=: lim (- ПН arcsin| п Ах | __ (Пен lim arcsin | sin Ax | 

Ax Ах- +0 | sin Ax | 

+ {arcsin [(— 1)* cos Ax] — arcsin [(— 1)*]} = 

= im EE (yet tim TEL = (ye, 
= х- 

Следовательно, в точках х == Ал функция не имеет производной. 
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в) Очевидно, что функция имеет конечную производную всюду 
при |х|<Ти |х| > 1. Исследуем существование производной в двух 
точках: х=|[ и х= — 1. Имеем 

о = lim SS 1, 

. (+ Ax—1) (1+ Ax +1) 
y_ (1) = fim | Ax — =]; 

а также 

| ое А (1+ Ant 
94 (—1) = И, Ax = 0, 

y_(—1)= lim И 1+ Ах = 

= lim  (l—Ax—1) = — 
Age —0 

Следовательно, в точке x= 1 функция имеет производную, а 
в точке x = — | -- нет. 

Для функции f(x) найти левую производную f(x) и правую 

производную [| (x), если: 
32. f (x) = [x] sin mx. 
Решение. Функция sinmx имеет конечную производную всюду. 

Функция [x] не имеет производной в точках x=k (Е = 0, £1, 
+2, ...). Поэтому, если x=s4k, то [. (x) = fF) = m4] COS IX. 

В точках x =& по определению производной имеем 
Е. (2) = lim kt Adsin gp) sn _ 

Ах- +0 

[e-+ Ax] (—1)*sinnAx _ |— 1)* xk, 

1—1 2—1. 
== lim 

Ах--+0 Ах 

33. f(x) = х |052 | (x0) f(0)=0. 

Решение. Производная функции f(x), очевидно, может не су- 
д 

ществовать в тех точках, где cos—-=0, а также при x= 0. При 

х=0и A находим 

fi) =f_@) = 
IU л i п. 

=F sgn (cos x e SIN x = 

= (cos 3 + = sin =) sgn (cos = 

Вычислим | (ЗЕЕг) и Е. (= eT ET): Имеем 

д (seer) = lim (rer 
Ax-»+0 Ax 

л (2k + 1) 

2-F (2k ПА] _ 
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= Jim se (acer + Ах) | 53| (РЕ кет 
дхь+0 AX \ 2-1 РОИА 2 

л (28-11 |. | 2 НЫ] быт 
л (2k + 1) m(2k+ 1) ]| _ 

+ Ax)|sin| aoa — 5 | — 
—_ 1 2 Та: m (2k - 1)? Ax _ 
= lim (a + Ax) Ax ПОНИ Ax] |= 

tm (2 ; —ttm le д (2k + 1)? Ax _ 
= im 2k + I + Ax) Jim ax ПВО | > 

2 = экг (2k + I(EN) = > (28+ 1. 
В точке x = 0 получим 

Ах cos д 

im | an = Jim , 008 Fe | (не существуют). 

34. f(x) = V sin x?. 
Решение. При x*=4kn (Е =0, 1, 2, ...) 

, _ __ _*¥ cos x? 
f_(xy=f,@= Ут ° 

Поскольку функция f(x) определена при V 2kn<|x|<V(2k+ пл 
(Е =0, 1, 2, ...), то можно рассматривать только левую производ- 

ную в точках х =) (2Е-+- 1л и только правую производную в точ- 

ках x =У/ 2nk (в точке x =O существует и левая и правая произ- 
водные). Имеем 

f_V@k + 1x) = lim ace V sin (V Qk + lx + Ax)? = 

— lim И — 12 У @k + Гл Ax + (Ах) = — о; 
Ах-—— 

’ УЧЕНИИ . 1 к —= 

| (И 2kn) = im ох У sin (И 2Ел + Ах)? = 

= lim С УЯя ру 2) — wim ae У sin (2 V 2km Ax + (Ax)?) = + о. 

В точке x = 0 получим 
! ; 

Ff’, (0) = lim a И sin (An? = lim АА +1, 
Ax++0 Ax 

x 
35. f(x) = (x = 0), f (0) = 0. 

т. 
Ite” 

Решение. При x0 имеем 
1 1 1 

f_(=f,@=(L+e*) tere (1+ ех)". 
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Вычисляем |, (0): 

1 

0) = lim => Ax _s ey] = lim (1 +e4*)—' =0 i, (0) >40 Ах _ Г ( ] lim +e ) ’ 

о = Jim, | at = 10] =, tim, ет) = 1. 
И: 

36. f(x) = Ит-е*. _ 
Решение. Функция { (и) =Ии имеет конечную производную 

при и>0. Функция и=1 —e-** имеет производную при всех x. 
x2 

Поэтому, если х=2 0, то функция Vi—e-™ имеет производную и 
ее можно найти как производную от сложной функции. Итак, при 
х 2 0 имеем 

om X32 x 

Vi—e-* ° 
h®=f,@=f_w= 

В точке x = 0 находим | (0) u f_ (0): 

, ; 1 =a: 
р, (0) = jim a7Vi-e (Ax) — 

Ах. 1 — e—'4*)? , 1 —е (Ах) 
= Нт J = == lim и = 

Ax -»>+0 Ax (Ax)? Ах +0 (Ax)? = 1. 

37. f(x) =[In|x|| (2520. 
Решение. Пользуясь правилом вычисления производной от 

сложной функции, получим 

Ё (x) = sgn (т]|х|). Tay sene =< sgn (In| x1) (|x| 1). 

В точках x=1 и x= — 1 находим 

р. (1) = lim ae lin} 1+ Ах || = tim et . Jim | In at Ax) 

= =1; 

f,(—1) = и |In|1 + Ax|| = lim 10 — Al _ 

Ax>t0 АХ — Ах--+0 

38. Показать, что функция f(x) = xsin при x30 и [ (0) =0 

непрерывна при x = 0,.но не имеет в этой точке ни левой, ни пра- 
вой производной. 

Решение. Докажем непрерывность функции f(x). Для этого 

найдем f(+ 0) и {(—0:[(=0) = lim Ах. sin —— = 0; по условию 
Ах- +0 x 

209



f(0) =0, поэтому равенство [(- 0) =f(—0)=/ (0) доказывает He- 
прерывность функции f(x) при x = 

Покажем, что в точке х = 0 не существует ни левой (0), ни 

правой } + (0) производной. Имеем 

. 1 . 1 
lim —|Ах. | = lim яп —— (не существует 

дх-»+0 АХ АХ | дхько Ах (He су ует). 
39. Найти обобщенные производные }_(ж) и [ 4 (%) в точках раз- 

рыва X) функции } (x), если: 

| a) Fi) VEE: 9 fo) = arctgtt*; 9) fo) =—. 
l+-ex 

Pew i и 5. 2 Хх =0— точка разрыва первого рода. Найдем 
сначала меем 

Но = tim POE ON — tim Ul 1. 
Ax +40 дх-+0 Ax 

По определению обобщенной производной получим 

У (Ax)? + (Ах) + Ax У (Ax)? + (Ax)3 — | Ax | — 0) = lim = lim 
|. Ах-30 (Ax)? Ах--=0 (Ах)? 

. 1+ Ах— 1 .  VIi-tAx—1 ,. Ax | 
— jim ИРА = lim lim ——- =+—., 

Ах- +0 | Ax | Ax-++0 Ax Ах-> +0 | Ax | 2 

6) x =1 — точка разрыва функции. Находим f (1 + 0): 

f(i +0) = lim larctg =e я = Jim arctg — = = a 

По определению обобщенной производно" получим 

2-- Ах Г, (1) = lim rs к (rete a> atm Е = 

. 1 2 л л 
= Jim ae (arctg — = > = lim a Ах | tg (arctg —- —— = = = 

. 1 Ах 1 

= iim ae 2 = 
в) Аналогично первым двум случаям имеем 

ЕО) =0; {(—0=1; 
1 1 

+ (0) = а Ая г =0; 
1 +e 4* 

1 1 

1+e4* 

Здесь мы воспользовались пределом 

lim ye—lvl = 0. 
у» со 
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40. Можно ли утверждать, что сумма F (x) = f (x) + g(x) не имеет 
производной в точке х = Xp, если: а) функция f(x) имеет производ- 
ную в точке х,, а функция g(x) не имеет производной в точке; 
6) обе функции f(x) и g(x) не имеют производной в точке Xo? 

Решение. а) По определению производной имеем 

Е’ (x ) = lim | (хо + Ax) + & (хо + Ах) — fF (хо) — g (хо) — 

° Ах-0 Ах 

— ин | Fo 4х) — 1 (9, & о + Ax)— g (ж) 
— el Ax + Ах 

Этот предел не существует, так как по условию g(x) не имеет 
производной в Точке ху, т. е. не существует предел 

g (хо + Ах) — g (хо) Ax . lim 
Ax-—+0 

6) Вообще говоря, нет, так как если ф(х) — функция, не имею- 
щая производной, а функция ф(х) имеет производную, то за f (x) 
можно принять (x), а 3a 5(х) =фр— 1; тогда функция F(x) = 
= p(x) + [Ф (x) — tp (x)] = (*) имеет производную. 

41. Можно ли утверждать, что произведение F (x) = f (x) g(x) не 
имеет производной в точке х= х,, если: а) функция f (x) имеет 
производную в точке х, а функция g(x) не имеет производной 
в этой точке; 6) сбе функции f(x) и g(x) не имеют производной 
в точке Xo? 

Решение. а) Вообще говоря, нет. По определению производ- 
ной имеем 

Е’ ко) = lim > Uf (% + AX) & Go + А — Г(ю) в ад] = 
— lim F (хо + Ax) — f (Xo) & (so) + f (x9 + Ax) АЯ — 8 Co) 

Ax-+0 Ax 

Отсюда, в частности, следует, что если функция g(x) определена в об- 

ласти О0<|х— |< 6, [ (хо) = 0, [ee Ее |< м, то F’ (хо} 

существует. Например, f (x) = x; g(x) =|х|, х = 0; тогда F’ (0) = 0. 
6) По определению производная функции F(x) в точке Xp» равна 

Е’ ко) = lim > Uf (хо + Ax) & Go + Ax) — [к в = 
f Ax) — Ax) — (хо + a Ё (хо) + оо Ax) ot = cat 

Она может существовать, например, тогда, когда обе функции He- 

прерывны и g (хо) = 0, f (%o) =0, |g (ж + Ах) — & (%) |< М|Ах{. 
Например, g(x)= |x|; 7 (%) = [х|. 
42. Что можно сказать о производной функции F (x) = [ (с (x)): 

в данной точке X= х., если: а) функция f(x) имеет производную- 
в точке с (хо), а функция g(x) не имеет производной в точке x = 
=X»; 6) функция f(x) не имеет производной в точке &(ж), а g (x): 

= lim E (Xo) 
Ах-0 
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имеет производную в точке ху; в) f(x) не имеет производной в точ 
ке 2 (%) и функция g(x) не имеет производной в точке ху? 

Решение. а) По определению производной имеем 

Е (к) = lim ГА) — Е) _ 
Ах-0 Ах 

— lim f (g (% + Ах)) — fF (g (хо)) . _& (хо + Ах) — g (Xp) 

дх-0  & (0 + Ах) — g (%) Ax 

: f(g (хо ++ Ax)) — Fg (%)) __ __ 

ели И раде Or а IE Ho + АЯ) —8 (|< МАЯ 
то F’ (x9) существует и равна нулю. 

Например, f(x) = х*, g(x) =|x|, х = 0; 

F’(0) = lim 1422 = 0. 
Ах-0 Ах 

6) Аналогичен предыдущему, если потребовать, чтобы 

lim —2 ot 49 2%) _ g 
Ax-+0 Ax | 

Например, f(x) =|х|, g(x) = x7, х = 0. 
в) Предположим, что 

f(g (хо + Ах)) — f(g (%0)) | _ & (% + Ах) — g (хо) 
‘en lim & (% + Ax) —@ (%) sen} im, Ax | 

Тогда F’ (x9) существует, хотя |” (%) и 5’ (хо) не существуют. 

Например, f(x) = 2x+ |x|, g(x) = 2 —x—— |x, Хо = 0. 

Имеем 

Е (0) = lim —L 2 (Ax ——|Ar|) + 2 Ax —+ | Ах [в 
~ Ax»—o АХ 3 3 3 3 ’ 

Е. (0) = lim ax |2 (в А*— в-1 Axl) + 2 Ax —+jax || | =1. 
+ Ax++o АХ | 3 3 3 3 

43. Может ли функция f(x) в точке ее разрыва иметь конечную 
производную, бесконечную производную? 

Решение. Пусть x) — точка разрыва первого рода, такая, что 
Г (хо) существует. Тогда 

F(x) = lim А _ jim Ly 
Ax Ay —0 Ax Ax-—0 

lim [f (9 + Ax) — Г (др = If (% — 0) — fF %o)] - lim = оо 
(о — 0) — f (%) # 0). 

Аналогично 

fi’, (Xo) = Jim РЕГ = [f (хо + 0) — f (X)] - aim ‚Е <, 

если f (х + 0) —}(%) == 0. Как видим, конечной  ронзводной не 
существует. 
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В том случае, когда sgn [f (x, + 0) —f (%)] = — sgn [f (x) — 0) — 
— | (%0)], f_ (Xo) =f, (Xo) = со, т. е. можно говорить о существова- 

нии бесконечной производной в точке Xp. 
Например, f (x) = $еп x. Имеем 

“= | sgn (Ах) — |: J 

i) Avr Ax А ay = 1 5 
‘O) = lim sgn (Ax) — lim Jt 

I ( ) Ая Ах о Ах т >. 

44. Если функция f(x) имеет конечную производную в ограни- 
ченном интервале (a, 5) и limf(x) = со, то обязательно ли: 

х->а 

1) lim f’ (x) = 00; 2) ип (4) |= 00? 
x->a 

Решение. Рассмотрим сначала второй случай. Имеем 

Tim |’ (x) | = Пт 55). F (| > Tim] 45|. tim] Fe | = 
xa x-ra xa f (x) f (x) 

_ Fx 
= +00 + lim) “FE 

(см. пример 72, гл. 1). 

Предположим, что lim Г о = 0. 

Тогда =” 

— | № (х) f* (x) — Fim it | = tim | 2 | = tim | (nF 91)" = 0: 
откуда следует, что lim (In| f (~)|)’ = 0; значит, в окрестности х =a 

функция In|f (x) | ограничена, т. е. функция |f (x)| ограничена, что 
противоречит убловию. 

Таким образом, 

lim 
xa 

f’ (x) 
Fy | 

следовательно, 

Tim| Р 9) | = + 00, 

В первом случае нельзя провести аналогичное доказательство, так 
f’ (x) Kak lim F(x) 

вания lim /’ (x), что и подтверждается примером функции f (x) = 

может не существовать из-за возможного несущество- 

| | 
== -+ cos >’ 

тогда w= = (sins jt | (а = 0), и 

lim—; (sin + — 1) не существует. 

213



45. Если функция f(x) имеет конечную производную в ограни- 
ченном интервале (а, b) и Пт] (х) = с, то обязательно ли 

. х-а 

lim f (x) = со? 
Х= 

Решение. Возьмем ограниченную однозначную и имеющую 
конечную производную функцию х = х(У, которая при y—A стре- 

мится K а, а производная ее х,>0 и монотонно —0 при у— А. 
Рассмотрим обратную функцию у = y (x). Она ограничена и имеет 

конечную производную на (a, 6), причем yy = (ху) '>0. Одна- 
ко ее производная при х—>а стремится к бесконечности, так как 

lim у; = = lim (x4) = + oo. 
Xa 

Таким образом, из lim/’(x)=oco He обязательно следует, что 
ха 

lim f (x) = со. Это подтверждается примером: f (x) = Vx при x0. 

46. Пусть функция }(х) имеет конечную производную в интер- 
Basle (Xp, - со) и существует lim f(x). Следует ли отсюда, что су- 

X-»- 00 

ществует lim f’ (x)? 
X00 

Решение. Рассмотрим ограниченную и имеющую конечную 
производную на (хо, -- со) функцию u(x), не имеющую предела 
производной wu’ (x) на бесконечности, а также две имеющие конеч- 
ные производные Ha (Xp, + со) функции ф (х) и p(x); причем ф(х) > 

>а>0, Итф(х)=-- о, lim ф(х = о, а также lim +. 
х-ь--со х->- со х---со ф 

=С=20, lim =. 
х--со 

Составим функцию f (x) = eee (l<x< + oo). 

Функция 1) 0, HO jim Г (x) = lim | | не су- 
х--Есо x->-+00 , 

a . Up ° ф’ 
ществует, так Kak lim —,--u=0, a lim —~—— не существует. 

X->-f 00 ф 3 X->-f 00 ф 

Рассмотрим пример: — ‚ X= 1. Здесь функции @ (x) = x’, 

p(x) = xX, и = Япх удовлетворяют всем перечисленным выше Tpe- 
бованиям. 

47. Пусть ограниченная функция f(x) имеет конечную произ- 
водную в интервале (х., + со) и существует lim | (x); следует ли 

х---со 

отсюда, что существует lim f(x} конечный или бесконечный? 
х--со 

Решение. Пусть и(х) — ограниченная и имеющая конечную 
и ограниченную производную функция в интервале (ху, ++ со), не 
имеющая предела при х—-- со; Фф(х) — имеющая конечную произ- 
водную в интервале (хо, | со) функция и lim ф (x) = - 00, a 

х--го 
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lim g’ (x) = 0. Таким требованиям удовлетворяют функции: и (х) = 
Ka-w-+-00 

= sinx, cosx и др.; Ф(х) = шх, Vx, Wx u др. 

Рассмотрим функцию f(x) =и(ф(х)). Ее производная |’ (x) = 
=и.Фф, имеет предел 

lim р (x) = lim uy - g, =0, 
x-»-+-00 х--Есо 

a Ити(ф (х)) не существует, так как по условию не существует 
х-ь-- со 

lim u(x). 
х-—--со 

48. Вывести формулы для сумм: 

P(x) = LH 2х Bx? ne, tanxr—l 

Q,, (x) = 17 4 22х + 32x? +... te n2yn—l, 

Решение. Рассмотрим сумму 

f(x) = - ма —(— ых 

Зная, что P,, (x) = f(x), находим 

= хН — х\'_ [(n + 1х" — 1 (x — 1) — xt! + x 

P, (x) = ( х—1 )= (x — 1)? — 

ПН — п-т x (nx —n—1) 1 
(х— 1)? — (х — 1)? (x == I). 

Далее, 

+2 — —_ +1 noo, __ 

Qn (x) = (xP, (x))’ = РЕ” pe tess x—1 

(x 1). 

49. Вывести формулы для сумм: 

S, (x) = зах -- зт2х + ... + sinnx; 

T ,, (x) = cosx + 2с0$2%-- ... +ncosnx. 

Решение. Умножив первое равенство Ha sin-—— 5 ‚ получим 

. 1 S, sin = = |(cs— cos >} + (cos — cos} +... + 

+ (cos “5 *x—cos 24! x х) = =z (cos-g-— cos x). 
2 2 

Отсюда 

соо x 

К (x) = x (sin 7 F о) 
2 sin 7 
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Беря производную от функции S, (x) по x, получаем 

~ x , 29-1 sag ПХ 
, 1 SIN —5~ SIN —— 5 ——— х — sn > 

Ти (х) = $" (Х = x 
2 sin? —- 

50. Вывести формулу для суммы 

S, =chx+2ch2x+ ... +nchnx. 

Решение. Рассмотрим сумму C,(x)=shx-+sh2x-+ ... + 
+ shnx. 

x 
Умножив обе части последнего равенства Ha sh->-, получим 

C,, sh ~ == (#5 — ch) + (ch Fe — ch) + coe ob 
2 °° 9 

2n + 1 2п — | _ i ап. + (ch ох сн" к) == (ch ——. chy) 

отсюда 

ch sate ch 

C,= Xx (x = 0), 
2 sh —- 

S,=C = [и sh > sh (n +- =) х — sh? | (2 sh? +) 

51. Пользуясь тождеством 

cos = cos —— cos —— = sinx S-g €O a °° on = , 

2” sin —— 
оп 

вывести формулу для суммы 

1 x 1 x 1 x 
Sn (х) = в see ob оп > 

Решение. Замечая, что 

S, = — (№ | 05-5 | + In| cos -- se + In| cos =n ) = 

= —{(In sin x ' 

97 sin 
gn 

получаем 

и (х) = 7 ctg a — ctg x. 

52. Доказать, что производная четной функции есть функция 
нечетная, а производная нечетной функции есть функция четная 
(предполагается, что указанные функции имеют конечную произ- 
водную). Дать геометрическую интерпретацию этого факта. 
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Доказательство. Пусть [(х) — четная функция, имеющая 
конечную производную, т. е. f(x) ={(—х). По определению произ- 
водной имеем 

f(—x— Ay) —f(—x) _ oy — tim РА 
POs oe ti 2 

— f(—x—Ax)—fF(—*) _ ig Ия ис 
Пусть f (х) — нечетная функция, 
имеющая конечную производную, 1 * р 
т. е. f(x) = —{(—Ф»). Тогда 

Ро =lim ИС --А —Ро= 1H $0 
Ax+o Ax \ 

! 
= | ——. | — — —A 

jim Ax [— f (—* x)-+ 

. 1 или 

+ f(—~)] = jim = x АК) | wy 

x [fF (—x — Ax) —f (—»)] =f’ (— 4. Puc. 78 

Геометрическая интерпретация. Например, у четной 
дифференцируемой функции угловой коэффициент касательной, про- 
веденной в точке (Xo, }(%)) к графику функции, равен по абсолют- 
ной величине и противоположен по знаку угловому коэффициенту 
касательной, проведенной в точке (— Xo, {(%)) (рис. 78). 

53. Доказать, что производная периодической функции, если 
она существует, есть снова периодическая функция с тем же пе- 
риодом. 

Доказательство. Пусть [{(х = (ХТ). Тогда f(y = 
=} (x-+ Т). Таким образом, если } (x) = p(x), то P(x) =Ф(х-+Т,, 
что и требовалось доказать. 

$ 2. Дифференциал функции 

Определение 1. Функция у=}(х), определенная на интер- 
вале (а, 6), называется дифференцируемой в точке xX, Е (а, 6), если 
приращение ee Af (xo), соответствующее приращению аргумента x, 
может быть представлено в виде 

Af (Xo) = AAx + «Ах, 

где А — некоторое число, не зависящее om Ax, а а — функция аргу- 
мента Ax, являющаяся бесконечно малой при Ax ->0. 

Для того чтобы функция у = f(x) являлась дифференцируемой 
в данной точке xX), необходимо и достаточно, чтобы она имела в этой 
точке конечную производную. 

Формула малых приращений. Для приближенного вы- 
числения дифференцируемой функции в близких к х точках, когда 
} (%) известно, можно пользоваться формулой: 

f (%o + Ах) = Но) НР (ж) Ах, Г (x9) KO. 
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Определение 2. „Линейная однородная относительно Ax 
часть приращения функции у = f (x), взятого в точке Xp Е (а, 6), на- 
зывается дифференциалом данной функции в этой точке и обозна- 
чается символом 4. Таким образом, 

dy (х) = AAx = [ (хо) Ax. 

Если х— независимое переменное, то Ax =ах. В этом случае 
имеем 

dy (хо) = fF (хо) ах. 

Если x = 9 (ft) — дифференцируемая функция от В то dx (6) = 
= q’ (1) dt. Следовательно, 

Ay (хо) = [ (хо) @ (to) at = РФ (t0)] at, 

т. е. первый дифференциал обладает свойством инвариантности от- 
носительно замены аргумента. 

54. Для функции f (x) = $ — 2х + 1 определить: 1) Af (1); 2) df (1). 
Сравнить их, если: Ах = 1; Ах = 0,1; Ах = 0,01. 

Решение. 1) По определению приращения функции в точке 
имеем 

Af (1) = а + Ax) — К = (1 42—21 4 AX) +1 = 
= Ax + 3 (Ax)? + (Ах). 

2) По определению дифференциала в точке имеем 

df (1) =f’ (1) Ах = Ax. 

Сравнение. 

АР) =5 (Ax = 1); df(i)=1 (Ax= 1); 
Af (1) = 0,131 (Ax = 0,1); df(1)=0,1 (Ax =0,]1); 

Af (1) = 0,010301 (Ax = 0,01); df (1) = 0,01 (Ax =0,0i). 

Найти дифференциал функции у, если: 

55. у =—. 

Решение. Пользуясь определением дифференциала, находим 

1 
dy = —-шах (x = 0). 

56. y= Infx + Иж + al. 

Решение. Используя определение дифференциала, находим 

x 
i+ —— 

Ух а aa dx dy = x a)dx = . 
У = «Ува ПЕНИ TO) = узо 

57. Найти 

а) 4 (хе*); 

6) а (arceos TT) . 
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Решение. Согласно определению дифференциала находим 

а) 4 (xe*) = е* (1 + x) dx; 

6) 4 (arecos rE |= =! (тт) = | ах 

у ус" 
_ sgnxdx sgn x dx _ dx 

2V1—x- Ix] Yx—1 хуя!‘ 

Здесь мы воспользовались свойством инвариантности дифференциала 
(см. также примеры 58—61). 

Найти дифференциал функции у (и, 9, w — дифференцируемые 
функции от x), если: 

58. у = ши. 
Решение. По правилу дифференцирования произведения Ha- 

ходим 

dy = 4 (uvw) = ud (vw) + vwdu = и (чаш + wdv) + vwdu = 

= uvdw + ишау -+- vwdu. 
59. y = uv-?. 
Решение. По правилу дифференцирования дроби находим 

dy = vdu—ud(v*) du 2udu 
y= v4 о" 

| 

60, у = (м + 0%) ° 
Решение. По правилу дифференцирования степенной функции 

имеем 
1 3 

dy = аи + 08)? = —-- (шо) За) = 
3 

— 1 ~ 2 _ __ ии 94 ЕР) +4 = — 
61. y= arctg —. 

Решение. Используя свойство инвариантности дифференциа- 
ла, находим 

и | и 

__ 1 оди — иду _ иди — иду 
— ‘+ (5) y2 ~ + © 

62. Naame 

а ae O24 — 2); 9 Tay (=F) 
d(sinx) , d(tgx) . 4 (arcsin x) 

B) а (cos x) > г) а (сх) ’ д) 4 (агссоз x) © 
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Решение. a) Дифференцируя по переменной x*, получим 

а __ d(x) d (x8) а (x9) 
чу") = а “я ав = 

_ а) dl] _ | дз 

Можно находить и по-другому, а именно: 

а _ 903 — 268 —ж) _ 

а =) = ам 
= 1 — 4х3 — 328. 

__ (82 — 1258 — 9x8) dx 
_ 3x2dx 

Аналогично поступаем во всех остальных случаях: 

sin x x cos x — sin x wey a(S) aint 
6) d sinx \ _ x — х — 

а (x?) x d (x?) 2xdx 

xcosx—sinx , 
— 2x3 ’ 

d(sinx) _ cosxdx __ , 

в) d(cosx) — — sin xdx — ctg x; 

dx 

d(tgx) _ ——cos?x a .. 

г) чево ae 8% 
sin? x 

dx 

д) d(arcsinx) = Yl—x 1 
4 (агссоз х) — —dx — 

Vi-—x 

63. В круговом секторе радиус R = 100 cm и центральный угол 
a = 60°. На сколько изменится площадь этого сектора, если: а) радиус 
его R увеличить на | см; 6) угол % уменьшить на 30’? 

Дать точное решение и приближенное решение. 
Точное решение. а) Пусть $ — площадь кругового секто- 

ра. Тогда 

S=— aR*, ASp = qa а (К + AR — К] = 

= as (2RAR + (АЮ)?) = 33,5 (см?) — 

изменение площади сектора по радиусу. 

6) Найдем изменение площади сектора по углу. Имеем 

Аба = 60 Ю*Аа (Aa = — 30’). 

Тогда ; 

Аб = — aor + 30" = — «10° (см). 
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Приближенное решение отличается от точного только в первом слу- 
чае: 

ASR = dS = ‚ 2RdR = 33— — 1 (см). 
-360- 

Заменяя приращение функции дифференциалом, найти прибли- 
женно следующие значения: 

64. 1/1,02. 

Решение. Рассмотрим функцию у = Ух. Вычислим ее произ- 

водную в точке х = 1: и’ (1) =z: 

По формуле малых приращений имеем (Ax = 0,02): 

/T + Ах ИТ Ах — 1,0066.... 

65. sin 29°. 
Решение. Рассмотрим функцию y=sinx. Ее производная 

в точке х = > paBHa УЗ. Тогда по формуле малых приращений 

получим (Ax = — “ar 

обе: [Л n\) oo 2 13 2 _ 
sin 29 vale Te )~* =—-5 a0” = 

1 nV + (1 —SYS) = 0,484... 

66. Доказать приближенную формулу Va? + х=а-- == (а>0), 

где |х| <a’. 
Доказательство. Ilo формуле малых приращений имеем 

Ах — = Иу+ Vy= Wa 

Пусть у = a*. Тогда за Ах можно принять х, так как по усло- 
вию |х| «а? и формула доказана. 

67. Доказать формулу Иа + х=а- = —г @>0, х> 0), где 

2 

O<cr< = 

Доказательство состоит в том, чтобы показать справедли- 
вость неравенства для г. Имеем 

х =—— 1 1 

raat ae Va FE x(a — Va+x+a )= 

Va+x—a x? 

2a (У а? +- х-- а) 7 2а (Иа? + ха)? ° 

221



Отсюда получаем неравенство 

0 < r= x < a 

2a (V a? х- а)? 8а3 ` 

68. Доказать приближенную формулу Ум х=а- Г 

(а> 0), где |х| а". 

С помощью этой формулы приближенно вычислить у 1000. 
Доказательство. Во-первых, заметим, что 

Varta ay/ 

Рассмотрим, далее, функцию f(y) = УУ и вычислим ее производ- 

ную в точке и = 1: [ (1) = —. Используя формулу малых прира- 

щений, получим 

Vitdewl +=, 

и умножая обе части Ha а, получим Полагая здесь Ах = — 
а 

требуемое. 

Для вычисления у 1000 по данной формуле представим У 1000 
в виде 

у 1000 = / 20 — 54 

и положим x = — 24, a= 2, n= 10. 
Тогда имеем 

24 
5 = 1,9955.... 

Примечание. Если а (а #0) есть точное значение измеряемой величины, 
а х — приближенное значение этой величины, то | Aa | = | x —a| называется аб- 

а 
солютной погрешностью, а ба = ГАа| _ относительной погрешностью измеря- 

|a| 
емой величины. 

69. С какой относительной погрешностью допустимо измерить 
радиус R шара, чтобы объем его можно было определить с точнос- 
тью до 1%? 

Решение. Объем шара V = + дз. Пусть | AR|— абсолютная 

погрешность измерения радиуса. Тогда 

AV = у я КЮ + ARP — Е] = -3- лЗА?АА + 3R(AR)* + (АК); 

HO | | <.01, поэтому для |AR| получаем неравенство 

Е BAR 3 (aRy + (аку < 0,01. 
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А 
Вводя обозначение | = бк, усилим неравенство до такого: 

35p + 35% + be < 0,01, 
откуда, пренебрегая членами Sk и 6, получаем бк < 0,0033, т. е. 
бе < 0,33%. 

70. Определить абсолютную погрешность десятичного логарифма 
числа x (x > 0), если относительная погрешность этого числа равна 6. 

Решение. [lo формуле малых приращений имеем 

| Ах 6 
“In 0 хх. = ——— = 0,436. 

In 10 

71. Доказать, что углы по таблице тангенсов определяются точ- 
нее, чем по таблице синусов с тем же самым числом десятичных 
знаков. 

Доказательство. Пусть & — искомый угол и {а =г, a 
В == sina. Тогда главное значение х будет таким: 

а = аг4ег и @а = агсяп В. 

Заменяя в обоих случаях предельную погрешность |Аа| диффе- 
ренциалом, получаем 

|Algx| = | 1 (x + Ax) —lgx| = 

— 1421 сое __l|4bl _ 18| |da| = Ти =cos*a|dz| и |4%|= Via eos a 

Ho по условию |dz|=|dB| (одно и то же число верных 3Ha- 
ков). Поэтому | da| (по таблице тангенсов) <|da| (по таблице си- 
нусов), что и требовалось доказать. 

$ 3. Производная обратной функции. Производная функции, 

заданной параметрически. Производная функции, 

заданной в неявном виде 

1°. Дифференцируемая функция f (x) с необращающейся в нуль 
производной в интервале а < x < $ имеет однозначную непрерывную 
обратную и дифференцируемую функцию х (и) с производной 

Ху — 8 

Ух 
2°. В случае параметрического задания функции 

рой a<t<B, 

y = (2) 
где ф и\р — достаточное число раз дифференцируемые функции. Для 
производных имеем формулы: 

dy № (@! : = (ф’=Е 0); 

4 ы d (47) п’ ’ dy AP) Ve) _ yeep 
ах — dx pdt (ф’)з ; 
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3°. Если у = f (x) — дифференцируемая функция, заданная урав- 
нением 

Е (x, f (x)) = 0, 

то производную /’ (x) можно найти из уравнения 

а 
Fr iF (x, f (x)] = 0. 

72. Показать, что существует однозначная функция у = y (x), 
определяемая уравнением 

У Зу =x, 
и найти ее производную их. 

Решение. Предположим, что существует две действительные 
функции у, (x) и у, (x), удовлетворяющие исходному уравнению, т. е. 

у + Зи: = x, 

¥3 + 34, =x; 

отсюда 

Xi — ¥3 +3 (41 — Ye) =0, 

ИЛИ 

(Y1 — Yo) (И! + уу» + + 3) =0. 
. 2 2 
Так как 91 + уу. + y2 + 3 > 0 при любых x, то из последнего равен- 
ства вытекает 

У1 = Y2- 

Таким образом, данное уравнение имеет единственное действитель- 
ное решение (кубическое уравнение с действительными коэффициента- 
ми имеет три корня, один из которых всегда действительный). 

Существование единственного действительного решения можно по- 
казать также с помощью производной хи: 

x = 3-Е 3? > 0, 

которая ни в одной точке не обращается в нуль, т. е. функция x (у) — 
монотонная. Поэтому существует единственная монотонная дифферен- 
цируемая обратная функция y (x) с производной 

‚ 1 | 

зая. 

73. Показать, что существует однозначная функция у = и (x), 
определяемая уравнением у — € Sin y = x (0 <=—< |}, и найти произ- 

водную Их. 
Решение. Поступая аналогичным образом как и при решении 

примера 72, получаем 

Yi — У — & (sin y, — SiN у2) = 0, 
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ИЛИ 

у, — у — 2е т ии Cos foe =, 

откуда 

_ - Yi — 12 ул + Y2 
| 1 — Yo | = 2e] sin 5 || оз 5 “ау. 

Далее, 

[и — 92| (1 —=) < 0; 

но | —e> 0, поэтому | у, — уз] < 0, т. е. у, = у.. 
Находим производную ух: 

74. Определить область существования обратных функций х = 
= x (9) и найти их производные, если: 

а) и=х-- шх(х >> 0); в y =shx; 

6) у=х--е*; dy = thx. 
Решение. a) Предположив существование двух обратных функ- 

ций x,(y), х2(И), имеем х,—х, = ш-*_; откуда следует x, = Xp. 
x. 

При О<х<-- co имеем — оо <и<+ со. Производная y, = 1+ 
| x+1 ‚ 

+ >= ‚ поэтому х, = _^“__ 
х-1 ° 

6) у; = 1+ e* >0 при всех x. Следовательно, существует одно- 
значная функция x (у) (— © <y < + oo) с производной 

| 
у 1 + е* 

в) Очевидно, — со < уж + 00; y, = ch x > 0 при всех x; поэтому 
обратная функция однозначна и дифференцируема: 

1 

х, = ch x 

, 1 
г) у, = =; >0 при всех x, поэтому обратная функция одно- 

значна и дифференцируема: 

, 1 1 
x = СП x= 1—th*x = 1 — 8 (ly|< 1). 

75. Выделить однозначные непрерывные ветви обратных функций 
x = xX (5), найти их производные и построить графики, если: 

2 

а) у = 2х? —^; .б) у= т; В) у = 2е—* —e™, 

Решение. а) Найдем нули производной и, : у, = 4х — 4х3; 

4х — 4х3 = 0; x, = 0; Хх = 1. 
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В интервалах — ® <х<—1, —1<х<0,0<х<11<х< 

< + co производная И; сохраняет знак; следовательно, функция у 
монотонна в этих интервалах и существуют однозначные ветви обрат- 
ной функции x = x (у) в интервалах — © < у<1и0<уж< 1. Из 
формулы а) имеем 

х = 1 И1— и, 
откуда 

x =V1+VI-y (— vw <y<l); 

%=—V14+Vi-y (—®<у<!} 

x~x=V1I—-Vi-y (O<y<)); 

4 =—V1I—-VI—-y (<y<)). 
6) Производная функции у обращается в нуль при x = 0; при x > 

> 0 — положительна и при х< 0 — отрицательна. Следовательно, 
существуют две однозначные ветви функции Х = x (у) в интервале 0 < 
<y<l. Из формулы 6) получаем 

y y 
Ут, Ум. 

в) Аналогично предыдущим случаям получаем 

y, = — 2e* + 2e-™* =0, 
откуда x = 0. При x < 0 производная y’ > 0; npu x >0у < 0. По- 
этому существуют две однозначные ветви в интервалах O<y<c lu 
— ® < у< 1. Обращая формулу в), имеем 

x =—In(l+Vi—y) (—®©<у< 1, 

x, = п ty ioe (O<y< |). 
Производные имеют вид: 

‚ | ; Г №, an 1 
а) х, = ay? 6) Ху = 5; в) x, = Ie ey 

На рис. 79, a, 6, в построены графики обратных функций для всех 
трех случаев. 

76. Показать, что функция у = и (x), определяемая системой урав- 
нений x = 2Ё- |; y = 5f + 4] ai дифференцируема при # = 0, 
однако ее производная в этой точке не может быть найдена по обычной 
формуле. 

Решение. По определению производной имеем 

5 (At)? + 44! | At | 
У (0 = fim par Tae, 0 

По обычной формуле имеем у, = 10-- 8 |]; x, = 2-+ sgnt(¢ #0), 

т.е. у, = Sea при ¢=0 не существует. 
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Найти производные у, от следующих функций, заданных в неявном 
виде: 

77. и = 2px. 
Решение. Пусть у(х) — дифференцируемое решение этого урав- 

нения. Тогда дифференцируя тождество y*(x)==2px, получаем 

2yy’ ==2р, откуда у’ = PO y+0. 
у 

78. arctg— = ШУ ми. 

ХА 

x Xf — 
Х! 

Х } 

— 

Хи — x. | pee >” ? 

хм 94 0 Гу 
|. — _ 

— 

a д 8 
Рис. 79 

Решение. Пусть у(х) удовлетворяет данному уравнению. Тогда, 

дифференцируя тождество arctg 4.0. == ПИ x? + y? (x), получим 

a 1 yxy 1 ох . 

оо уяри Уля: т 

откуда 

р ху 
y=, (У. 

79. Найти у», если: 
а) р = а (спираль Архимеда); 
6) р =а (1 - с0$ $) (кардиоида); 

в) р =ае"? (логарифмическая спираль}; 
где р, ф — полярные координаты. 

Решение. Поскольку x = р cos Ф, у = p sin ф, то 

_ 4p de 
I = — cos p— p sing; 

, а . а y= мер cose, 
откуда 

ар _ хуи dp _ х’— и 
ах о ’ dx * у 
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Используя эти производные, а также а) — в), получаем 
do dg ‚ oe a) = =a, откуда и, = о = tg (ф + arctg 9); 

dp _ аф ‚ _ aysing—xp 6 => =—а-— sing, откуда у, = axsino-pey — 

3 2m =—cig- (9 #0, pet); 

B) 20 amemo 49. откуда y, = Я — 4 = dx’ y у. = mx—y _ 

| tg(@ + ав), т = 0; 

| —ctgg, m=0 

‚ (Ф==0; pn). 

$ 4. Производные и дифференциалы выеших порядков 

1°. В случае, когда функция f (x) п-кратно дифференцируема, име- 
ют место формулы: 

Pix =f y(n = 2, 3, ...); 
d"f = d(d""f) (n = 2, 3, ...). 

Если x — независимая переменная, TO 

4х = dx = --- =0. 

В этом случае справедлива формула: ty = К” (ах)". 
2. Основные формулы: 

(a*) = а’ ша (а>0); 

(sin x) = sin (x + 7): 

(cos x)” = cos (x + >| 

(v7) = m(m— 1)... (m—n+ 1х" " 

(— 1°! (a= It 
x 

(In x) = 

3. Формула Лейбница. Если и и v,— п-кратно диффе- 
ренцируемые функции, то 

(uv) = я Си (2) yr 

Найти y”, если: 

80. y=xV 1+ x. 
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Решение. Последовательно дифференцируя, находим 

"Та х — 12% | 
y =V +O + eee = ae 

1 

и (122 ' arVT Pet 2c 7 
Ия J — Г 

Зх - 2x3 

3 
(1 + x2)” 

81. y = Inf (x). 

Решение. Последовательно дифференцируя, находим 

y=: y=(+) = РЕ? (> 0) 

Г’ | Р 
Пусть и =ф (x) u v = (х) — дважды дифференцируемые функ- 

ции. Найти у”, если: 
82. y= и. 
Решение. Последовательно дифференцируя, получаем 

у’ = ии’, у’ = (2uu')' = 2 (и? им”). 

83. и=и’ (u>0). 
Решение. Дифференцируя степенно-показательную функцию 

и’, имеем 

у =u! [ши we ). 

Далее, 
a 

yf =|u(v’ Inu + =< }) = wy’ (уши ue )4 
u’v 

) = [ши + 7 ) + 
u’v 

u 
+ ue G Inw + 

12 

+ (и Inu + we. 4+ Aer) 4 2) = w|(o’ nw + ue u2 

2 

) + 
+v"Inu+ 

Пусть f (x) — трижды дифференцируемая функция. 
Найти y” uy”, если: 
84. y = f (x*). 
Решение. Последовательно вычисляя производные, получаем 

ар; of (р) = 2f + 20°F 
y” = 22 2) = 4xf" + Bxf” + 89 = 4x (3f" + 2x°P”), 

где штрих у { означает производную по аргументу х*. 

uu"v -- Quu'v’ — и'Зо 

и? ° 
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85. y =f (е*). 
Решение. Поступая аналогично тому, как при решении преды- 

дущего примера, находим 

ине; уе Lemp 
y" = 4 (exp + cep) = ар ее + Deter + Hp — otf’  зеР + 

+ ep", 
где штрих у {означает дифференцирование по аргументу =”. 

86. Найти у для функции у = e* в двух случаях: 
а) х — независимая переменная; 6) х — промежуточный аргумент. 
Решение. а) По правилу п.1 находим 

dy = 4(е*) = е*ах, 4 = 4 (е*4х) = (e*)” (dx)? = ех (4х). 

6) По определению дифференциала dy = 4 (e*) = e*dx. Дифферен- 
цируя произведение e*dx, имеем 

у = d(e*dx) = е* (dx)? + e*d*x. 

Считая x независимой переменной, найти у, если: 
87. y=V1 42x. 
Решение. Используя определение дифференциала, a также пра- 

вило дифференцирования дроби, находим 

а 
1 

~ 9 
dy =d xdx _ V1 + x? (dx)? — x? (dx)? (1 + x?) 

INV Vises] Г 
(4х)? 

3. 

(1+ x)" 
Пусть |. и о — дважды дифференцируемые функции от переменной 

x. Найти Фу, если: 
88. y = uv. 
Решение. По правилу дифференцирования произведения на- 

ходим: 
dy = d(uv) = иду + иди; 

фу = 4 (udu -+- udu) = диду -- ud*v -- dudv -- vd*u = 

= иа®о +. 2dudv +- vd?u. 

89. y= arctg — . 

Решение. Используя инвариантность формы дифференциала, 
имеем . й 1 и vdu—udv | 

dy = d(aretg =] = (=) 4(-,-) = во 

U 
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2,, оди — иду \ _ (и? -++- и?) d (udu — udo) 
oil и? -|- y2 )= (и? +- y2)2 

2 (udu —udv)(udu-+vdv) — од?и — ud*v 
(и? + 02)? — uz 0? 

__ _2 [шо (du)? — u*dudv + уздиао — uv (dv)"]_— 
(u2 +- v2)2 

Найти производные у, у,., У, от функции у = Y(x), заданной па- 

раметрически, если: 
90. х= 21—йЙ, y= 3t—F. 
Решение. Последовательно дифференцируя, имеем 

, d 3 — 32) dt 3 
Y= Ge = Daa => (1-8 (152 1); 

„ d {3 _ 3 аа-+9 _3 dt _ 3 
i. = eye (1+1|= 2 dx 2 (2—2dt 4(L—# ' 

| dt 

= ( 4(1—4) |+ dx ~ 4 2(1—tdt = 

= nr 23 (¢ = 1). 

91.x=f' (И, у= () —f(d. 
Решение. Дифференцируя последовательно, находим 

d[tf’ (1) —fit при 

= GO) OF 
1 

, a(=-} — 1-4¢ 1. 
а dt М, 

ow (Е? (а РРР 
Ув = dx = Frat = в(Р)з 

92. Пусть функция y = Г (x) — ;ифферуцируемая достаточное 
число раз. Найти производные x’, x", x”, ) обратной функции х = 
= f—' (и), предполагая, что эти производные существуют. 

Решение. Применяя формулу для вычисления производной от 
обратной функции, а также правило вычисления старших производ- 
ных, находим 

J _ 
dx _ 1. м ЧР) _ р. 
Ра Fd? 

( Г РРР ay 
4х _ (f° _ (р — 
dys dy — [ах — 

— РРР ope 
2 Е 170 
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Найти у,, У, Hy, от функции у = у(х), заданной неявно: 

93. x? - у? = 25. 

Решение. Пусть и(х) — трижды дифференцируемое решение 
данного уравнения. Тогда дифференцируя тождество x? + и? (x) ==25 

по x, получаем 2х + 2yy’ ==0; откуда у’ = —— . Далее используем 

правило вычисления с`арших производных с учетом уже имеющего- 
ся значения у’: 

«= (3) „_ ANY y — xy’ md y xit у? 
у — ах =o у? — y? — — уз 

— 25 e = 

и 25 4 75 Г. 75х 

у =(—+} = =—- 450). 

94. Пусть функция f (x) определена и дважды дифференцируема 
при х < ж. Как следует подобрать коэффициенты а, 6 и с, чтобы 
функция 

F(x) = | f(x), если X < Xo; 

a(x —x,)? + b(x—x,) | с, если x>%X, 

была дважды дифференцируема? 
Решение. Для существования первой производной в точке х = 

= ху необходимы и достаточны равенства односторонних производных 
в точке ж непрерывности функции F (x). Поэтому необходимо потре- 
бовать: 

а) f (x9) = с (непрерывность функции F (х)); 

6) lim / я (о). — f_ (Xo) =Ь, т. е. F’(x,) = 0 (существо- 
Ax-+—0 

сание первой производной Ё’ (x,)). 
Далее должно выполняться равенство 

Е’ (ж + Ах) — Е” (м) Е‘ (хо + Ах) — F' (%) _ 
lim lim , 

Ax-+—0 Ax Ax++0 Ax 

о f_(% + Ax) — FL (x9) _ те lim f_ (Xo | (ж — lim 29-8 -8 on 

Ax-»—0 Ax Ах---0 Ax 

(существование второй производной F” (ж)). 
Итак, 

с= (%), b= f(y), а Ё 
Найти производные указанного порядка: 
95. y= ах”. Найти У". 
Решение. Дифференцируя последовательно, имеем: 

у’ — —max—m—l. у" — — та (х—"— —ат (т + 1) х- (т--2). 

у" — ат (т + 1) (x- (n+2))! = —am(m+ 1) (т + 2) х— т). 
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96. y = —^ _. Найти y®. 
Решение. Для удобства вычтем и прибавим в числителе едини- 

цу. Тогда получим 

y=—(1+9)+ = аа“ 
Очевидно, 

й = (ХИ = 81 (1—9 (x 41). 
_ x . (100) 

97. y= УЕ Найти у °. 

Решение. Преобразуем данную функцию к виду, удобному для 
дифференцирования: 

_ 1 i 
5 y=2(1—x) > —(l—x)’ 

После 100-кратного дифференцирования получим 
_201_ 199 

id 197)1! a yin — COM ig т ао 7% = 
197 — (197)!! 399 — x (x< 1). 

2100 ° (1 — x) УТ —x 

98. y= xe. Найти y?%. 
Решение. Здесь удобнее всего воспользоваться формулой Лейб- 

ница. Пусть и = x*?, о= е*. Найдем и’, u’, . Имеем: и’ == 2х, 
= 9, и = ... = ue — 0. Вычислим, далее, “20, 009), 09, ... 
Имеем 0’ = 262, 5" = 40, ..., 00 = 2%) По формуле `Лейбница 
находим 

we = y()y(20) 4. Chott’ ” + Си и yl) — 

21062» 490. 2х. ое 4 20-19 9. one. 

== 270 (x? + 20x + 05 en 
e* 

99. y= . Найти и19. 

Решение. Пусть и = — ‚ = е*; как и в предыдущем примере, 

воспользуемся формулой Лейбница. Тогда получим 
\ (10) 

(+ e*] = © — Cl + 20h —= — 2 Mio 

+2.3. 45%. —2. 3.4. 5Cio ино = 7 — Co + 

а — 9108 +101 mer, (— 1)"Cio —- ar ; 

100. y = xsh x. Найти y"”. 
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Решение. По формуле Лейбница находим 

1100 — xshx + Cioochx = хзНх + 100 сНх. 

Найти дифференциал указанного порядка, считая х независимой 
переменной: 

101. у = х. Найти Фу. 
Решение. По формуле п.1° находим 

dy = Sxtdx; d®y = 2053 (dx)*, ...; 4 = 51 (ах). 

102. у = x cos 2х. Найти dy. 
Решение. По формуле Лейбница получаем 

dy = (— x - 219 cos 2х — Су - 2° sin 2x) (dx)!0 = 
= — 210 (x cos 2x + 5sin 2x) (dx). 

Найти дифференциалы указанного порядка, если и — функция 
от xX, дифференцируемая достаточное число раз: 

103. у = u®. Найти @у. 
Решение. Применим формулу Лейбница к произведению у = 

= ии. Имеем 
0 Ci 4 , 

dy = У Ciod'u - du = 2 Софи. d°~'u + Cio (Фи) = 
i=0 i=0 

== иди + 20dud®u + 90d?ud®u + 240 ии -- 420d*ud*u +- 

-- 252 (d®u)?. 

104. у = пи. Найти Фу. 
Решение. Находим последовательно: 

_ du | _ иди — (du)? 
ау = — и Фу = и? ’ 

и?а (ud*u — (4и)?) — 2udu (ud*u — (du)?) — 
у = us 

| [и (dud*u +- ифЗи — 2dud*u) — Зидиа?и + 2 (4и)з] = 
u 

— 
—5 

= и 3 (u?d?u — 3udud*u + 2 (аи)з). 

105. Найти d?y, у и d*y от функции у = f (x), считая x функцией 
от некоторой независимой переменной. 

Решение. Исходя из определения дифференциалов высших по- 
рядков, имеем 

dy = 4х; d®y =d (f'dx) = [ (dx)? + f'd?x; 

фу = d (f" (dx)? + f’d?x) = р” (dx)? + 2f"dx d?x + f"dxd?x + fid’x = 

= р” (dx) +. 3d®xdxf" + разх; 

Фу = К (dx) г" 3 (ах)? а2х + 3d3xdxf" + 3 (d?x)? fp” + 

+ 3d2x (dx)2p" + Рахаз х-- fidtx = К (dx)* + 6f” (dx)2d2x + 
+- Adxd®xf" +. 3 (d?x)? р’ + fid*x. 
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106. Выразить производные y” и y” от функции у =f (x) через 
последовательные дифференциалы переменных х и у, не предполагая 
х независимой переменной. 

Решение. Используя определение дифференциала, а также пра- 
вило дифференцирования произведения, получаем 

dy = Рах, (1) 

Фу = р’ (dx)? + fid?x, (2) 
ay = f” (ах)? + 3d?xdxf" + f'd®x. (3) 

Из (1), (2) и (3) имеем последовательно 

y =f' = ae 

_ м __ Gy—y'd*x _ dxd’y—dyd*x | 

и=Р= (dx)? — (dx)3 , 

d*y — y'd*x dy Зи — 34 — —* аз 43у — 3d?xdx dz)? qx x 
yf” — р” — (3 — 

[(4х)? Фу — За?хаха?у - 3 (а2х)? dy — dxdyd?x]. 
~ ах 

107. Показать, что функция у = С, с0$ х - С, sinx, где С; и 
С, — произвольные постоянные, удовлетворяет уравнению у” + у = 
— 
— 

Решение. После двухкратного дифференцирования получаем 

y” = —C,cosx—C,sinx =— gy. 

108. Доказать, что если функция f (x) имеет производную п-го по- 

рядка, то [f (ах + 5)" = а" (ах + 6. 
Доказательство проведем по методу математической ин- 

дукции. Имеем, очевидно: 
[f (ax + 5)] = af, 

где штрих у функции ] означает производную по аргументу (ax -+ 65). 
Пусть справедливо тождество 

[f (ax + by) = a"f (ax + 5) (1) 
и требуется доказать, что 

[f (ax ВО = at Fife) (ax + В. (2) 
Дифференцируя (1) no x, получим (2), что и требовалось доказать. 

109. Найти P™ (x), если P(x) = ах" + ах" 4+ -.- tan 

Решение. Дифференцируя последовательно, имеем 

Р’(х) = пах" + (п — 1) ayx"—? + +. + An; 
P" (x) = n(n — ах"? + (n — 1) (n — 2) аж + --. + @а,-5; 

Р® (x) =п(п— 1)... в + age? + 

+ (п 1) (п— 2)... п.- Юм" - ... а. 

235



Положив k = п, находим P™ (x) = nla, 
Найти и”, если: 

_ ax+b 
110. y= ЕЯ 

Решение. Приведем сначала функцию у к виду, удобному для 
дифференцирования: 

b b d 

_a "Ta да, ав \_ 
== а ет а |— 

x — * > —— 

a 1 ad d ЕН exo 
После этого получаем без труда 

т [р 24) (ya fy 9)" y = (6 =) ( 1) («+ =.) nl. 

111. у = 
° x2 — 3x+-2 ° 

Решение. Представляя единицу в числителе в виде 

| == (x —1)— (* — 2) 

и разлагая Ha множители квадратный трехчлен в знаменателе 

x? — 3x +2 = (x — 1) (х— 2), 
получаем 

| 1 

м. 

Дифференцируя y n раз, находим 

у” — (— 1)" nl 1 1 

КОН фт | 
х 

ги 

Решение. Запишем функцию в виде 

1 
3 

== (1 +x) x. 

112. y= 

Производная А-го порядка функции и, (x) = (1+ x) ° равна 

® — (— (++! ... (= +e—-1)a tye 
(1) 

Производную функции у (x) вычислим с помощью формулы Лейбни- 
ца, использовав формулу (1) при k= nu ae =n—l: 

n n— nl- 3n — 2 y? = yx + ny’ ) = (— 1) я x+ 

37 (1+ x? 
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— 1.4... (3—5 „1.4... (3—5 
+1” И" = (И 6—9 (Зи —2) х— 

= tant 
з +" 

38-1 (1+ х)° а-я) 

— 3a (1+ x)) = (— 1)? 4 8—8) ВЕ, 
tn 

st(1 + x)° 

113. y = sin? x. 
Решение. Представляя у в виде 

— + 1 pos 9х 
У a) 

и пользуясь формулой 1.2°, находим 

y™ = —2"" cos (2х + > . 

114. у = sin’ x. 
Решение. Представляя у в виде 

= _Э sin vr — — sin 3x y= 7 snik——| 

и пользуясь формулой п.2 °, получаем 

y =p sin(x + )—3" sin (3x + > . 

115. у = sin ах sin bx. 
Решение. Представляя у в виде 

у= — [cos (a — 6) х— cos (a + 5) x] 
и применяя формулу п.2°, находим 

у" =5|(@— 6)" cos [@—бх+ Z| — (a + by" cos [a+ 6x +2). 

116. у = sin? ax cos bx. 
Решение. Представляя у в виде 

cos bx 

2 

1 — cos 2ax 
y= 5 cos bx = 

и пользуясь формулой п.2°, имеем 

yf) = Hos (ox + FE] — + | (2a + 6)" cos ((2a + 6) x-+ 5 

+. (2a — 6)” cos ((2a — b) x + +)| . 

117. у= sin‘ x + cos* x. 
Решение. Преобразовав у к виду 

1 
y= +L cos 4x, 

— ~- [cos (2a + b) x + cos (2a — b) x} 

=) + 
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получаем 

y™ = 47-1 cos (4х + >| , 

118. у = хсоз ах. 
Решение. По формуле Лейбница имеем 

y™ = xa"cos (ax + +) +. Cha" cos (ax 4. -@ a т = 

= xa" cos (ax -- >) + па?— sin (ax +. +} . 

119. y = x* sinax. 
Решение. По формуле Лейбница получаем 

n— | 
y = x*a" sin (ax +- >) + 2xC,a" sin (ax +35 : + 

n—2 

2 
-- 2С*а”? sin (ax —- п = ха” sin (ax +. >| — 

— 2xna"—' cos (ax + 7} — (п — 1) па"? sin (ax + =) . 

120. y = е* со$х. 
Решение. Представляя функцию COS х по формуле Эйлера, по- 

лучим 
y — > [ett x |. e(l—Z) х|. 

Далее, берем п-ю производную: 

y = [LF drelto «+ (1 — dre 4] = 
“+ 7} 

4 

КИ уе" (++) +(И ayre | 1= 
п 

= 2? e*cos (+). 
__ а-- bx 

121. у= Ш. 

Решение. Взяв производную, имеем 

Г. 2ab a `—1 а —1 

y= (a + bx) (a — bx) =($ +4) + (+—) . 

Продифференцировав функцию y’ (n — 1) раз, получаем 
п у" = (—1)""(n— DI (5 + xy" + (a— 1! '-- <x) = 

5—9 Po et |- 
(a — bx)” (a +- bx)" 

= IO ag + bx)" + (— 1)" (a — bn)". 
(a? — b2x2)” 
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122. y = e*P (x), где P (x) — многочлен. 
Решение. Применяя формулу Лейбница, находим 

y” — У СЁ (e*y"—) (P (xj) — 

k=0 

кт 

У Cra" [Р (xe, п>т; 
| = 

У СР хе", пот, 
` Ё==0 

где т — степень многочлена. 

Найти "у, если: 
123. у = хпех. 
Решение. По формуле Лейбница находим 

nk sk в), х 
d"y = У Crd* (х") 4" (6) = 

k=0 

x pk n—k n—k Е 
=е У Cn (ах) “n(n — 1) (n— 2)... (n—R +1) x" (ах) = 

k=0 

x nw k n—k 
=е (4х) У (Cr)? RIX. 

k=0 
124. Доказать равенства: 

1) [e™ sin (bx + c)]™ = e™ (a? + b2)? sin (bx +c + ng); 

2) [e™ cos (bx ++ c)] =e (а? + 52)? cos (bx +c -+ng), 
a 

и с0$ф = Van 
b 

V а? + 6? 

Доказательство. Умножив левую часть первого равенства 
на 1, сложим произведение с левой частью второго равенства, получим: 

[еах cos (bx + c)] +. [ie sin (bx + с)]® = ef [elt =] = 

п 
— gic (a + bi)"ela+bi) * = (a? + b?) 2 ola+bi) x+ictnip — 

где sing = 

= (a? + 52)? 62% [cos (bx + с + ng) + isin (6x ++ ng)] = 
n n 

= (2? + 62)? е2х cos (bx + с + пф) + i(a? + 2)" et sin (bx + с + пФ). 

Комплексные выражения равны в том и только в том случае, когда 
равны их действительные и мнимые части. Приравняв их между собой, 
убеждаемся в справедливости формул, написанных в условии задачи. 

125. Найти y™ (7 = 1, 2), если: 

а) и! = спах соз bx; 

6) у, = chax sin bx. 
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Решение. Умножим у» на мнимую единицу f и сложим с и; по- 
лучим 

2(х) = и, + iy, = -- [elas x -- e— (a—bi) x), 

Дифференцируя п раз комплекснозначную функцию 2 (x), находим 

2 (x) = at bi)" eat) x 4. (— 1)"(a — bi)” е “|. (1) 

Записав 

atbi= V a + b%e? qg—bi= Уа?- be’?, (— 1)" = ein 

, b a 
где sing = Vine ’ cos ф = VT’ и подставив в (1), полу- 

ЧИМ 
п. 
2 

2(п) ( х) = (a? +e [e2xe! (n@-+-bx) + eax ei (6x—n@-nm)y (2) 

—ах Подставляя в (2) e” = chax + зпах, е “” =ch ах —shax, найдем 
п 

(n) (a? +b) ° i (noo i (nn—no-+-b i (np-+b 200(x) = 5 [ch ax (ef (9+8 4. gf (ил—пФ+5х)) + sh ax (ef (no+bx) — 

n 

2 

— ef (an—n9+bx))] = (a? + {ch ax [(cos (ng + bx) + cos (пл — пф + 

+ bx)) +i (sin (ng + bx) + sin (пл —пф + bx))] + sh ax [(cos(n@ + 

-- bx) — cos (пл — "? + bx) + i (sin (ng + bx) — sin (nn —ng + 

+ bx))]} = (a? + 52) z {ch ax cos (no — >) [cos (ox + +- >) + 

+ isin (bx + “F-)| — shar sin( no— 5) |sin (ox + 4 9“) — 

— icos (ox + 7). 

Отделяя действительную и мнимую части полученного выражения, 
окончательно находим 

y(”) (x) = (a? + 5?) ° * (ch ax COS (ng — >) cos (bx - >) — 

— sha x sin (np —-F} sin (bx + >) ‚ 

y (x) = (a? + pa)? {ch ax COS (ne — < sin (bx + >| + 

+ shax sin (np — >) cos (bx 4. > jj. 
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126. Преобразовав функцию f(x) = $12?х, где р— натуральное 
р 

число, в тригонометрический многочлен f (x) = > A, Cos 2х, найти 
k=0 

fo (x). 

Решение. С помощью формул Эйлера имеем 
ix —ix 2p p 2p 

ору —| _&§ —? =< RAR jikxo—i (2Qp—k) x — sinte x = ( OF = У (— 1) Со»е хе # (2р—к) x — 

k==0 

— Cop -<5- a (5 (— 1)"C3, e2t (kR—p) x + > (— 1) “СЪ e2t (k—p) ‘ |. —- 

=0 =p+l 2 

Во второй сумме, стоящей в скобке, введем новый индекс суммирова- 
ния А’, полагая Е = 2p — k’. При этом, использовав известную фор- 
мулу Ch, = C3", получим 

. | i p—l , —R’ oF ’ 

sin? x= TP (5 еее + У (— 1) CHK et о-в ‚+ 
k=0 k’=0 

—1 
+. Oop — =„- > (— 1)"C5, (2 (kR—p) x -- е— 2 (k—p) " +. 

Q°P 

4 _(— ПР. k + = Г 92p—I Янис, Cos 2 (& — p) x + 3 
Взяв п-ю производную от полученного выражения, находим 

p® (2) =-GPFS (— cha" (b— py" cos| 2 (e— p) x + | = 

= > (— 1)*F°C5,2"- eT! ( — р)" cos E (k—p)x+—— 

127. Найти f(x), если: 
а) f (x) = с0$22х; 6) f(x) = 9т??РНх; в) f(x) = со? Ых, 

где р — целое положительное число (см. предыдущий пример). 
Решение. а) Представляя функцию y(x)=cosx с помощью 

формул Эйлера в виде cosx = > (e'* +. ег“), получим, повторяя 

рассуждения, проводившиеся при решении предыдущего примера: 
р—1 

cos”? x = ——— 5 г 2 Cap cos 2 (# — —p)x-+ 
= 

Дифференцируя полученное выражение п раз, находим 

p—! _ A 

Е” (x) = = C52"?! (k — р)" cos [2 (k— p)x+ Щл | , 

Для вычисления производных 7-го порядка в случаях 6) и в) мож- 
но представить функции в виде 

sin2etly = $1122 x sinx, —С0$2Р-Н x = cos? x cos x 
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и воспользоваться результатами предыдущего и настоящего примеров. 
Читателю будет полезно самому проделать все выкладки, поэтому ог- 
раничимся лишь приведением ответов: 

р _ n 

6) f(x) = BH (Hype О Ch sin | (2p — 2k + 1). + 
k=0 

2?P 
пл ]. 

+ =; 

п P (2p — 2k + 1)” в) f (y= > (СР oe Ср cos! (2p — 2k + Пх-+-5- |. 
k=0 

| 1 /; 1 1 
128. Используя тождество SET = ar | ии }, Ice 

Ka3aTb, что 
(n — 1)” . 

(=r )_ _f sae sin [(n + 1) arectg x]. 

и” 
Доказательство. Возьмем и-ю производную. Переходя к 

тригонометрической форме записи комплексного числа и используя 
формулу Муавра, получим 

| (tt eC) 1 \(a) 
(aa) =r || xi} —( г) |= 

= 1 (— Пи — (— L)"n! = 

21 | x — art (x rr 

(— 1)" nl р. — = г <1 = (1 + 49) (cos (п + 1) +isin(n + 1) 9) — 
n+l 

—(l4+x%) ? (cos(n+1)p—isin(n + 1) 9) = 

_ м sin(n +1, 
(1+ 2) ° 

ф = аге (х НА = > — arctg x = arcctg x, 

что и требовалось доказать. 
Найти /” (0), если: 

129. a) f(x) = xe, 6) f(x) =arctgx; в) f(x) = arcsin (x). 

Решение. a) По формуле Лейбница находим 

Е”) (x) = х?апеах + С19хап-1еах 1. ЭС?ап—2вах, 

откуда 
Е" (0) =п(п— 1) ar. 

6) Непосредственное последовательное дифференцирование затруд- 
нительно, поэтому поступаем следующим образом. Дифференцируя f 
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два раза, получаем 
Го —_ 1 f" __ — 2x __ — 2х} 

Г = 1 + x2’ (lx? 1+ x? 

откуда 

(1 + x?) f” ХР == 0. 
Применяем к полученному тождеству формулу Лейбница (взяв про- 

изводную (п — 2)-го порядка): 

(1 2) + 2 (n — 2) xf + (n — 2) (n— 38) "+ 
4. xf) + 2(n — 2) fo) =0, 

откуда при x = 0 находим 

f (0) = — (n— 1) (n— 2) "200. 
При п четном имеем 

f° (0) =0. 
При п = 2k + 1 получаем 

"ТО (0) = (— 1)* (2k)! (k=0, 1,2, ...). 
в) Применяя тот же прием, что и при решении 6), приходим к тож- 

деству 

(1 — x?) p” — xf’ = 0, 

дифференцируя которое (п — 2) раза с использованием формулы 
Лейбница, имеем 

(1 __ x?) Ги) +. Со (— 2x) feo) __ (n __ 2) (n __ 3) poo?) __ 

— xf) — С! of") = 0, 

откуда при x = 0 получаем 

Г" (0) = (n — 2)*"—® (0). 
Полагая последовательно п = 2, 3,... и принимая во внимание, что 

f (0) = 0, f’ (0) = 1, находим 

f° (0) =0, fF (0) = [(2k— ПИР (R=, I, 2, ...). 
130. a) f(x) =cos(marcsin x); 6) f (x) = sin (marcsin x). 

Решение. Дифференцируя f (x) и возводя обе части найденно- 
го в квадрат, затем дифференцируя полученное еще раз, для случаев 
а) и 6) одновременно находим 

(1—2 — xf! + mf = 0. 
Дифференцируя это тождество (п — 2) раза с помощью формулы 
Лейбница, получим 

(1 — x2) f™ — 2х (п — 2) f — (nn — 2) (n — 8) хо 
__ (n __ 2) {"—2) 4 та") =0, 
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откуда при x == 0 следует 

Г" (0) = [(n — 2)? — т" (0). 
а) 7(0) =1, [Г (0) =0; 

p*) (0) — [(2k __ 2) __ т?] pre?) (0); perry (0) — 0, 

или, окончательно 

f° (0) = (— 1)*m? (т? — 22)... [т — (2k — 2)%]. 

6) [(0) =0; ГР (0) =м; [2 (0) = 0; 
fort) (0) = (— 1)* т (т? — 12) (т? — 32)... [т — (2k — 1)] 

(k= 1, 2, ...). 
131. а) y=(arctgx)?; 6) y = (arcsin x). 

Решение. При вычислении производной n-ro порядка от функ- 
ции у =} (x) с помощью формулы Лейбница получим 

у = У С" (1) 
k=0 

При п четном в сумме (1) Ha четных местах будут стоять произведения 
производных нечетного порядка от функции [ (x), а на нечетных Me- 
стах — произведения производных этой функции четных порядков. 
Если же п — нечетное, то в формуле (1) каждый член суммы содержит 
произведение производной четного порядка функции | (x) на произ- 
водную нечетного порядка этой функции. 

При решении примера 129 показано, что производные четного по- 
рядка функций arctgx u arcsin x в точке x = 0 равны нулю, а их 
производные нечетного порядка в этой точке отличны от нуля. На ос- 
новании проведенного анализа формулы (1) приходим к выводу, что 

om-+1 ; gem 

emt (arctg x) = 0, Anti 
x=0 

(arcsin x)? = 0. 
x=0 

Пусть п = 2m, р (x) = (arctg х). На основании вышеизложенного и 
результатов, полученных при решении примера 129 найдем 

2т 2т 

or (arctg х)* |= У Com (arctg x) (arctg x)?" [о = 
k=0 

т— . . , 

=> Cot (aretg x)T” (arctg ХО |g = 
j=0 

="5 Не ел "т — = 
j=0 

т— 
р 2т (2т— 1)... (2m — 2] . И — 
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m—l 
1 \ т—1 

DLT |) = 
= (— 1) (2m — 1)! У, ( Im ——1 + WT) = 

[=0 

т 
m— 2 

]= 

Символ подстановки |,—0, которым мы воспользовались, означает, что 
значение соответствующей функции берем в точке х = 0. При вычис- 
лении производной 2т-го порядка от функции [ (x) = arcsin® x мож- 
но также воспользоваться формулой (1) и результатом решения приме- 
ра 129. Тогда получим 

фт me! оу 2-1 7 \(2m—2j—I 
т (arcsin х)* | о = = Cot (aresin x)/T" (aresin x\O" 7 |g = 

т— о ; ; 

= У Com [(21— ПИР. (2m — 2j — 3)!/. 
j=0 

Результат можно получить в более компактной форме. Для этого посту- 
паем следующим образом. Обозначим y = (arcsin x)?. Тогда 

arcsin x = ИУ. Дифференцируя левую и правую части этого равен- 
ства по х, имеем 

1 

1 | ~ 2, 

Vina ~~ Ty 1. 
Возводя обе части полученного равенства в квадрат, находим 

(и)? (1 — x*) = 4y. 
Дифференцируя последнее равенство и сокращая левую и правую ча- 
сти полученного на 2%’ == 0, приходим к тождеству, справедливому 
при |х| < 1: 

У (1 — <?) —ху = 2, 
дифференцируя которое п — 2 раза, получим по формуле Лейбница: 

и") (1 — x?) — 2х (n — 2) "И — (n — 2) (n — 3) 9 — 

— xy!) — (n — 2) yf") = 0. 

Полагая в последней формуле x = 0, находим 

/") (0) = (п — 2)? y"—*) (0) (п =3, 4, 5, ...). 

Принимая во внимание, что y (0) = 0, y’ (0) = 0, y” (0) = 2, оконча- 
тельно получим 

yl?) (0) =2. 22.42... (2m — 2)? = 2°"—! [(т — 1)!]2 

(m= 1}, 2, ...). 

Сравнивая этот результат с полученным ранее, убеждаемся в справед- 
ливости тождества 

ы Cot [(2j — Пир [(2m — 2] — 3)! — 92т—1 [(т —_ 1)!]? 

~ (m= 1, 2,...). 
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132. Найти f (а), если f (x) = (x — а)" @ (x), где функция ф (x) 
имеет непрерывную производную (п — 1)-го порядка в окрестности 
точки х = а. 

Решение. Производную (п — 1)-го порядка функции f (x) в 
окрестности точки х == а, вычисленную по формуле Лейбница, можно, 
очевидно, записать в виде 

fe) (x) = nl (х— а) 9 (x) + of(x —a)]. 

При x = a имеем f"—" (а) = 0. По определению производная п-го по- 
рядка функции | (x) в точке x = а равна пределу 

пил № О (a + Ax) — № (а) 
(а) jim Ax 

. 1Ах А А . А 

(в силу непрерывности функции Ф (x) в точке x = а). 
133. Доказать, что функция 

(x) = x sin —, если 4x50; 

0, если x =0 

(п — натуральное число), в точке х = 0 имеет производные до п-го 
порядка включительно и не имеет производной (п + 1)-ro порядка. 

Доказательство. Поскольку lim 1@ —0, то f’ (0) =0. 
x0 

Вычислим с помощью формулы Лейбница (nm — !)-ю производную 
функции f (x) при х=е0: 

n—l i, (R) 

"О (х) = > CR, (хп) FD) (sin +} 
k=0 

n—l 1 
м п-Е-Ы [с ) = \ C,_12n(2n— 1)... (an R42) мен | sin —] 

x 

Производная (п — 1)-го порядка функции sin +. содержит член вида 

1 - | 1 1 
a Sif —— ИЛИ nr cos —— (B зависимости OT того, четное или 

нечетное л). Таким образом, можно записать 

._ | 
x? sin — + % (x), если п нечетное; 

"=. 
x? cos —— -- а. (x), если п четное, 

\ 

Г j= 1, 2 lim 1@) — 9 де aj (x) (j= 1, 2) — такие функции, что im — = 0. 
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Мы показали ранее, что производная функции | (x) при x = 0 cy- 
ществует и равна нулю. Предположим, что производная функции 
(п — 1)-го порядка при х = 0 существует и равна нулю. Тогда 

(2) (п 1: fe—) (x) 
| (0) = lim р 

Га: ._ | a 
lim (x sin — + +} = 0 при п*нечетном; 
х-0 

a 
= } = О при п четном. lim (x cos + 

x20 x 

С помощью метода математической индукции мы показали, что 
f” (0) = 0. Покажем теперь, что } (x) не имеет производной (п + 1)-ro 
порядка при x = 0. При x30 имеем 

| . 1 1 , 
2x sin = — cos—— + a, (x), если п нечетное; 

| ”) (x) =. 1 1 
2х COS — + sin — + a, (x), если п четное, 

\ 

at (x) 
причем a. (х)—>0 при х-—0, а отношения —— ПРи x-> 0 предела 

не имеют. Таким образом, выражение 

a, (x „ 2sin -— + cost + % если п нечетное; 
К”) (x) x x x x 
она | -——— + 4 

xX o 

1 1. 1 Xo (x) 2 cos — + —sin — + —2—., если п четное, 
\ x x xX x 

при x — 0 предела He имеет, следовательно, /(х) не имеет производной 
(п + 1-го порядка при x = 0. 

Примечание. Из представления функции К") (x) видно, что она разрывна 
при x == 0. 

134. Доказать, что функция 

1% =|е * , если x0; 

0, если x = 0, 

бесконечно дифференцируема при х = 0. 
Построить график этой функции. 
Доказательство. Последовательно дифференцируя f (x) при x = 0, 

имеем 
1 

—— , ot 

Ре, pya(4—- 3 ( 

х4 Je * > 7989 f(x) = 

] 

‘| ~ ye =Qn()e *, 
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1 1 
где @з„ (-——) — многочлен 3n-f степени по степеням —. Применяя 

x Xx 

правило Лопиталя, получим при любом натуральном т: 

= lim —— =0. (1) 

е 
В частности, имеем lim = 0. Таким образом, функция }(х) 

0 

имеем производную при х = 0, причем f’ (0) = 0. 

Допустим, что (п — 1)-я производная функции ] (x) при x = 0 су- 
ществует и {"_° (0) = 0. Тогда по определению производной 1-го по- 
рядка 

(n—1) —— 

№ (0) = Ши © = tim Оз =) * —0 
х->0 x0 \ * 

на основании (1). 
С помощью метода математической индукции мы показали, что 

| (x) имеет при x = 0 производную 1-го порядка, где п — любое целое 
положительное число. Таким образом, [(х) бесконечно дифференцируе- 
ма при x = 0. 

Эскиз графика функции } (x) дан на рис. 14. 
135. Доказать, что многочлены Чебышева 

1 

удовлетворяют уравнению 

(1 — x?) Tin (x) — xT im (x) + mT, (x) = 0. 

Доказательство. Последовательно дифференцируя функ- 
цию Тм (x) два раза, находим 

cos (т arccos x) (m= 1, 2, ...) 

, м sin (т агссо$ x) . ” __ т? cos (т arccos x) 

Тиби) = Sat pga TO) = — er ay 
xm sin (m arccos x) т? ХТ (х) 

++ 3 a ae Tm (x) + | — x2 
— 2 

2—1 (1 — x2) 
Подставляя найденные значения производных в левую часть исходного 
дифференциального уравнения, получим 

(1 — x2) Tr (x) — xT im (x) + mT Z (x) = 

= — mT, (x) + xT m(x) —xTm(x) + mT, (x) = 0, 

что и требовалось доказать. 
136. Доказать, что многочлены Лежандра 

Ри (х) = —=— I(x? — 1)" (m=, 1, 2...) 
тт! 
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удовлетворяют уравнению 

(1 — x?) Pin (x) — 2хРи (x) + m(m + 1) P,, (x) =0. 
Доказательство. Рассмотрим тождество 

(x? — и’ = 2тхи, где и = (x? — 1)", 
и продифференцируем его (т + 1) раз. Имеем 

(x? — 1) w+?) -- 2 (т + 1) хи + (m+ 1) тит = 

= 2mxu'™t) +. 2т (т + 1) urn) 

откуда 

(1 — x?) ul™+2) — Qxeul™+) + т(т + 1) и® = 0. 

Подставляя в последнее тождество значения 

ulm+2) отт Ри (х); ит) = 2m! Ри (х); ит = 2m! P(x), 

убеждаемся втом, что многочлены Лежандра удовлетворяют исходному 
уравнению. 

137. Многочлены Чебышева — Лагерра определяются формулой 

Lin (x) = е* (хте—*) (т= 0, 1,2,...). 

Найти явное выражение для многочлена Ги (x). Доказать, что L,, (x) 
удовлетворяет уравнению 

Х[ т (x) + (1—x) Ln (x) + mL,, (x) = 0. 

Доказательство. Явное выражение для многочлена L,, (x) 
находим, применив формулу Лейбница т-кратного дифференцирования 
функции xe: 

Ln (2) = У (— 1" "Chm (m— 1)... (m—k + A) xt, 
=0 

Дифференцируя (т + 1) раз очевидное тождество xu’ + (x — т) и = 
= 0, где и = xe”, получим 

xulm+2) + (x + 1) ито + (m+ Г] и = 0. (1) 

Поскольку м”) = e*L, (x), то 

ul) = e-* (Li (x) — Ly (Xx), ше = €-* (Lin (x) — 2Lin (х) + Lig (2)). 
( m) yimr) ит?) Подставив найденные и и в (1) после сокращения на 

ег *, получим 

xLm (x) + (1 — x) Lin (x) + mL» (x) = 0. 
138. Пусть y = f (u) ии = @ (x), где | (и) иф (x) — п-кратно диф- 

ференцируемые функции. Доказать, что 

. dy = у (Е) 
ах” pa Aen (x) | (м), 

где коэффициенты Ав (x) (Е = 0, 1,2, ..., п) не зависят от функции 
f (м). 
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Доказательство. Дифференцируя сложную функцию у = 
= | (и), получаем 

a =} (и) и’ (x) = Ay, (x) [ (и), где Ay (x) = и’ (x). 

Предположим, что для производной (п — 1)-го порядка функции у 
справедлива формула 

d’—y п 

dxt—l = х Ar n—l (x) fo (u), 

где Agn—1 (x) — функции, не зависящие от | (и). Дифференцируя это 
равенство, находим 

at > (Ais n—1 (x) f (и) Ар РО (u) и (x)) = 

= У Aen (x) f (u), 
k=] 

где Ain (x) — A n—l (x); Arn (x) = Ak n—l (x) + и’ Ap n—l (x) (Е = 2, 

3, ..., M—1); Ann (x) = An—1 n—1 (x) и’. Формула доказана с помощью 
метода математической индукции. 

139. Доказать, что для п-й производной сложной функции у = 
= f (x*) справедлива формула 

“4 — (2х)" Е” (x?) + п o— 1) (2х)"—* fon (x?) -- 

4. An 1) (2 — 2) (n — 3) (2х)"—* "9 (2) +... 
21 

Доказательство. Формула доказывается с помощью мето- 
да математической индукции. При п = 1 имеем 

и = Oxf" (3). 

Предполагая формулу справедливой для натурального п, получим, 
продифференцировав ее по х: 

n-+l 

Ee = (2a fF? (xt) + ETP (any (а) + 
4 (ot Nala 1) (n — 2) (2х)"—3 pan (хз)... 

140. Многочлены Чебышева — Эрмита определяются формулой 

Н,„ (x) = (—1"е*' (е-*) (m=0, 1, 2, ...). 

Найти явное выражение многочленов Ни(х). Доказать, что Ни (x) 
удовлетворяет уравнению 

Hin (x) — 2xH n(x) + 2mH,, (x) = 0. 
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Доказательство. Пользуясь формулой примера 139, по- 
лучим 

т" (— 1)" | (2x)" — ARO (ary? 
+ ЕЕ Инн (2х)"—* — od, 

откуда 

Hy (2) = (2x)" — = (ayn? + 
4 m(m— 1) ine 2) (m — 3) (2x)"—4 

Дифференцируя m-+ 1 раз тождество u’ + 2xu=0, где ue”, 
имеем 

ит--2) + хит -- 2 (т + 1) ит = 0. 

Принимая во внимание равенства 

ит) — (— 1)"е “Ни (x), ито = (—1)"е "(Ни (x) — 2H, (х)), 

ylm+2) — (— 1)"e—** (Ни (x) — 4хНы (x) + (4x2 — 2) Hn (х)) 
(т) yin) yor) 

и подставляя и в последнее тождество, получим 

Hin (x) — 2xH im (x) + 2nlm (x) = 0, 
что и требовалось доказать. 

141. Доказать формулу 
d® h _ n 25 

a (x In x) =al(ine + 3 r) (x > 0). 

Доказательство. Применив формулу Лейбница п-кратно- 
го дифференцирования произведения двух функций, получим 

4" (x" In x) в (пли) (k) — (ум) | ри =r n(x") (In x)? = (х") In x + 

У CE Un) = al Ine + 
k=] 

+3 Си... (2+ xt (RD oy = 
k=! 

n k—I n k—l 

=nlinx+ У м! =alline + 3 Cr co) ) 
k=! k=1 

Покажем, применив метод математической индукции, что справедли- 
во равенство 

(1 1 | У г C= >- (1) 
k=! k=] 

251



При п = 1 оно очевидно. Считая, что равенство (1) выполняется, дока- 
жем справедливость равенства 

nel (— 1k! В i 

k=l k=l 

Прибавив к левой и правой частям равенства (1) по = , по- 

лучим 
—_ n+l 

| (—- 1 Ae 1 
гу aN (3) 

k=l k= 

Остается лишь доказать, что справедливо тождество 

м а 
TET + у. Г C,= У г Chi. (4) 

k=!1 k=! 

Тождество (4), если оно справедливо, эквивалентно следующему: 

~ (—1)F-! k —1)" 
n+l = ( р (Сын — Cn) + С an . (5) 

=I 
R 

Поскольку СЁ — Ci = ar Син, то (5) можно записать в виде 

п _ n+l 
м (И (— 1)” _ __ уе 

car => n+1 Cn + n+l THT | I) Си. (6) 

Тождество (6) будет выполняться, если 
п-[ k—I nk 

Для доказательства последнего рассмотрим разложение по формуле 
бинома Ньютона 

п-- 

(l1—x)?t! = => (— 1)*Ch a x*, 
k=0 

atl kk Положив в нем x= 1, получим У (—1)°Cazi=0, откуда следует, 
k= 

n+l 1 ° 

что 1-— № (— 1)*-'ck, = 0. Этим доказательство завершается. 

142. Доказать формулу 

42 sinx \ _ (97) . a =} = ee [C,, (x) sin x — S, (x) cos x], 

где 

2n 
2 n Си (х) =1— + + 1" Syr 
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п 

m $. =х— + eee + (— 1" aa . 

Доказательство. Применяя формулу Лейбница, полу- 
чаем , 

Cy” _ > Ci, (— rr № (sin x) = 

= <r 5 C5n (— 1)* (2n — В)! хе sin (x+ 4a) = 

=" 
) asin P|. 

2n—l 2n bk 

= a и х у, с хе соз + cos x У - 

— 1+ 
C, (x) = yt i. xt cos В", $» (х) = У, Со xt sin AT 

k=0 =] 

[C,, (x) sin x — S,, (x) cos x], 
d?" ( sinx \ — (27)! 

enti 

что и требовалось доказать. 

143. Пусть = = D обозначает операцию дифференцирования и 

п 

f(D) = УР, (<) D* — символический дифференциальный многочлен, 
k=0 

где Р, (х) (Е =0, 1, ..., п) — некоторые непрерывные функции OT x. 
Доказать, что 

f (D) {eu (x)} = ef (D + d) u(x), 
где A — постоянное. 
Доказательство. Исходя из определения многочлена 

Г (2), имеем 

f(D) (eu (х)} = У! P, (x) D* {eu (х)}. 
а ~ 

ах 

f(D) {eu (x)} = У Рыб > Ch (eu — 
k=0 

= ¥ P,(x) > СР емки-п = ем > P, (x) > Chtule—)) = 
=0 

‚ то применив формулу Лейбница, получим Поскольку D* = 

n Г. 

=o УР, (+2) ие + и (о, 
k=0 

что и требовалось доказать. 
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п . 

144. Доказать, что если в уравнении У, ху =Q положить 
k=0 

x =е!, где Г — независимая переменная, TO это уравнение примет 
вид 

3 a,D(D—1) ... (D—k+1)y=0, 
—0 

а 
где D=—_. 

Доказательство проводим по методу математической индукции. Вы- 

ражаем y, через y;. Имеем 

, а , 
y, = = ety) = ey; 

y., - (Ру) = eD (e~‘Dy) = e-* (D* — D) y = e-*D (D— 1). 

Пусть 

yl) =е "р (D — 1) ... (D—kR+1)y. (1) 

Докажем, что 

yet) = e— *&thiD(D—1) ... (D—R) yg. 

Дифференцируя (1) no x, получаем 

ур — 2 fe-HD(D—1) ... (D—k+I)ly= 

= eS fe-"D(D—1) ... (D—k+1)l y= 

= ей {[— Ре) (D— 1) ... (D—R+ 1) y] + [e-#*D?(D— 1) ... 

... (D—kR+ 1)] 9} = ет: (D— 1)... (D—k + 1)(D—R) yg, 

что и требовалось доказать. 

$ 5. Теоремы Ролля, Лагранжа, Коши 

1°. Теорема Ролля. Пусть функция f (x) непрерывна на 
сегменте la, 6] и имеет конечную или бесконечную производную внутри 
этого сегмента. Пусть, кроме того, | (a) =f (5). Тогда внутри cee- 
мента [а, 5] найдется точка Ё, такая, что значение производной в этой 
точке |’ (Е) равно нулю. 

2°. Теорема Лагранжа. Если функция f (x) непрерывна 
на сегменте [а, 6] и имеет конечную или бесконечную производную во 
внутренних точках этого сегмента, то внутри сегмента [a, b] най- 
дется точка Ё, такая, что справедлива формула 

f(b) — f (a) =Г (&) @—а). 
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Следствие из теоремы Лагранжа. Если функция 
| (x) дифференцируема на интервале [а, 6] и если всюду на этом интер- 
Вале Г (x) = 0, то функция f (x) является постоянной на интервале 
а, Dj. 

3. Теорема Коши. Если каждая из двух функций | (x) и 
g (x) непрерывна на сегменте [а, 6] и имеет конечную или бесконечную 
производную во всех внутренних точках этого сегмента и если, кроме 
того, производная 5’ (x) отлична от нуля всюду внутри сегмента 
[а, 6], то внутри этого сегмента найдется такая точка Ё, что спра- 
ведлива формула 

f(b)—f(a) _ (5) 
8 (6) —2(а) =’ (8) 

Если дополнительно потребовать, чтобы g (а) 5& & (5), то условие 
g’ (x) == 0 можно заменить более слабым: [f’ (x)]? + [g’ (x)]? 4 0 при 
x Е (а, 5). 

145. Проверить справедливость теоремы Ролля для функции 

f (x) = (х— 1) («— 2) (x— 3). 
Решение. Функция f (x) дифференцируема на отрезке [1, 3] 

и обращается в нуль в точках х = 1, x = 2u х== 3 этого отрезка. Сле- 
довательно, на отрезках [1, 2] и [2, 3] для функции f (x) выполнены все 
условия теоремы Ролля. Существует по меньшей мере две точки ин- 
тервала (1, 3), в которых /’ (x) = 0. Дифференцируя функцию f (x) и 
приравнивая к нулю ее производную, получаем квадратное уравнение 

3x? — 12x + 11 =0, 
1 

решая которое, находим упомянутые точки: с! = 2 — уз, ба =а- 

+ ут. Очевидно, 1<c, <2, 2< с, < 3. 

146. Функция f (x) = 1 — V2 обращается в нуль при x, = — | 
И X, = 1, но Tem неменее }” (x) 52 0 при — 1 <х-< 1. Объяснить ка- 
жущееся противоречие с теоремой Ролля. 

Решение. Противоречия с теоремой Ролля нет, так как не вы- 
полнено одно из требований этой теоремы: функция | (x) не имеет про- 
изводной при x == 0. В самом деле, 

(0) = tim = _ (0) = lim = _ 
OV ie ON ae 

147. Пусть функция f (x) имеет конечную производную |’ (x) в 
каждой точке конечного или бесконечного интервала (а, 5) и 

lim f(x) = lim f(x). 
x+a-+0 x-~b—0 

Доказать, что |’ (с) = 0, где с — некоторая точка интервала (a, 65). 
Доказательство. Пусть интервал (а, 5) конечен и 

lim f (x) = lim f (x) = с, с = const. Рассмотрим функцию 
x+a-+0 x+b—0 b 

F (x) -| "> если хЕ (a, 8); 
с при х=аих=ёб. 
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Она непрерывна на сегменте [a, 5] и имеет конечную производную на 
интервале (а, 6), причем F (a) = F (5). По теореме Ролля на интервале 
(а, 5) найдется такая точка с, что F’ (c) = f (с) = 0. 

В случае, когда интервал (а, 5) бесконечный, в силу существования 
конечной производной функции [ (x), непрерывности функции } (x) 
и существования конечных, равных между собой, ее предельных 
значений при х — а | 0 их 5—0, при достаточно малом = > 0 
прямая у = с +e (если с > 0) или прямая у = c —e, (если с < 0) 
пересечет кривую у = f (x) по меньшей мере в двух точках, которые 
обозначим с! и Cg. Для функции f (x) на отрезке [c,, C2] выполнены все 
условия теоремы Ролля, поэтому на интервале (с1, Cy) (а значит, и на 
интервале (a2, 5)) найдется такая точка с, что f’ (с) = 0. 

Рассмотрим теперь случай, когда lim Г (x) = lim f (x) = oo. Tor- 
ха {0 х-6—0- 

да как в случае конечного, так и бесконечного интервала (а, 65), 
уравнение f (x) = А (где А > 0 — любое, фиксированное, когда 
lim f (x) = lim f (x) =-+ co) или уравнение f (x) = — А (в случае, 

> а-0 х-о—0 

когда lim f (x) = lim f (x) = — oo) всегда имеет два равных корня, 
х > а-0 x+b—0 

которые обозначим 0. и Gg. Применяя теорему Ролля к функции f (x) 
на отрезке [@,, @], приходим к выводу, что на интервале (©, Gy) (а 
значит, и на (а, 5)) существует по меньшей мере одна такая точка C, 
что |” (с) = 0. 

148. Пусть: 1) функция f (x) определена и имеет непрерывную про- 

изводную (п — 1)-го порядка f"—” (x) на сегменте [ж, Xn]; 2) f (x) име- 
ет производную п-го порядка f (x) в интервале (xp, х„); 3) выполне- 
ны равенства f (Xo) = f (%) =... = f (Xn) (% < м... «ж). Дока- 
зать, что в интервале (Xo, х„) существуют по меньшей мере одна точка 

= такая, что f” (Е = 0. 
Доказательство. На каждом из отрезков [x:1, x,] (i = 

= 1, 2,..., 2) выполнены все условия теоремы Ролля для функции 
f (x), следовательно, существует по меньшей мере п точек Ё, Е (Xo, Xp) 
таких, что |’ (Е!) = 0. Для функции [ (x) на каждом из отрезков [E;, 
40 (=1, 2,.... п — 1) выполнены все условия теоремы Ролля, 
поэтому существует по меньшей мере п — | точка Ny Е (Xo, X,) такая, 
что }” (n,) = O(F = 1, 2, ..., 2 — 1). Продолжая рассуждать таким же 
образом, приходим к выводу, что по меньшей мере вл — (n — 2) = 2 

точках интервала (Xp, Xp) {ип (C;) = O(@ = 1, 2). Применяя теорему 

Ролля к функции fe (x) Ha отрезке [£,, 6,], получаем, что существу- 

ет по меньшей мере одна точка Ё Е (Xp, х,) такая, что К”) (Е) = 0. 
149. Пусть: 1) функция ] (x) определена и имеет непрерывную про- 

изводную (р + g)-ro порядка f°’t® (x) на сегменте [а, bl; 2) f (x) име- 

ет производную (р + 4 + 1)-го порядка f?***") (x) в интервале (a, 5}; 
3) выполнены равенства 

f(a) =f (а) = ... = К?) (а) = 0; 
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Доказать, что в таком случае peter (с) = 0, где с — некоторая точка 
интервала (а, 6). 

Доказательство. Предположим для определенности, что 
р < 9. Функция f (x) удовлетворяет всем требованиям теоремы Ролля 
на отрезке [а, 6], следовательно, существует по меньшей мере одна точ- 
ка Ё Е (а, 6), такая, что } (E,) = 0. Поскольку’ (x) = О также при x = 
= au x = 6, мы можем применить теорему Ролля к функции | (x) Ha 
сегментах [а, &] и [&, b}: существуют по менымей мере две точки 
E> € (а, Е), & Е (Е, 6) такие, что f” (E)) = 0 (= 2, 3). Но, кроме того, 
Е (a) =[ (5) = 0, поэтому функция f” (x) обращается в нуль не ме- 
нее чем в четырех точках сегмента [а, 5]. Продолжая Te же рассужде- 
ния, убеждаемся в том, что по меньшей мерев р -- 2точках сегмента 

[a, 6) функция 2" (x) обращается в нуль. Эти точки являются кон- 
цами (р + 1)-го отрезка, на каждом из которых выполняются все ус- 

ловия теоремы Ролля для функции fe) (x), следовательно, по меньшей 

мере в р -++ 1 точке интервала (a, 5) функция fet (x) обращается в 
нуль. Кроме того, fer (5) = 0, поэтому по меньшей меревр + 2 точ- 

ках сегмента [а, 5] функция fet) (x) обращается в нуль. Продолжая 

эти рассуждения, приходим к выводу, что функция [9 (x) обращает- 
ся в нуль по меньшей мере вр + 2 точках сегмента [а, 6]. Эти точки 
являются концами р -+ | отрезка, на каждом из которых выполнены 

все условия теоремы Ролля для функции {? (x), поэтому функция 
КЧР (x) обращается в нуль по меньшей меревр + | точке интервала 

(а, 5). Поскольку для функции Кано (х) выполнены все условия теоре- 
мы Ролля на р отрезках, принадлежащих интервалу (а, 6), то функция 
pat?) (x) обращается в нуль He менее чем в р точках этого интервала. 

Продолжая эти рассуждения, убеждаемся в том, что функция fare (x) 
(j = 3, 4, ..., р) обращается в нуль по меньшей Mepe B [р — (j — 2)] = 
= х точках интервала (a, 5). Таким образом, функция {719 (x) обра- 
щается в нуль по меньшей мере в р — (р — 2) = 2 точках интервала 
(а, 6). Обозначим их 11 и Yo. Применяя теорему Ролля к функции 

f° (x) на отрезке [ч, 2] получаем: на интервале (\1, Ne) (а значит 
. | 

и на интервале (а, b)) найдется точка & такая, что poetat (E) = 0. 
150. Доказать, что если все корни многочлена 

P, (x) = ах’ - а: ote + an (a) # 0) 

с действительными коэффициентами a, (Е = 0, |, ..., п) вещественны, 

то его последовательные производные Ри, Ри, ...) pier также имеют 
лишь вещественные корни. 

Доказательство. Предполагая, что все корни различные, 

по теореме Ролля получаем, что Ри (x) имеет п — | вещественный ко- 
рень; P,, (x) будет иметь уже п — 2 вещественных корня и т. д. Но так 
как при дифференцировании многочлена степень многочлена уменьша- 
ется на единицу, то получается, что все корни производных будут ве- 
щественны. Если какой-то корень многочлена кратный, то он же будет 
корнем и для производной от многочлена, т. е. также действительным. 
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151. Доказать, что у многочлена Лежандра 

(= 1) 1 

Ри (х) = 2" n! 

все корни вещественны и заключены в интервале (— 1, 1). 

Доказательство. Многочлен U,, (x) = (x? — 1)” имеет на 
сегменте [— 1, 1] 2n вещественных корней: x, = х, =... х, = — 1; 
Xntt = Xn+2 =... Хоп = 1. Согласно предыдущей теореме многочлен 
P,, (x) имеет п вещественных корней, расположенных по теореме Рол- 
ля в интервале (— I, 1), что и требовалось доказать. 

152. Доказать, что у многочлена Чебышева — Лагерра 

п 
а 

Ги (x) = e* dx” (x"e-*) 

все корни положительны. 
х Доказательство. Рассмотрим функцию ф (x) = xe. 

Поскольку g (0) = lim @ (x) = 0, то существует такая точка & € 
х > со 

Е (0, + co), что @’ (Е!) =0 (см. пример 147). Очевидно, ф’ (0) = 
= lim Ф’ (x) =0, поэтому в силу теоремы Ролля и на основании 

xX -» -++ < 

решения примера 147, найдутся точки Ё& Е (0, ЕЁ) и & Е (Е, + co) 
такие, что ф” (E;) =0 (7 = 2, 3). Крометого, 9” (0) = 0. Таким образом, 
ф” (x) обращается в нуль в трех точках полуоси x >. 0. Так как 
ф® (0) = lim »” (x) =0 при j =0,1,.... п — 1, то, применяя тео- 

хо 

рему Ролля и пользуясь результатом решения примера 147 еще n — 3 
(п—1 

раза, получим, что функция ©”? (x) обращается в нульвт + 1 точ- 
ках, лежащих на полуоси x > 0, причем одна из этих точек — x = 0. 
Эти точки являются концами п отрезков, на каждом из которых к 

функции g!"—” (x) применима теорема Ролля, поэтому существует по 
меньшей мере п таких точек y, >> 0, что Ф” (1,) = 0. Очевидно, 
yp” (0) == 0. Поскольку L, (x) =еф" (x) есть многочлен п-й сте- 
пени, имеющий п корней, то его корни-точки \,, причем п, > 0 (Е = 
= |, 2,..., n). 

153. Доказать, что у многочлена Чебышева — Эрмита 

ny da” 
Ни (x) =(— lye ах” (e—*’) 

все корни действительны. 

Доказательство. Рассмотрим функцию и (x) =е *. Оче- 
видно, lim и? (x) =0 (1 =0, 1,..., п), поэтому функции и? (x) 

x - CO 

(j = 0, 1, ..., п) удовлетворяют условиям примера 147 на интервале 
(— со, -+ oo). Повторяя рассуждения, проводившиеся при решении 
предыдущего примера, приходим к выводу, что и’ (x) обращается в 
нуль по крайней мере в одной точке этого интервала; и” (x) — в двух 
точках; ...; и”) (x) —в п точках. Так как H, (x) = (— De" ul (x) 
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есть многочлен 7-й степени, имеющий ровно п корней, то его корни 
совпадают с корнями функции и") (x) и все эти корни вещественны. 

154. Найти функцию 0 = 6 (x, Ах) такую, что f (x + Ах) — 
— f (x) = Axf’ (x + 04х) (0< 6 < 1), если: 

У = as + De ola 0) в) f(x) =—; 
6) f(x) = г) f(x) =e. 
Решение. .. Применяя формулу конечных приращений Лагран- 

жа к каждой из функций а) — г), имеем: 
а) а(х- Ax)? + b(x + Ах) + с — (а + bx +c) = Ax[2a(x + 

-+ 9Ах) + 5}, 
OTK да @ = — y — 9° 

6) (x + Ax)? — х3 = ЗАх (x + 04х)?, 

—x-+ У =» +- = (An + x? 

откуда 0 = Ax (x>0, Ах>0). 

! 1 Ax 
B) xtAx ох (x-+@Ax)? ’ 

откуда 0 = УЕ (x (x -- Ах) > 0) 

r) extAx — е*х — Axert+84x 

откуда @ = In el TRYAA 9 — ду Ах 
155. Доказать, что если х > 0, то 

— = ! 
x+1— = —— 

, у T Vx 2Vx+6(x) ’ 

rae Я <8()<-, 

причем lim 0 (x) = ar lim 6 (x) = _— 
x—> +0 х-—-Есо 

Доказательство. По Формуле конечных приращений имеем 

x+1—Vx= x> Ух+ 1 we 5 (x > 0) 

(здесь Ах = 1). Из полученного равенства находим 8 (x): 

9) == + (VeEFD—2), 
откуда lim 0(х) = --. Записав 0(х) в виде 0(х) = + 4 

x->-+0 

Xx 
— ‚ получим lim 0 (x =>. П и x > 0 можем 3a- 

2(Vx(x+ 1) + x) ny х-— со (¥) P ы 

писать 0 (х) в виде 0 (х) = + --. ——— ‚ откуда сле- 
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дует, что 0(х) монотонно возрастает на интервале (0, + со). Поэто- 

му < 0) <. 
156. Пусть 1 (x) 6 СИ (— со, + co) и для любых хи И справедли- 

во тождество: 
f(x + В) — f (x) = Е (2). (1) 

f (x) = ax + 6, 
Доказать, что 

гдеаи b — постоянные. 
Доказательство. Полагая в (1) х = 0, получим тождество 

f (A) = Af’ (0) + F (0), 
справедливое при всех й Е (— со, + со), следовательно, ‚обозначая 
h = x, [ (0) =a, f (0) = 6b, получим 

[(х) = == ax + b, 

что и требовалось доказать. 

157. Пусть] (x) € Cc) (— со, + oo) идля любых x uA справедливо 
тождество 

f(x +h) Fe) = ИР (x +). (1) 

Доказать, что 

f(x) = ах + bx +, 

rie a, Бис — постоянные. 
Доказательство. Дифференцируя (1) по A, получим тож- 

дество 

Ри =-- (+) + (+, 

полагая в котором х = — =, имеем 

у h и ! г (5) =" +Р О). (2) 
Полагая в тождестве (1) х = 0, получаем тождество 

(В) = hf [5-) + Г ©). 
v h к 1 

подставив в которое значение } (+). найденное из (2), приходим 

к тождеству 

(В) = LO Ир (0) + [(0), — << +=. 

Обозначая A = x, amos =a, f’(0)=b, }(0) =с, окончательно по- 

лучим представление функции } (x) в виде 

f (x) = ax? + bx +e. 
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158. Пусть 

| ss при О<х< 1; 

f(x) =: 1 
— при 1<х< + о. 

x 

Определить промежуточное значение с формулы конечных приращений 
для функции | (x) на сегменте [0, 2]. 

Решение. Исследуем функцию f (x) на дифференцируемость в 
точке х = 1. По определению односторонних производных имеем 

(= lim + ( eed a -й=-ь Ax+—o АХ 2 

, . 1 1 
+0 = tim | Ax ( 1-+- Ax -й=-1 

Функция f (x) дифференцируема на отрезке [0, 2]. Применяя формулу 
конечных приращений к функции f (x) на отрезке [0, 2], находим 

F (2) — F.(0) = 27 (6); 0<е<2. 
Поскольку f(2)=—, [(0=-, 

1 

—х при 0О<х<!; 

f(x) = 
—-—= при 1<х<2, 

TO 
—2c при 0<с<!; 

—1 = 
— :: при 1<6<2, 

откуда 

„=, сз = V2. 

159. Пусть 7 (x) — f (0) = xf’ (E (x), где 0 < Е (x) < x. Доказать, 
что если f(x) = x sin (In x) при x > 0 u f (0) = 0, то функция & = 
= € (x) разрывна в любом как угодно малом интервале (0, =), где = > 0. 
Доказательство. Пусть в > 0 — произвольное и х — лю- 

бое число из интервала (0, =). Применяя теорему Лагранжа к функции 
f (x) на сегменте [0, x], получим 

x sin In x = х(5ш ШЕ(х) + cosIn Е (х)), 
откуда 

sin In x = V2 cos (18 (x) — -4-). (1) 
Возьмем произвольное ж С (0, x), а Ax выберем так, чтобы x, + Ax Е 
Е (0, x). Подставляя эти значения в равенство (1), получим 

sin In x, = V 2cos (In & (%) — 7): 

sin In (% + Ax) = У оз (шЕ (ж + Ax) — 4), 
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откуда 

18 (x) = > + 2л + агссоз ЭП № (k=0, —1, —2, ...); 
V2 

In& (x, + Ax) = = + 2nn +: arccos 
sin In (хо + Ах) 

V2 

(n=0, —1, —2, ...). 

Из этих равенств получаем 

In& (x, + Ах) — In &(x,) = 2 (п — А) = 

sin In (хо - Ax) — arccos sin In Е (x9) |. 

У? V2 | 
Оценивая эту разность по абсолютной величине, получим неравенство 
| In Е (% + Ax) — Ш & (x) | > 2n|n—k|—ax >, справедливое 
при любом как угодно малом Ax, если | п —k| > 1. Из этого неравен- 
ства вытекает, что функция & (x) разрывна на интервале (0, =). Заметим, 
что в каждой из областей, определяемых неравенствами 

п 
— п 

О<х—<,:, епт Ее“ 7 (1. =0, —1, —2, ...) 

или неравенствами 
л 
4 nn > +n 

О<х<в, e <E<e (n=0, —1, —2, ...), 

существует единственная непрерывная функция & = & (x), участвую- 
щая в равенстве (1). Ее можно найти из равенства (1): 

-Е | arccos 

л sin In x л sin In x 
— +2nm—arccos — +2nn--arccos ———— 

E(x) =e" У? 5 E(x) =e" у? 
(п =0, —1, —2, ...). 

160. Пусть функция f(x) имеет непрерывную производную f’ (x) 
в интервале (а, 5). Можно ли для всякой точки Ё из (a,b) ука- 
зать такие две другие точки x, и xX, из этого интервала, что 
f (ж) — F(a) _ i’ (>) <<»? 
2 — м 

Решение. Если на интервале (а, 65) [ (x) > 0 uf (x) отлична от 
постоянной на любом отрезке, являющимся частью (а, 6), то f (x) воз- 
растает на (а, 6). Тогда для любых хи, х. Е (a, 6), (х. > x,) имеем 

f (x3) — f (%) >0 

Хо — м 

и для тех точек интервала, в которых |’ (x) = 0, равенство 
f (хо) — f (x) — f’ (E) — 0 

Хо — м 

незозможно. Например, для функции] (x) = 23 (—- 1 < x < 1) при лю- 
бых ж, хз Е (— 1, 1) выполняется неравенство 

3 
x5 — Xj 
Хо — “М 

= № + жж + x? > 0; 

262



следовательно, для точки Ё = 0 значений аргумента х, и х›, о которых 
говорилось в условии задачи, не существует. Приведенные рассужде- 
ния не исключают, однако, положительного ответа на поставленный 
вопрос для некоторых классов функций, удовлетворяющих всем ус- 
ловиям теоремы Лагранжа. 

161. Доказать неравенства: 

а) | зтхл — зту| <|x—y|; 

6) ру’ (х— 9) < x? — у? < рхР— 1 (х — 5), если О<у<х; 
в) [arctga — arcig? |< |a — b|; 

а — а 
ош <, если 0<Ь< а. 

Доказательство. Ilo формуле Лагранжа имеем: 

а) sinx —siny = (x — y) cos&, 

откуда |sinx— siny| =|ccs€|[x—y| <|x—y]; 

6) xP — у? = phi (х— 9), УЕ, 

откуда (х — и) ру?! < их рхР—"; 

г) 

в) arctg а — агс 6 = sae (a — b), 

откуда |arctg a — arctgb| < |а— 61|; 

Г) Ina—Inb = —-(a—b), axE<b, 

b <ш-* < 2° 

162. Объяснить, почему теорема ты а) неправильна для функций 
fix) = и g(x) = *, | Е [-1, 6) правильна для функций 
fi) = хив(х) = №, x € [—1, hy Найти точку & в случае 6). 

Решение. В yong а) нарушено Условие теоремы Коши 
[if (x)? + [g’ (x)? #0 при всех хЕ[—1, 1]. В точке x =O имеем 

[Е (0) + [g’ (0) = 0. 
В случае 6) все условия теоремы Коши выполнены: &(— 1) = 

1 
#e(l) РОР 1 ФР #0 при хе [-—1, 1]. Здесь & =— 5. 

163. Пусть функция f (x) дифференцируема на сегменте I[x,, x2], 
причем х, . х› > 0. Доказать, что 

| ^1 

м—% | f (x4) I ty) 

а — 

откуда 

= f(&) —У (©), 

где x, < E < л.. 
Решение. Обозначая через D (хи, х2) определитель и раскрывая 

его, получим 
Ё (хз) __ Ё (х1) 

О (хи, х,) —_ Xy x1 

xy — Xe | | 

x, rad
 

=
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Обозначим ф(х) = Le » p(x) = + . Поскольку точка x = 0 cer- 

менту [X,, X,] не принадлежит, то функции P(x) и 1 (xX) удовлетво- 
ряют на этом сегменте всем условиям теоремы Коши, поэтому сущест- 
Byer такое & С (хи, хо), что 

® (12) —Ф (я!) — p’ (E) ; 

ф (Xa) — p (%1) p’ (Е) 

Таким образом, 

D (м, №) _ Ф (Е) _ __ ge =-£© - 9-50, 
м — Xe $’ 

что и требовалось доказать. 
164. Доказать, что если функция f (x) дифференцируема, но не 

ограничена на конечном интервале (а, 6), то ее производная [’ (x) также 
не ограничена на интервале (а, 6). 
Доказательство. Пусть функция ] (x) дифференцируема на 

(а, 6) и не ограничена при x — b — 0. Возьмем произвольную после- 
довательность х„, сходящуюся к b слева. Тогда существует такой но- 
мер М, что при п >> М выполняется неравенство | | (х,) | >> А, каким 
бы А > 0 ни было. Фиксируем любое число т > М и рассмотрим при 
п > т разность ] (х„) — f (x,,). Применяя теорему Лагранжа к функ- 
ции f (x) на отрезке [x,,, х„|, находим 

f (Xn) — f (%m) — \Р (Emn) |, 
Xn — Xm 

Te хи < Emn < X,. При достаточно больших п левая часть в силу yc- 
ловия задачи больше любого наперед заданного положительного числа, 
откуда следует неограниченность производной | (x) при x — В — 0. 

Обратное утверждение не правильно: из неограниченности произ- 
водной в интервале не следует неограниченность функций на этом ин- 

тервале, например: y = Vx; 0 <х<а. 
165. Доказать, что если функция ] (x) имеет в конечном или беско- 

нечном интэрвале (а, 5) ограниченную производную |” (x), то f (x) рав- 
номерно непрерывна на (а, 6). 

Доказательство. По формуле Лагранжа для всякой пары 
точек Xj, х» Е (a, 65) имеем 

lf (ха) — РЁ (ха) | 1 (а — хи | < М] — 4% | 
(в силу ограниченности производной | Г’ (х) | < М). Взяв по задан- 

ному &>0 такое 6>0, что 6 < —у- ‚ получим при| х, — х1 |< 8 

Lf (2) — Р (х1) [< &; 

а это означает, что функция f (x) равномерно непрерывна Ha (a, 6). 
166. Доказать, что если функция / (x) дифференцируема в беско- 

нечном интервале (х%, --со) и 

lim р (x) =0, 
х---со 
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то 
e x 

Пт го. — 0, 

Х---со x 

т. е. | (x) = 0 (x) при x—> + ax. 
Доказательство. Пусть {x,} — произвольная последова- 

тельность значений аргумента такая, что X, — -++ со. Тогда существу- 
ет такое М, что при п > М справедливо неравенс*\во 

IF (=) |< > (1) 

rie = > 0 — произвольное, наперед заданное. Фиксируем любое 
по > Ми, взяв N > ny, применим теорему Лагранжа к функции р (x) 
на сегменте [x,,, ~x,,]: 

Ё (Xn) —} (Xn) 

x =F Gl (2) 
п” xn, 

re Xn, < < Xp. 

В силу неравенства (1) из (2) имеем 

f (Xn) —f (x,,,) & 
д, < > (3) 

Из (3) получаем неравенства 

| (хи) Хто e Ё (Xn) f (нь) п. a . {7 TMI a 7s STE Xp 9 (4) 

При больших п, очевидно, справедливо неравенство 

g f (%,,) 8 
= < ST 

а ( — at ><> всегда при n>N,, поэтому из неравенства 

(4) при п, >М и при достаточно больших п>и, получим нера- 
венство 

x 
en) ea) <8, (5) 

откуда 
x f ( n) < 8. 

Xn 

Так как {х„} — произвольная бесконечно большая последова- 
тельность, все члены которой положительны, то имеем 

lim 
х->--со 

167. Доказать, что если функция f (x) дифференцируема в беско- 
нечном интервале (ху, -++ со) и] (x) = o (x) при x + + ©, то 

lim |f’ (x)| =0. 
X~»-+-co 

Ге = 0, т. е. f (x) == 0 (х) при х-— -{ ©. 

В частности, если существует lim [| (x) = k, rok = 0. 
X->--0o 
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Доказательство. Допустим, что 

lim |f’ (x)|=A; А=0; 
Х--|-со 

тогда существует такое В > 0, что при x > В выполняется неравен- 
ство 

| (| > (1) 
Фиксируем X%) > В и возьмем х >> Xp. Применяя теорему Лагранжа к 
функции f (x) на отрезке [ж, x], получим, принимая во внимание не- 
равенство (1): 

ГРЫ | = РА, << (2) 
Переходя в неравенстве (2) к пределу при x — + oo, получим 

lim |_f() | >A, 
хо x 

а это противоречит условию f (x) =о (x). Таким образом, A = 0, 
т. е. lim | f’ (x) | =0. 

gape 
Допустим теперь, что существует lim /’(x)=&. Тогда для 

х---со 

произвольной последовательности хи >0, (х„-— - co при т-— ©) 
имеем 

lim РЁ (%m) = А, 
Meor со 

т.е. Ye > 0 3 М такое, что при т > М выполняется неравенство 

Е—=<[ (x,)<k+e. (3) 

Взяв m, > Mum > ть, получим, применив теорему Лагранжа к функ- 
ции f (x) на сегменте [xXm,, Хи|: 

Ё (%m) — (т, ) 
— i’ (Е), Xm, < т < Хт- 

Из неравенства (3) следует неравенство 

Xm) — | Xm ) < Ё( (Хт, 
Хт — “ть 

В —Е < Е- с. (4) 

Переходя к пределу в неравенстве (4) при т — -- со, получим 

k—e< lim im) _ ве. 
Mo» со Xm 

f Ft (&m)_ 

Xm 
Поскольку lim = 0, то получаем kR—e <0, R+e>SO, отку- 

Mw oo 

да в силу произвольности = следует, что Rk = 0. 
168. а) Доказать, что если: 1) функция } (х) определена и непрерыв- 

на на сегменте [ж, XJ]; 2) f (x) имеет конечную производную } (x) в интер- 
Basie (x), Х); 3) существует конечный или бесконечный предел 

lim Ро =f о 9), 
X->Xo-+0 
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то существует соответственно конечная ‘или бесконечная односторон- 
пяя производная [+ (x) и [+ (Xo) =f (+0). 

6) Показать, что для функции 

f (x) =arctg 1% (x #1) uf (1) =0 
| —х 

существует конечный предел lim /’ (x), однако функция | (x) не имеет 
xl 

e ® 

конечных односторонних производных | (1) и f+ (1). Дать геометри- 
ческую иллюстрацию этого факта. 

Доказательство. а) По у 
формуле конечных приращений 
имеем для функции f (x) на любом 
сегменте [ж, %], гдех, Е (ж, Х): 

2 
£ 
4 

ea =f" (Xp +O (x1 — %)) Zo 
(0 <0< 1). a! 0 / X 

Переходя в этом равенстве к преде- + 
лу при x, — х, получим a “a 

se | (9) — (№) , | 

jim ae oT Wo + 0) = Fh 
= im (хо), Рис. 80 

так как по определению 

fa (x,) = lim Ё (x1) —f (x) 

Х: ->Хо--0 1 — Xo 

6) Пусть x # 1. Тогда 
lA 1 ® v | 

Исходя из определения односторонних производных, получим в точке 
x=1: 

ft) im fale 28 = 
’ . 1 2-+ Ах 
| (1) = lim —х arctg — = — ©. 

Геометрическая иллюстрация приведена на рис. 80. 
169. Доказать тождество 

. 2х 
2 arctg x + arcsin Taw = sgnx при |x| > 1. 

Доказательство. При | х| > 1 имеем 

о о 2(1 — x? 
(2 aretg x + aresin A = Ея + cI Srl 

Таким образом, при | x| > 1 справедливо тождество 

с при х> Е 

с при х<—1. 

= 0. 

2 arctg x + arcsin = 5 = | 

267



Полагая x= 1, находим с: = п; полагая х = — |, получаем с, = 

, 2х 
= —л. Поэтому 2 arctgx-+arcsin Тр = asgnx при |х|>1. 

170. Доказать, что единственная функция [ (x) (— 00 < x < + о), 
имеющая постоянную производную ]’ (x) = Rk, есть линейная: | (x) = 
= kx + 6. 
Доказательство. Если f (x) = kx - В, то [ (x) =k. Тре- 

буется доказать, что функция | (x) — единственная. Допустим, суще- 
ствует функция ф (x), отличная от линейной и такая, что Q’ (x) = Е. 
Образуем функцию 1 (x) = ф (x) — f (x). Производная этой функции 
на всей числовой оси равна нулю, следовательно, согласно следствию 
из теоремы Лагранжа 1 (x) = const при — © < x < -++ oo. Таким об- 
разом, @ (x) = / (x) | с = Ах + 6 - с есть линейная функция. По- 
лучили противоречие, источник которого — в предположении, что су- 
ществуют функции, отличные. от линейной и такие, что ф’ (x) = А. 

171. Что можно сказать о функции f (x), если [”) (x) = 0? 
Решение. На основании следствия из теоремы Лагранжа за- 

ключаем, что f"—” (x) = с, где с = const. Принимая во внимание ре- 
зультат, полученный при решении примера 170, приходим к выводу, 

что функция "2 (x) — линейная, т. е. многочлен первой степени: 

"9 (x) = сх + а. 
Допустим, что функция fr) (x) есть многочлен (k — 1)-й степени: 

Е—1 

"В (x) = У, ах" "Г. (1) 

Покажем, что при таком предположении функция ne, (x) есть 
многочлен А-й степени. Для этого рассмотрим функцию 

&—1 j 
—_ g(n—k-1) oo xk 

ф (x) =f ит 

Производная этой функции тождественно равна нулю на всей числовой 
оси, следовательно, имеем ф (x) = с, где с = const; 

R— 

(n—k—1) xi : a kj | =» а ~— +ce= У ах . 
]= 

j Ss 

Мы показали с помощью метода математической индукции, что при 

всех k (2 < Е < п)функция pe) (x) есть многочлен (Е — 1)-й степе- 
ни. Полагая в формуле (1) А == п, получим 

п—1 _ | 

f (x) = 2 ax", 

т. е. функция | (x) есть многочлен (п — 1)-H степени. 
172. Доказать, что если: 1) функция [ (x) непрерывна на сегменте 

[а, 6]; 2) имеет конечную производную внутри него; 3) не является ли- 
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нейной, то в интервале (a, 5) найдется по меньшей мере одна такая точ- 
ка с, что 

lf (91-92 
Доказательство. Разбивая произвольным образом сегмент 

[a, В] на п частей точками 

а=х< < жж es «хх, =), 

получим 
п 1 n—l 

1F (6) —F (@)| =| бин) — FD < Хы) — F(x) | 
По формуле Лагранжа имеем 

Ричи) — f (%) = Ё (Е,) Ах,, х<&<хь, 1=0,1,..., n—1, 

где Ах; = Xit1 — x}. 
Таким образом, приходим к неравенству 

а | 

|7 (6) — Аа) < DIF &) | Ax. 

Функция f (x) отлична от линейной, поэтому существует такое разбие- 
ние сегмента [а, 5], что среди чисел | [’(&;)| найдется наибольшее, от- 
личное от нуля, которое обозначим |} (=) |. Тогда получим неравен- 
CTBO 

n—l 

FO—-FAI<IF OLY А = 6—4 Ol, 
откуда 

Г 91 ОАЭ, ac<t<o. 
173. Доказать, что если: 1) функция f (x) имеет вторую производ- 

ную |" (x) на сегменте [а, 6] и 2) [ (a) =[ (5) =0, то в интервале 
(а, 5) существует по меньшей мере одна точка C такая, что 

IF ©) 5 И —F |. 
Доказательство. Если [ (x) = const, то утверждение оче- 

видно. Предположим, что функция | (x) отлична от постоянной. Из 
условия f’ (a) =f’ (5) =0 следует, что } (x) отлична от линей- 
ной функции. Применяя формулу Коши конечных приращений 

(x — a)? 
к функциям f(x) и p(x) = ——j;—— на сегменте В ar? 

2 
re 
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x)? 
на сегменте are , b| по- функциям f (x) vu p(x) = © 

лучим: 
b ее ле] _ Г a+b | 

(6—ay а’ <<; 2 

10-14”) 8.71 —/ | — _f@) a+b Е ь 
6— а} = -ы о Se? 

Складывая полученные равенства, находим 

8 [1 (6) — Ff (а)] __ Ё (Ex) + Ё (Е5) , 

(6 — а)?  ы-а Ь — 6. 

Поскольку | (а) =[ (5) = 0, то правую часть последнего равенства 
можно записать в виде 

Г (Е!) Г _РЕ-Р@ _ ГОРЕ, _ om м 
= —а + БЕ, = —а b— =, Г (п!) —Р (ne), 

где а < 1:1 < &; & < 12 < 6. 
Оценивая по абсолютной величине, имеем 

| a (ан) + IF (mb 

Предположим, что | (b) ==] (а) (в противном случае доказательство 
тривиально: точкой с может служить любая точка интервала (а. 6)). 
В силу нашего предположения, хотя бы одно из чисел | }" (11) | 4] fF” (12) | 
отлично от нуля. Обозначим 

[Е (©) | = max {[Р (п) |, | (ne) 1 }- 
Тогда имеем 

8 b — и а 
откуда 

I (©) 1> Soper IFO — @)| 
(знак равенства не исключаем, так как возможен случай, когда 
| F (m1) | = |” (2) |). 

$ 6. Возрастание и убывание функции. Неравенства 

1°. Возрастание и убывание функции. Функция 
| (x) называется возрастающей (убывающей) на сегменте [а, 6], если 
Ё (x2) > ГС!) при а < x, < x, < b (или соответственно } (х.) < } (x,) 
при а< л <х, < 5). 

2”. Для того чтобы имеющая конечную или бесконечную на проме- 
жутке Х производную функция f (x) возрастала (убывала) на нем, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия: а) |’ (x) > 0 
(f’ (x) < 0); 6) [ (x) не обращается в нуль ни на каком отрезке [a, В], 
составляющем часть промежутка Х ([a, В] = X). 
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Определить промежутки возрастания или убывания следующих 
функций: 

174. у=х- |sin 2x|. 
Решение. Очевидно, 

x-+sin2x при kn<x< +. Ал; 

y= { x—sin2x при n(ke+—-+) <x<m+ km; 

Ae при x=—= (k=0, +1, £2,..). 
| 

Дифференцируя y, находим 

1+ 2cos2x при kn<x< + ko; 
s 

и => 

| — 2cos 2х при > + л<х<п+ kon. 

Решая системы неравенств 

1 + 2cos 2х >> 0; ls viene 

п<х<- + ko; 5 bha<x<a-t kn, 

получаем, что у’>0 при kn<ix< = + Ал и при x (e+ 4} < 
/ 

<х< = +7 (А + +} . Обе полученные системы неравенств объ- 

единяются в одну: 

Таким образом, y (x) возрастает на интервалах 

Rn LL: 
(=, п (Е =0, +1, ...). 

На интервалах (A + = = +4 функция y (x) убывает (так 

как в каждом из этих интервалов у’ < 0). 

175. у = a 
x 

Решение. Продифференцировав у (x), получим 

у’ = x2-* (2—x In 2). 

Так как и’ (х) >0 при x€ (0, >>) ‚ TO на этом интервале y (x) 

возрастает. В интервалах (— со, 0) и (2 оз} производная 

функции y (x) отрицательна, следовательно, y (x) убывает на каж- 
дом из этих интервалов. 
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176. f (x) =x (y= + sin (in x)} если x>0 u f (0) = 0. 

Решение. Дифференцируя f (x), находим 

Е (x) = V = +)Y2 sin (In x + = ‚ 

откуда /’(х) >0 при sin (in x + = > _ Vs . 

Решая записанное неравенство, находим интервалы возрастания функ- 
ции f (x): 

Ел ИЯ Onn 
В интервалах е <x<e 
=0, +1, +2, ...). 

177. Доказать, что при увеличении числа сторон п периметр рн 
правильного Я-угольника, вписанного в окружность, возрастает, а пе- 
риметр P,, правильного п-угольника, описанного около этой окруж- 
ности, убывает. Пользуясь этим, доказать, что р, и P, имеют общий 
предел при п -+ oo. 

Доказательство. Воспользуемся формулами, известными 
из школьного курса геометрии: 

функция f(x) убывает (k = 

р, = 2Rnsin = ‚ P, = 2Rntg = ‚ где R— радиус окружности. 

Рассмотрим функции р (x) = x sin — » P(x)=xtg = (x > 2). 

Дифференцируя, находим 

р’ (x) = sin —- cos = = cos — (tg =. — 4); 

P’ (x) = tg = — = — = — (sin cal — =): 
cos? —— 2 cos? —— 

x x 

Так как tg => , sin 2 <“ при x > 2, то функция p(x) 

возрастает, а функция P(x) убывает при x> 2, Поскольку ри = 
= 2Юр (п), P, = 2RP (п), то последовательность Pp, — возрастаю- 
щая, а последовательность P,, — убывающая. В силу того, что р, < 
<P, (при n>2) и lim (P, —р,) =0, то, на основании ут- 

верждения леммы о вложенных промежутках, приходим к выводу, что 

lim p, = lim P,. 
hwo fier OO 

178. Доказать, что функция у = (1 +- +} возрастает Ha ин- 

тервалах (— coo, — 1) и (0, + 00). 
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Доказательство. Покажем, что в указанных интервалах 
производная функции положительна. При x > 0 имеем 

y= y(In(1+ +) — ti) = y(n (e+ 1)—inx——1_}. 

По формуле конечных приращений на отрезке [х, x + 1] получаем 

In(x + 1)—Inx=— где х Ех 1. 

Таким образом, y’ =y (+——1,] >0 при х>0. При х<—1 

имеем 
, | 1 ини) 

= y (x) Jin ¢—1)—ine—5 |, 

где # = — x; |< #< + oo. По формуле Лагранжа на отрезке [t — 
— 1, й получаем 

1 

Е 

где #—|1<& < откуда у’ = y(—2) (=t-—L) >0 при |< 

ш (#— 1) — шё= — 9 

<t<+oo или y’>0 при — ©®<х<—1[. 

179. Доказать, что целая рациональная функция 

P (Xx) =а + ах + ..° ++ a,x" (n> l, a, # 0) 

является строго монотонной в интервалах (— oo, — Xo) и (%, - оо), 
где хо — достаточно болышое положительное число. 
Доказательство. Записав при n> 0 производную функ- 

ции P (x) в виде 

, —_ п—1 (n — 1) ant а1 
P’ (x) = пах | + ах 4+ +++ +4 пай | 

приходим к выводу, что при достаточно больших | x | > х, знак функ- 
ции P’ (x) полностью определяется знаком коэффициента а„, следова- 
тельно, функция P (x) строго монотонна при | x | > м. 

180. Доказать, что рациональная функция 

п 

R(x) о ое (a,b, 0), 
by + byx +++ - bmx” 

отличная от тождественной постоянной, строго монотонна в интерва- 
лах (— 00, — м) и (%, - со), где х — достаточно большое положи- 
тельное число. 

Доказательство. Предположим для определенности, что 
т = п. Записав функцию R (x) в виде 

Pr 
К (x) = a ’ 
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получим, продифференцировав ее: 

Ри (х) Чт (2) — Qn (*) Pn (x) _ 
Ю’(х) = 

(%) Q?, (x) 

anomertn! | (n — m) + 0* (—)| 

— 92. (x) 

При достаточно больших | x | >> x) знак функции R’ (x) определяется 
знаком коэффициента а„б„ (п — т) и будет постоянным. Следователь- 
но, R (x) строго монотонна при | x | > №. 

181. Обязательно ли производная монотонной функции является 
МОНОТОННОЙ? 

Решение. Не обязательно. Функция [’(х) может сохранять по- 
стоянный знак на интервале, не будучи сама монотонной на нем. На- 
пример, функция] (x) = x + sin х монотонно возрастает на всей число- 
вой оси (так как [ (x) > 0 при хЕ (— oo, + oo)), однако функция 
Г’ (x) = — sin x меняет свой знак при переходе через точки x, = 
=kn (k = 0, + 1,...), поэтому [ (х), являясь монотонной на каждом 
интервале (Рл, (Rk + 1) мл), не является монотонной на всей оси. 

182. Доказать, что если @ (x) — монотонно возрастающая диффе- 

ренцируемая функция и | [(х) | < Ф (*) прих > %, то 
[Е (х) — fF (%) [< Ф (x) —Ф (%) при х> ж. 

Дать геометрическую интерпретацию этого факта. 
Доказательство. Гак как функции f (x) иф (x) удовлетво- 

ряют всем условиям теоремы Коши о среднем значении, то справедли- 
во равенство 

Ё (x) —Ff (хо) 

ф (x) — @ (%) Ее века 
откуда 

IF (*) — 1 (%) | < |Ф (9 — @ (%) | = $ (<) — @ (%). 
Геометрически это неравенство означает, что приращение монотонно 
возрастающей дифференцируемсй функции будет не меньше прираще- 
ния всякой другой дифференцируемой функции с меньшим или равным 
абсолютным значением производной. 

183. Пусть функция ] (x) непрерывна в промежутке а < x < + со 
и, сверх того, |” (x) > k > 0 прих >> а, где k — постоянная. Доказать, 
что если | (а) < 0, то уравнение f (x) = 0 имеет один и только один 

ew ew а 

действительный корень в интервале (2, а — 5 

Доказательство. Применяя теорему Лагранжа к функции 

Le | | » Имеем f (x) на отрезке la, a+ 
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Из условия f’ (x) > k > 0 находим 

j(a+ т) 19 > Го, 
откуда 

` 

p(a+ 1H!) >0. 

a 
Функция f (x) Ha концах отрезка \a, a+ AE@t принимает значе» 

ния разных знаков, поэтому по теореме Коши о промежуточных 

значениях существует такая точка Ё € (а, a+ Ihe | ‚ что | (=) = 

= 0. Докажем, что она единственна на этом интервале. Если допус- 
тить, что на нем найдется такая точка &, что ] (E,) = 0, то по тео- 
peme Ролля на интервале (Е, &,) (если Е, > ЕЁ) или на интервале (E,, &) 
(если Ё < &) найдется такая точка £, что} (E,) = 0, а это противоре- 
чит условию | (x) > k > О при х > а. 

184. Функция [ (x) называется возрастающей в точке Xp, если в не- 
которой окрестности ее | х— х| < 6 знак приращения функции 
Af (%) = | (x) — f (%) совпадает со знаком приращения аргумента 

X =X — Xp. 
Доказать, что если функция ] (x) (a < x < 5) возрастает в каждой 

точке некоторого конечного или бесконечного интервала (а, 6), то она 
является возрастающей на этом интервале. 
Доказательство. Если функция f (x) возрастает на неко- 

тором интервале, то в каждой точке этого интервала знак приращения 
функции совпадает со знаком приращения аргумента в этой точке. 
Допустим, что функция f (x) возрастает в каждой точке интервала (а, 
b) и вместе с тем не является возрастающей на всем интервале. Тогда 
существует по крайней мере одна точка ху Е (а, 6) и некоторая окрест- 
ность этой точки (X%) — би, X% + 6,1), в пределах которой знак прираще- 
ния функции не совпадает со знаком приращения аргумента в этой точ- 
ке или не имеет определенного знака. С другой стороны, в силу возра- 
стания { (x) в точке Xp существует такое 6, > 0, что в пределах окрестнос- 
ти (х— 6», № + 6) знак приращения функции в точке х› совпадает со 
знаком приращения аргумента. Тогда, в силу предположения в окрест- 
ности (x, — 6, х + 6) где б = min (6,, 6), знак приращения функции 
не совпадает со знаком приращения аргумента в точке х или не имеет 
определенного знака, а это противоречит тому, что функция возраста- 
ет в точке Xp. 

185. Показать, что функция f (x) = x + x? sin >, если x #0 Hu 

Г (0) = 0 возрастает в точке х = 0, но не является возрастающей ни в 
каком иптервале (— &, г), окружающем эту точку, где = > 0 произволь- 
но мало. Построить эскиз графика функции. 

Решение. Вычислим приращение функции f (x) в точке x = 0: 

Af (0) =x (1 + xsin—). 
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Очевидно, при достаточно малых по абсолютной величине значениях 
x имеем: Af (0) < 0 прих< On Af (0) >> 0 прих >> 0, поэтому функ- 
ция f (x) возрастает при x = 0. Дифференцируя [ (x) прих = 0, нахо- 
TUM 

, . 2 2 
f(x) =1+ 2x sin —- — 2 cos —-- 

Каким бы ни было €>>0, всегда можно выбрать настолько боль- 

шое №, что точки xy = > W Xe = aT 

y | интервалу (—e, =). Поскольку Г (жж) = — 1, 

| Г (xe) = 3, приходим к выводу, что f (x) не возрас- 
тает в интервале (— в, =) (так как ее производная 

& в этом интервале не сохраняет определенный 
$ знак). Вывод: если функция f (x) возрастает в не- 

которой точке, то она не обязательно возрастает и 
в некоторой окрестности этой точки. Эскиз гра- 
фика функции дан на рис. 81. 

186. Доказать теорему: если 1) функции ф (x) 

иф (x) n-KpaTHO дифференцируемы; 2) ф® (x9) = 
_ k . ) оф (%) (2 = 0, 1,2, (2 — 1); 3) ©” > 

> 4” (x) при x > ж, то справедливо неравенст- 
во @ (x) > т (x) прих > №. 
Доказательство. Применим к функ- 

ции ul@—" (x) = "о (x) — yp (x) теорему 
Лагранжа о среднем на отрезке [х, x]. Имеем 

u"—) (x) —u@— (x5) = 

Puc. 81 =u” (Е) (x — хо), 

откуда в силу условий 2) и 3) находим yr") (x) > 0 (x > ж). Аналогич- 

HO доказываем, что y'"—*) (x) >OuT. д., и (x) > 0, т.е. ф (x) > ф (x) 
при х > Xp. 

187. Доказать следующие неравенства: 

а) г” >1-+х при х=0; 

будут принадлежать 

$
 

6 х— = «шах <х при х>0; 
x8 . 

в) х— 5 <зшх<х при x> 0; 

г) tgx>>x + — при 0—< ry; 

1 1. 
д) (x* + и") > 08+ 1) при х>0, у>0и0<а< В. 

Дать геометрическую иллюстрацию неравенств а) — г). 
Доказательство. а) Обозначив ф (х) =e’, p(x) = + <x 

и, замечая, что ф (0) = т (0), ф’(х) >’ (x) при x >> 0 на основании 
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доказанной теоремы в примере 186 заключаем, что ф (x) > (x) при 
х> 0. 

Полагая x = — Ё прих < 0, получим 

Ф()=е; pi)=1—t t>0. 
Поскольку Ф (0) = tp (0), $’ (4) > yp’ (1 npu t > 0,то @ (2) > (8 при 
# > 0, т. е. @ >> 1 +- хприх < 0. 

6) Обозначим 

x2 

ф (х) =х— —-; (4) =Ш( 4х); ne) =x (x >0). 

Очевидно, ф (0) = tp (0) =т (0); @ (x) < т’ (x) <n’ (x) при х> 0, 
поэтому на основании неравенства примера 186 имеем 

ф (х) < ф (*) <т(х) прих>0. 
в) Пользуясь, как и при доказательстве неравенств пункта 6), 

обозначениями 

g()=x— p(x) =sinz, ni) =~, 
имеем ф (0) = tp (0) = n (0); g (x) < W(x) <<’ (x) npux>Ouxs 
= 2kn. На основании неравенства примера 186 справедливы неравен- 
ства 

ф (х) < т (х) < т (x); х>0, х=2л (kR=1, 2, ...). 
При x = 2Ёл имеем неравенства 

2х (1 — a“ <0 < 2kn, 

ф (2km) <p (2л) < 4 (2a) (k=1, 2, ...). 
Таким образом, при x > 0 выполняются неравенства 

ф (x) <p (x) << y (*). 
г) Обозначим 

3 

p(x) =tEx, (x= x + (o<x< =. 

Очевидно, ф (0) =\1 (0), gp’ (x) >’ (x) при 0<х< + (так как 

pg (х) = 1- 6х; p (х) =1-+25; te? xox? при 0<х< + ; 

Пользуясь неравенством примера 186, можем утверждать, что 

Ф (*)>$( при 0<х<-. 

д) Неравенство 
| i 

ии 
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при любых фиксированных x > 0, y > 0 и всех 0 < а < В эквивалент- 
но неравенству 

+ > +1]. 
x 

Для доказательства последнего обозначим = Ги рассмотрим функ- 

ЦИЮ 

Ф() =! °. 
при О << - oo. 
Ее производная 

И ет: _ Маф А | _ 90) (уе 
Ф (2) = @)| 2 (1 +7) 22 | 22 (1 + t?) In (1 + [2-е 

yh 
| № у! | РУ . i: 

ay LTS 

y = tn (1+X) wv 0 > , X#0 y= xX) x0 

x > ye x0 es, 

$ x? Y=X-§ 
a 9-7 д 8 2 

Puc. 82 

отрицательна при O<z< + oo, поэтому функция ф (2) убывает; 
следовательно, Ф (а) > Ф (В) при О<а < р < +00, т. е. справед- 
ливо неравенство 

| | 

(x™ + y*)* У 
при х >0;y>0;0<a< В, что и требовалось доказать. 

Геометрическая иллюстрация неравенств а) — г) приведена на 
рис. 82. 

188. Доказать неравенство = x<sinx< x при 0<х<-- . 

Доказательство. Правая часть неравенства доказана при ре- 
шении примера 187, в). Докажем левую часть неравенства. Рас- 

. 2 
смотрим функцию ф (x) = sin x — — (0 SKK +) . Утверждается, 

что ф (x) не имеет нулей в интервале (0, 4) . В самом деле, если 

бы м Е (0, +) было корнем уравнения ф (x) = 0, то применяя тео- 
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рему Ролля к функции ф (x) на отрезках [0, х!1| и, +] ‚ МЫ 

получили бы, что ф’(х) обращается в нуль в двух точках интер- 

вала (0, >) . Но на интервале (0, >| уравнение ф’ (x) = 0 име- 
2 

2 
ет лишь один корень x = агссоз -— ‹ Поэтому q (x) сохраняет на 

указанном интервале вполне определенный знак. Возьмем лю- 
Jt 

бое жЕ (0, >) и определим знак ф (%); в силу предыдущих рас- 

суждений приходим к выводу, что знак @ (x) на (0, a совпада- 

д 
ет со знаком числа Ф (2%). Пусть, например, ж= => Тогда 

ф (= = = >0. Мы доказали, что ф (x) > 0 на интервале 

. 2 
0, =) ‚ Т. е. Sin х> — при 0<*<-: 

189. Доказать, что при x > 0 справёдливо неравенство 

l x l x-+1 

(1 ++) <e<(1++)". 
Доказательство. Если неравенство выполняется, то, ло- 

гарифмируя его, придем к неравенству 

1 1 1 

Г < (1+) <-, 

которое требуется доказать. Обозначая + = t (# > 0), получаем не- 

равенство’ 

t 
TT <In(l + t)<t. 

Правая его часть доказана при решении примера 187; докажем 
t 

теперь левую часть неравенства. Обозначим ф (t) = гг) p(t) = 

= In (1-- ¢) и рассмотрим эти функции при # > 0. Очевидно, ф (0) = 

== ар (0), gg (И = ci Ро <p’ (ft) = ЕЕ при ft > 0. Следователь- 

но, на основании неравенства, доказанного в примере 186, можно 

утверждать, что ф (1) << p(t) при #> 0, т. е. т < In (1 + —| 

при х>0, что и требовалось доказать. 
190. У арифметической и геометрической прогрессий число членов 

и крайние члены соответственно одинаковы и все члены прогрессий 
положительны. Доказать, что у арифметической прогрессии сумма 
членов больше, чем у геометрической. 
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Доказательство. Обозначим первый член прогрессий через 
а, сумму п членов арифметической прогрессии через S,, а сумму п 
членов геометрической прогрессии — через Sz; тогда получим 

$ = п (2а + а(п —1)) . S = а (9" — 1) 
п 9 9 n g—1 9 

где d — разность арифметической прогрессии, а 4 — знаменатель гео- 
метрической прогрессии. Из условия задачи следует, что 4 >> 0, 9 = 
= |. Приравнивая n-e члены прогрессий, находим 

а— 2g" 
n— 1 

Подставляя найденное 4 в выражение для $„, получим 

па (1 +q"%—') S, = 5 

Требуется доказать справедливость неравенства 

О 9") 
2 

>1-+4- -.: +4” " при О<9<! и при 9>1. 

При n = 3 имеем 3 (1 + 97) > 2 (1+ 9+ g*), что эквивалентно не- 
равенству (4 — 1)* >> 0. Допустим, что справедливо неравенство 

п (1+4) >2(1+q+ +. +9), 
и покажем, что при этом предположении будет выполняться также He- 
равенство 

+9) >2(-а- +--+ +9). 

Имеем в силу нашего предположения 

и 1) (1+ 9") =п (149) + +09" — п9" +1 

>29 ve tg Y+ (n+ 09" — 9" +1= 

=2(L +g -- +9) + (n= 09" — 1g" +1. 
Рассмотрим функцию ф (9) = (n — 1) 4" — nq" -Ти вычислим ее 

производную: Фф’ (9) =n (п— 1) 9” * (9—1). При 0 <9<1 имеем 
ф’(9) < 0, a при 9>>1, очевидно, ф’ (9) >>0, следовательно, функ- 
ция ф (9) монотонно убывает на интервале (0, 1) и монотонно воз- 
растает при всех д>>1. Далее, ф (1) =0, следовательно, ф (9) >0 
при 9 >>0 (4 == 1). Поэтому справедливо неравенство 

(и (1+ 9) > 2 (1-9 --- +9). 

Мы доказали с помощью метода математической индукции, что S, > 
> Sh. 
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п 

191. Исходя из неравенства ы (a,x + b,)? > 0, где x, aj, 6, (ЕЁ = 

= |, 2, ..., 2) вещественны, доказать неравенство Коши 
п 2 п 9 п 9 

q a! 

( a,bs| <Mad bh. 
kal и  kaol 

Доказательство. Возводя в квадрат выражение, стоящее 
под знаком суммы, получаем 

где Ах? +2Bx+C> 0, 
n п п 

А=Уа; В=Уа,, C= &. 
k=l 

Квадратный трехчлен неотрицателен тогда и только тогда, когда его 
дискриминант неположителен: B®? — АС < 0 (A >0). Подставляя в 
последнее неравенство значения A, Ви С, получим 

п 2 п о п о 

[Ха] < ob 3 ok, 
kal k=l k=I 

что и требовалось доказать. 
192. Доказать, что среднее арифметическое положительных чисел 

не больше среднего квадратичного этих же чисел, т. е. 

гх ГА 2 
— >» Хь < —\ жж. 
пы Пр 

П = Xp, by =A Доказательство. Полагая в неравенстве Коши a, = x,, 6, = — » 

получим 
п 2 n n 1 i n 

1 2 2 
(Ум) < =f) 4, 

k=l k=l k=| k=! 

откуда 

193. Доказать, что среднее геометрическое положительных чисел 
не больше среднего арифметического этих же чисел, т. е. 

Ух v8 Xp <F (x, + "Ч №). 

Доказательство. Рассмотрим функцию 
n—l 

i= 

ф (x) = —- 
Пу XX res хх 

< 
Ее производная ф’ (x) = — (a—l)x— Хх, рав- 

хп Xy +. хх i=1 ‘| 
п 

1 
на нулю при ж = —— > х, отрицательна при O<x< xp, по- 

t=! 
n 

23}



ложительна при x>> №, поэтому ф (x) убывает на интервале (0, Xo) 
и возрастает при х > xX; а при x = х достигает наименьшего 
значения 

n—l n—l 

/ l п 1 

ж) = !|——— ) x я Ф ( о) п—-| » : V хх, — 

i= ° Xp} 

Таким образом, @ (x) > @ (Xo) при всех x > 0 (в том числе и при x = 
= X,): 

< 

Дм n—l n—l | 
i=l = 

(air Ya)" = (1) 
Доказывать неравенство, приведенное в условии задачи, будем с по- 
мощью метода математической индукции. При п = | имеем xX, = м. 
Допустив справедливость неравенства 

n—l 
! п—1, 

Ум Им: жа, 
i=] 

из неравенства (1) немедленно получаем неравенство 
п 

Ух 
i=] | 

откуда 
п n, a 

И хаха 0+ Xp < — Ух. 
(‘= 

194. Средней порядка $ для двух положительных чисел а и 6 назы- 
вается функция, определяемая равенством 

А, (а, b) = [= если Ss # 0; 

Ay (a, 6) = limA, (a, 5). 
$0 

В частности, получаем: при $ = — | — среднее гармоническое; при 
$ = 0 — среднее геометрическое (доказать это); при $ = | — сред- 
нее арифметическое; при $ = 2 — среднее квадратичное. 

Доказать, что 

1) min (а, 6) < A, (а, 5) < max (а, 5); 
2) функция A, (а, 6) при а == 6 есть возрастающая функция перемен- 
HOH 5; 
3) lim ДА, (а, 5) = ша(а, 65); lim А, (а, 5) = max (a, 6). 

$ со $>—со 

Доказательство. При $ —+ 0 получаем 
lim L{ a | | т (= и) in ab 
о “> $0 | — 

А, (а, Ь) =е 5 2 e? 5 $ =e = Vab 

и убеждаемся в том, что при $ = 0 функция A, (a, Ь) есть среднее reo- 
метрическое чисел а и 6. 
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Обозначая В = ae р (O<B< 1), можем записать функцию 

А; (а, 6) в виде 

A, (а, 6) = max (а, 5. ( ГР } . 

Покажем, что функция A, (а, 5) монотонно возрастагт при — coms < 
< -- о. Рассмотрим функцию 

1 
5 \ Ss 

p(s) = (448 ‚ s>0 

и покажем, что функция In ф ($) возрастает при $ > 0. Имеем 

а ol В’ In B® __ 1+ В , 
— [In ф (s)] = 52 | 1+ pS in ( о ) 

Обозначим 

58° InB —_ 
В ’ 9 = In| 

При $ = 0 функции Q, ($) 4 tp, ($) обращаются в нуль. Вычислим произ- 
водные этих функций: 

BS (1+ Inps В В 
(1 +B)” 

Принимая во внимание неравенства 

In B< 0: В (1 + шВ’ + 8°) 

фз (5) = +e). 

ps ШВ 

1+ B° 
; (= фи ($) = 

BS 

< , 
(1 + B*)? 1 + В 

получаем неравенство фи ($) > фр (5), справедливое при $ >> 0. Посколь- 

ку Ф, (0) = \, (0) = 0, aq, ($ > 4 ($) при $ > 0, то на основании не- 
равенства примера 186 можем утверждать, что ф, ($) > 4$ ($) при $ > 
> 0, откуда следует, что функция |пф ($), ас ней иф (5) и A, (a, 6) 
возрастают при всех положительных $. Если же — с < s < 0, то, по- 
лагая $ = —#(0 <1Щ—< + oo), получим 

—Её ШВ _ _ 
В = ф» (4), (5) =In( 

При { = 9 функции Фо (1) иф, (f) обращаются в нуль. Вычислим их про- 
изводные: 

' (ВЕ InB — 1— В!) InB ‘ шв 
В = . s (t) = — . 

Очевидно, ф2 (Й) > rhe (1) при ¢ > 0. Принимая во внимание равенство 
g, (0) = т, (0) = 0, на основании неравенства примера 186 можем 
утверждать, что Q, (5) >1ф, ($) при — co <s <0; откуда следует, что 
функция A, (a, 5) возрастает при всех отрицательных $. 

Pi ($) = 
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Таким образом, функция А, (а, 5) — возрастающая. Поскольку 

lim 1 4, (ue 
S->--- 00D 9 

lim A, (а, 5) = тах (а, 6) -e = тах (а, 65), 
$ {со 

то, принимая во внимание монотонность функции A, (а, 6), справед- 
ливо неравенство 

А, (а, 5) < max (a, 6), 

причем знак равенства возможен лишь в случае, когда а = 6. 
Записав функцию A, (а, 6) в виде 

А, (а, 6) = min (а, 5). te ) ’ 

где 

_ тах (a, 6) 

~~ п (a, 5) (a> 1), 

находим 

lim 1). ( 1-5 | 
. . 5—0 

lim А, (а, 5) = пи (а, 6) -е 5 2 
S-+>—00 

причем в силу возрастания A, (а, 5) при — co < $ < + oo справед- 
ливо неравенство: A, (а, 6) > min (a, 6), в котором знак равенства 
возможен лишь при а = 6. 

195. Доказать неравенства: 

= ши (а, В): 

а) x* — 1> а (х— 1) при a>2, х> 1; 

6) Их — Уа< Их—а при a>l,x>a>0; 

B) [+2 шх<лх? при x>0. 

Доказательство. а) Обозначив ф (x) = x*— 1, p(x) = 
= a (x — 1), имеем: ф (1) = p (1) =0; ф’ (x) > W’ (x) прич > 2; х> 
> 1. На основании неравенства примера 186 заключаем, что 

ф (х) > (x) при а>2; x>1. 

6) Аналогично доказательству а) имеем при п > 1; x >a> 0: 

Ф (х) = Ух —Уа, 1№(х)=Ух—фа —(a)=H(a) =0; 
ф’ (x) < Т’ (x), поэтому ф (x) < p (x). 

в) Обозначим ф(х) =1 2х, Ф(х) = 42. При x=1 значе- 
ния функций ф (x) и (x) совпадают, а при х>1 выполнено 
неравенство ф’ (х) <’ (x), поэтому на основании неравенслва 
примера 186 справедливо неравенство ф (x)<< (x) при х>1. 

Пусть O<x<1; полагая t= — (l<cf<-+ 00), имеем ф (x) = 

=1—2In t=q (1); p(x) = z = $, (0; Ф1 (=, (= Еф < 
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fi (0, откуда gi (4) <, (4) при 1<1< + ©, т. е. ф (х) <ф (x) 
при O<x<l. Поскольку ф (1) =ф (1), то принимая во внима- 
ние доказанные неравенства, имеем ф (x) < p(x) при х> 0, что и 
требовалось доказать. 

$ 7. Направление выпуклости графика функции, 
Точки перегиба 

1°. Достаточные условия выпуклости. График 
дифференцируемой на интервале (a, 6) функции у =f (x) имеет на 
эгом интервале выпуклость, направленную вниз (вверх), если он ле- 
жит в пределах указанного интервала не ниже (не выше) любой 
своей касательной. Достаточным условием выпуклости графика функ- 
ции вниз (вверх), если функция всюду на интервале (a,b) имеет конеч- 
ную вторую производную, является выполнение неравенств ]” (x) > 0 
(Г (x) < 0) пиа<х<Ь. 

2. Достаточное условие точки перегиба. 
Точка Мо (Xo, Yo) графика функции у = f (x) называется точкой пере- 
гиба этого графика, если существует такая окрестность точки ху, оси 
абсцисс, в пределах которой график функции y = } (x) слева и справа 
OT х имеет разные направления выпуклости. Точка Му (x, f (ж)), 
для которой либо |” (х%) = 0, либо р’ (x) не существует, есть точка 
перегиба, если /” (x) меняет знак при переходе через точку Xp. 

196. Исследовать направление выпуклости кривой у = | + Vx 
в точках A (— l, 0); В (1, 2) иС (0, 1). 

Решение. Вычислим вторую производную функции y (x) и 
исследуем ее знак в точках x = — 1 их = 1 (в точке х = 0 y’” (x) не 
существует). Имеем 

5 

yf’ (x)= — Sx >; и(—1>0; gy" (I)<0, 

следовательно, в точке A кривая имеет выпуклость, направленную 
вниз, а в точке В — направленную вверх. При переходе через точку 
x = 0 функция и” (x) меняет знак, поэтому точка С является точкой 

3 -= 

перегиба графика функции у = 1 + Ух. 
Найти промежутки выпуклости определенного направления и точ- 

ки перегиба графиков следующих функций: 
5 

197. и=х- хз. 

ез
| 

т 10 - 
Решение. Вторая производная функции у’ = > * `поло- 

жительна при xX > 0 и отрицательна при x < 0, поэтому график функ- 
ции имеет при х < 0 выпуклость, направленную вверх, a прих > 0 — 
направленную вниз. Точка М. (0, 0) является точкой перегиба графика 
функции. 

198. и = In (1 + x). 
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Решение. Замечая, что вторая производная функции 

и 2 (1 — x? 

отрицательна при |x| > 1 и положительна при | х| <1, приходим 
к выводу, что при | x | > 1 график функции имеет выпуклость, направ- 
ленную вверх, а при | x | < 1 — направленную вниз. Точки A, (— 1, 
In 2); А, (1, In 2) являются точками перегиба графика функции. 

199. y=xsin(Inx) (х>0). 
Решение. Дважды дифференцируя, находим 

у’ = v2 cos {In x + =) ‚ y’>O0 при —_= + 
x 

+ Qk <Inx< — + 2Ал; 

у’ <0 при = + 2en<Inx< р +21 (k= 0, +1, £2,...), 
Таким образом, в интервалах 

ил +20 
е < х<е 

график функции имеет выпуклость, направленную вниз; в интервалах 

= +2kn aH +2kn 
e <х<е' 

— выпуклость, направленную вверх, а точки 
л 

Gti (tet e , уз 

являются точками перегиба графика (К = 0, + 1, + 2,...). 
200. y = x* (х>0). 

Решение. Имеем при x > 0: y= x [Inet + | > 
x 

> 0, откуда следует, что при всех положительных значениях х кривая 
выпукла вниз. 

201. Исследовать направление выпуклости циклоиды 

x=a(t—sint), y=a(1—cost) (а>0). 

Решение. Применяя правило дифференцирования функций, 
заданных параметрически, находим 

4?у | 

dx?  @(1— ©0381? ’ 

откуда следует, что при а > 0 имеем 4 <0, если [== 2kn (R= 

= 0, 1, 2,...), т. е. Ha каждом из интервалов (2akn, (2k + 2) ал) циклои- 
да выпукла вверх. 
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202. Пусть функция f (x) дважды дифференцируема в промежутке 
а<х< + oo, причем: 1) } (а) = А>0; 2) f’ (а) <0; 3) [ (x) < 0при 
x > а. Доказать, что уравнение ] (x) = 0 имеет один и только один 
действительный корень в интервале (a, ++ oo). 

Доказательство. При x >a получаем по формуле конеч- 
ных приращений Лагранжа 

f(x) = A+ (х— а) Р(Е (х)); аз <х (1} 

P(x) = fF (a) + (x —a) [ (Ee (x); axe <x. (2) 

Из условия f’ (Е) <0 следует, что f’ (x) <0 при x>a, поэтому 
функция f(x) убывает на интервале (а, + сэ). Из формул (1) и 
(2) находим 

f (x) = A+ (х— а | (a) + (x —a) (& —а[ (Ee (&1)). (3) 

В силу условий Г (a) <0, f’ (& (&)) <0 из формулы (3) следует, 
что при Достаточно болышом ху >а значение функции будет отри- 
цательно. Поскольку функция f (x) непрерывна на отрезке [a, хо], то 
по теореме Коши о промежуточных значениях существует такое x, 6 
Е (а, хо), что f (x,) = 0. Функция f (x) не может обратиться в нуль ни 
в какой другой точке, отличной OT X,, так как убывает на интервале: 
(a, + 00). 

203. Функция [ (x) называется выпуклой снизу (сверху) Ha интер- 
Basie (a, 6), если для любых точек xX, и х. из этого интервала и произ- 
вольных чисел Ay и Ag (Ay > 0; Ay > 0; А, - Л, = 1) имеет место нера- 
венство 

(мха Е Льх) < М (%1) + Acf (2) 

(или соответственно противоположное неравенство 

Е (Ала - №5) > МО) + № (%2)). 

Доказать, что: 1) функция f (x) выпукла снизу на (а, 6), если f” (x) > 
> Оприа < х< 5D; 2) | (x) выпукла сверху на (а, 6), если |’ (x) < 0 
при а<х< 6. 

Доказательство. Пусть [ (x) > 0; x € (a, 6b) и пусть. 
А1 > 0 u A, > 0 — произвольные числа, удсвлетворяющие условию: 
Ay + A, = 1. Если x, и x, — любые точки интервала (a, b) их, < Xp, 
то точка A,X, + А.х., очевидно, лежит между ними. По формуле Лаг- 
ранжа имеем 

(Аж + Mg x%2) — f (41) = Ag (X2 — х)[ (Es), (1) 

где Xy < < Ах, + А.Х; 

f (%2) — f (Agxy + Ах) = М (Xe — хи) [ (Ee), (2) 

где Лам, -+ Лох < Ё < х.. 

Умножим левую и правую части равенств (2) и {1} ка А, и A, соответ- 
ственно и вычтем друг из друга полученное. Находим 

Ae} (X2) + Mf (x1) = Ff (Aqgxy + Ах) А.А, (xg — x,)f" (E3),



где & < & < х.. В силу условий A, >> 0, А. > 0ир (&) > 0 имеем 

Ne f (2) + МР (%1) > РМ + №), 

т. е. f (x) выпукла снизу на (а, 6). 
Если же р’ (х) < 0 на (а, 5), то функция g (x) = —f (x) по дока- 
занному выпукла снизу на (a, 6): №ф (x4) + Ac (Xe) > @ (ах, + 
+ Аэх2), откуда №} (x1) + Aof (%2) < Е (Agx% + Аьх.), а это означает, 
что f (x) выпукла сверху Ha (a, 

204. Показать, что функции ф, (x) =x (n>1), фо (x) =e", 
фз (x) = хх выпуклы снизу на интервале (0, -- со), а функции 

p, (x) = x" (0<п<!), (x) = шх выпуклы сверху на интервале 
(0, -+ 00). 

Решение. Дифференцируя дважды, находим 

n—2 ° ” х " 1 
фи (x)=n(n—1)x", ф()=е, (=, 

Hi (x) =n(n—1)x"?, = 

При x € (0, + 00) имеем фу (x) >0 (fj = 1, 2, 3), He (x) <0 (R= 
= |, 2), поэтому на основании результата, полученного при решении 
предыдущего примера, можем утверждать, что функции Ф; (x) выпук- 
лы снизу, а функции 1$, (x) выпуклы сверху на интервале (0, -- 00). 

205. окаать неравенства и выяснить их геометрический смысл: 

а) —- ох" base] (x>0, у>0, x#y, n>); 

у 

6) we > (xy) 

в) xIinx-+ylIny>(x + y) In ии , если х>0, y> 0. 

Доказательство. Решая задачу 204, мы показали, что 

функции t” (п > 1), e‘utint выпуклы снизу Ha интервале (0, -+ со), 
откуда следует, что для любых х >0, иу>0 (хуи Л = Л = 

=> справедливы неравенства: 

п x+y 
a) ту) > (444) ; +(e +e) >e® ; 

в) xInx+ylny>(x+y) In Ane 

что и требовалось доказать.  пометрический смысл доказанных Hepa- 
венств следующий: если функция ] (x) выпукла снизу на некотором 
интервале, то хорда, соединяющая две точки: (x, [ (х)) и (у, Г (y)) рас- 
сматриваемой кривой, лежит выше дуги, стягиваемой этой хордой; 
в частности, точка, лежащая на середине хорды, лежит выше точки на 

кривой с абсциссой = + 2 (рис. 83). 
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206. Пусть f” (x) > 0 приа < x < 6. Доказать, что 

p(t) cot (+ Ро 
Доказательство. По формуле (3) примера 203 имеем 

1 
(при № = А» = +}: 

4 fa +e (a = (2) Тб <), 
откуда в силу условия |” ни > 0 получаем неравенство 

p(t) < ры) + f (dl. 
207. Доказать, что ограниченная вы- 4 

пуклая функция всюду непрерывна и име- 
ет односторонние левую и правую произ- 
водные. 
Доказательство. Предположим `` 

для определенности, что функция | (x) 
выпукла снизу на интервале (а, 5). В силу т ' | 
ограниченности ] (x) на (а, 5) существует та- 0 
коес > 0, что |} (x) | <c;x € (а, b). Пусть a 
Хо — любая точка интервала (а, 5) и при- Рис. 83 
ращение аргумента Ах >> 0 в этой точке 
взято такое, что точки х, — Ахих + Ax также принадлежат (а, 6). 
Так как f (x) выпукла снизу, то справедливо неравенство | (ж + 
+ Ax) + f (% — Ax) > 27 (%), которое перепишем в виде 

Ё (x) —f (% — Ах) <f (x9 + Ах) —[(%о). (1) 

Из неравенства (1) получаем систему неравенств: 

f (хо — Ах) — f (x — (Е + 1) Ах) <f (% + Ах) — (%) < 

<f (% + (Е + 1) Ax) —f (x9 + RAx) (2) 

(k = 0, ‚п — |) при условии, что точки xX — (Е + 1) Ax, ж + 
+ (Е 4 р Ах; (Е =1,2,.... п — 1) принадлежат интервалу (а, 6). 
Суммируя неравенства (2) по от 0 до п — |, приходим к неравенству 

[ (te) — Fe =) <} (Xo -- Ax) —f (Xo) < [ор ry! (Xo) (3) 

) 

и, принимая во внимание ограниченность функции } (x), получаем 
оценку 

2 
[А (хо + Ах) — Р(%) |<. (4) 

Каким бы ни было =>0, при всех n> |---| имеем 

lf (% + Ax) —f (xo) |<e, (5) 
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если Ах удовлетворяет условию 

. b— — 
0<Ax<min| —*0 , aos . 

Непрерывность функции f (x) в любой точке интервала (а, 5) доказана. 
Докажем существование односторонних производных функции. Пусть 
Ах >h> 0. Тогда справедливы неравенства 

a) ЛЮ АР, 

6) Гы Г > Tat at A . 

В самом деле, записав h = 9Ах (0 <0— 1), видим, что неравенство 
а) эквивалентно неравенству 

Of (% + Ах) + (1—9) f (x0) > fF (о + A); 
а неравенство 6) эквивалентно неравенству 

Of (% — Ax) + (1 — 9) f (x0) > Ff (% — A), 
каждое из которых справедливо в силу выпуклости снизу функ- 

ции f (x). Таким образом, функция ф (Ax) = I лы (%) убы- 

вает при Ах-> --0 и ограничена снизу числом —— ‚ афункция 

ф (Ах) = [ (% =n! (о). возрастает при Ах-> -- 0 и ограничена 

сверху числом ma . Поэтому существуют пределы 

lim | Ф (Ax) = Ё+ (хо), lim |p (Ax) = f— (x0). 

208. Пусть ункция Г (x) дважды дифференцируема в интервале 
(a, b) uf” (2 #0, геа <<. Доказать, что в интервале (а, 65) 
можно найти два значения X, И х. такие, что 

Ё (2) — 1 (м) _ а) 
Доказательство. Предположим для определенности, что 

Г (Е <0; ЕЕ(а, 6). Тогда функция Г (x) убывает в точке х=Ё 
существует такое 5>0, что Г (x) >| (E) прихЕ (Е — 6, =); Г Яя 
< (Е) при хЕ(Е, Е 5). Рассмотрим в интервале (Е — 6, Е--5) 

функцию ф (x) = f (5) — f (x) + fF (8) - (« —§). Ее производная @" (x) = 
= — f (x) +f (E) удовлетворяет условиям: ф’ (х) <0 при §€—6< 
<х< Е op’ (x) >О при  <х< Е -6. Поэтому функция ф (x) убы- 
вает на интервале (ЕЁ — 6, Ё) и возрастает на интервале (Е, Е165). 
При х = & имеем ф (2) = 0. Таким образом, @ (x) >. 0 при хЕ (&— 6, 
Е-- 5). Обозначим А =ф (&—5-- 0); В=ф (E+ 6 — 0) и рассмотрим 
уравнение 

ф (x) = з, (1) 
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где => 0 — любое фиксированное число, удовлетворяющее усло- 
виям О<=< min (А, В). Из изложенного выше ясно, что урав- 
нение (1) всегда имеет два корня: &—60<л<Ё и Е<х,< +6. 
Таким образом, на интервале (а, 5) (в окрестности точки &) най- 
дутся два значения xX, и х а@<хл << х.<5) такие, что 

Г (5) —[(%1) РЁ (5) (4 —9=ь, (2) 

Г (5) —1 (%2) + F © (%2 — §) =e. (3) 

Вычитая почленно (3) из (2), получаем 

f (2) — f (x1) — Р (2), 

А — %4 

что и требовалось доказать. 

Примечание. Если предположить, что [” (Е) > 0, то следует рассмотреть 
уравнение @ (x) = — в, где 0 << e < ша (А |, | В |). 

209. Доказать, что если функция / (x) дважды дифференцируема в 
бесконечном интервале (x), -+ со) и lim f(x) =0; lim f (x) =0, то в 

х-—хо-0 х->--со 

интервале (%, -+ со) имеется по меньшей мере одна такая точка Ё, что 
1" (& = 0. 

Доказательство. В силу выполнения условий задачи 147 
в интервале (хо, -- со) найдется такая точка &,, что }’(Е,) = 0. Так как 
Г (x) =o (x) при x > + ov, то на основании решения примера 167 3a- 
ключаем, что lim | f’ (x) | = 0. Тогда на основании результата решения 

хо 

примера 147 на интервале (&, -- со) найдется по меньшей мере одна 
такая точка &, что |” (Е) = 0. 

$ 8. Раскрытие неопределенностей 

]-еправило Лопиталя [раскрытие неопределенности ви- 

да +}: Если функции ] (x) и g (x) определены и непрерывны в некото- 

рой окрестности точки а, где а — число или символ со, и при х-—+а 
обе стремятся к нулю, а производные |” (x) и 5” (x) существуют в упо- 
мянутой окрестности, за исключением, быть может, самой точки а, 
причем одновременно не обращаются в нуль при х == а, и существует 

конечный или бесконечный предел lim шел то 
х-+а & (%) 

lim LOD = tim HO 
ха 8 () xg 8’ (X) ` 

2-е правило Лопиталя (раскрытие неопределенности ви- 
so , 

na >| Если функции ] (x) и g (x) при x — a обе стремятся к беско- 

нечности, а производные } (x) и g’ (x) существуют для всех х, 
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принадлежащих некоторой окрестности точки а и отличных OT а, при- 

чем f” + &*=5-0в упомянутой окрестности их а, и существует конеч- 
ный или бесконечный предел 

Fx) 
HI “ar (ay * 

» f (x) f (x ‘(xy 
о И ° 

Найти пределы: 

. х— 1 
210. w ИУ . 

0 
Решение. Здесь имеется неопределенность вида >: Применяя 

правило Лопиталя дважды, получаем 

x“ (Inx+1)—1 — lim xot! (Inx+1l)—x _ — 
1 —х _ 

w = lim 
Xa» ] Xl ——1 

x 

= бт [1 xine + 0 (1+5 =+шх) = -— 2. 
Xe»! 

. 1 1 1 

Решение. Здесь имеется неопределенность вида со — со. Пре- 

образовывая данное выражение к неопределенности вида- и при- 

меняя правило Лопиталя, находим 

| 1 

2y ~~ che w =lim cos : ch? x — 

—2 

bk tee 14 thes 

2 2 = lim ~ = —-. х-0 thx tgx tg x 1 + th x cos 3 

x x x  ch?x x 

212. w=lim Arsh (sh x) — Arsh (sin x) 

x0 sh x — sin x 
0 

Решение. Налицо неопределенность вида >. Применяя пра- 

вило Лопиталя четырежды, находим 

COS X 

. 7 V 1+ $112 x ly. 1+ sin? x — cos? x 
ш = lim ch x — cos x = > lim ch x — cos x — 

. sin? x sin 2x . 2 cos 2x 
= lim ch x — cos x = lim sh x + sin x = lim chx-+-cosx — 1. 

292



Заметим, что в процессе решения примера мы избавлялись от радика- 
ла известным способом, а также переходили к пределу, когда x —> 0, 
в выражении cos x + V1 - sin? x 

| 

213. lim е. я х—100. 
X-r0 

Решение. Непосредственное применение правила Лопиталя не- 
| 

эффективно, поэтому, произведя замену —— =у и применив пра- 

вило Лопиталя к полученному выражению, находим 
| 

. е . 50 . 
lim —— = lim = =50! lime-¥ = 0. 
x0 x y-rtoo @ у->- со 

214. ш = lim x", 
Xo» +0 

Решение. Здесь имеется неопределенность вида 0°, поэтому 

предварительно воспользуемся представлением u = е° ши (и > 0, 
v > 0), атакже соотношением lim e* = е®. После очевидных преобра- 

х-хо 

зований и применения правила Лопиталя получаем 

р шх_ 
x In? x\ г ь я lim x In? x- im г. in |. 

w= lime хх 7 0+0 tot — 
х---0 

t 
lim .* In? x -lim = lim х In? x im n* Him | (ve In x) 

_ ert t-r0 — ert — ert x — е*— + = | 

(lim xInx« = 0, поэтому x in x =t->0). 
х---0 +-+0 

215. ш = lim (x** — |). 
x—»-}-0 

Решение. Налицо неопределенность вида 0°. Поэтому, исполь- 
зуя формулу и” = г” (и > 0, v > 0), получаем 

lim x*- lim Inx 
w= lim (ex* In¥ _ |) — ex-~+0 х->--0 — |. 

х---0 

Так как lim x* =1, то lim (x* —1) =—1. 
х->--0 х--0 

| 

1-х 
216. w=limx 

x! 

P ешение. Имеем неопределенность вида 1”. Применяя форму- 
лу и? =e’ '™* (и > 0, vy > 0), находим 

шх 
lim 
> I—x a | -=) w= er =” = en, 
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t 

217. w =lim(2—x) a 
х- 

Решение. Как и в предыдущем примере, имеем 

lim x—2 
lim In (2—x) xl — д 

lim tg in (2--х) x+l ctg = sin? 7 2 

w =e" = @ = € =e", 

218. w= lim (tg x)®™. 
xr 

4 

Решение. Здесь также неопределенность вида 1”. Применяя 

формулу и? = е’"" (и > 0, v>0) и пользуясь возможностью пе- 
рехода к пределу в показателе функции e*, находим 

lim In tg x a5 lim — sin? 2x 

д ctg 2x 2 y + & tex cos*x 
t+ -e 4 

1 
x 

. Xx 219. w= lim (t eT) 
¥->0o 8 2x + | 

Решение. Налицо неопределенность вида со°. Используя те же 
приемы, ЧТО И при решении предыдущего примера, получаем 

лх \—l о м п(2х-Н) — 2nx 
in (te sett | cos 2x-+-1 (2х--1 }з 

ш=е — 

д 

2х--1 1 _ 2 lim » tim — 
On Lim (= eT) (ах) о sin п "хо OFFI 

— 9° e900 2x1 —е 2x-+1 = | 

ss 
, а^—хша \™ 

220. w = lim . ъ0\ O° —хШЫ 

Решение. Здесь имеется неопределенность вида 1”. Поэтому, 
применяя уже упомянутые формулы, а также пользуясь некоторыми 
известными пределами, находим 

xv lim as In ( ах ша lim — ((a¥—1) (6% — xinb) Ina—Inb (b%—1) (аж х-0 Х 6*.—x In b х-0 2х 
Ш =е =@ 

1 ,. a*—| b*—] 1 
— x Ша)} - lim ( т Ina— т ind) “> (In? a=in? 5) 

= =€@ e 

Итак 

(Int a—Int by 
w=e . 
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221. w = lim (cte x— =) . 
х-0 

Решение. В данном примере функция имеет неопределенность 

вида оо — со в точке x = 0. Приведя эту неопределенность к виду 

и применяя правило Лопиталя, имеем 

xcosSx —sinx cos Х — x sin х — coS Xx 
w = lim : = lim 

х->0 x sin x x0 x cos x -- sin x 

— lim — sin x— xX cos x —0 
x0 2508 Х— KX SIN 

1 

222. ш = ЕЕ . 
х-0 

a 7 

Здесь удобнее всего воспользоваться представлением функции в виде 
ие? (u > 0о- 0) и возможностью перехода к пределу в пока- 
з ателе функции =”. Тогда, применяя правило Лопиталя, получим 

Решение. Необходимо раскрыть неопределенность Вида 

Fis —(+9in0+9 _ =lim— —¢ — elim x) in x. 
a 0 x oe x? (1 + x) 

1 
оно = а+® oy 1 Ще 
== elim 2x + 3x? = elim 2 2° 

. | 
3. = | — e 

223. w im| In (x + V 1+ x?) In (1 + x) 

Решение. Приведя неопределенность вида со — сок виду — 

и применяя правило Лопиталя, находим 

1 ee oe ok x 

ш = lim - + x+VI+x2 

x0 In(x-+V 1 + <) In (1+ x) 

a $ — (1 —_ ceytga| tT? @-+ (1+ т) | 

— lim — @+y i+ x 
ead ind +t), Ine+VI+ 

vyl+x2 1+x 

tim VIF H8—(144) _ 
0 ЕЯ +a) +V 14 Bing + Ve у 2 

224, w = lim Gry" (a>). 
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Решение. Дважды применяя правило Лопиталя, получаем 

(a -+- x)* [мою |—a* ina 

w = lim 5 atx = 
х->0 x 

2 

a+ | | че" + г г — lim a+x ах (a + x)? | 

x0 2 

ainta _ 1 

а‘ 

225. ш = lim 
2 x 

(= arctg x . 
х---со 

0 

Решение. Данную неопределенность приводим к видуе ° и за- 
тем применяем правило Лопиталя: 

x In (= arctg *) 

w= lime е2, 
х-+-|-со 

1 | , 

2° — pm im PER aE 2 идее. 
х--Ё-со _ д 

x? 

226. w = lim (thx). 
X->-+-00 

Решение. Имеем w= e’, где 

| | 

на 
z= lim х Ш (1х) = lim the S = —2 lim = 

х--|-со х--- со —_ X->-f-00 

x 

1 . e 

- хз У|—ж 
0 * ty) == x — et? 2х — 

lim = Vi=* aresin x im —aresin x 1 | 2resinz 1 
2x8 Vi—<x' 6 x wy — е*>*0 — е*>*0 6х У 1—x? —е х-0 —е6 

1 
Здесь мы воспользовались ь формулой ue = e"" (и>0, > 0), пре- 

дельным переходом lim e* =e", a также некоторыми известными 
пределами. 
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1 

228. w = lim (S| _ 
x x0 

Решение. Решая этот пример так же, как и предыдущий, имеем 

1 sin x 1 х х cos x—sin x 

lim x2 In x lim > * Sinx хз w= et — ex — 

1 x cos x—sin x 1. —xsinx 1 

2 lim xs 2 lim 3x? ~~ EF =е ** =e *” =e 6. 
1 

229. w = lim [ее ". 
x0 x 

Решение. Используя формулу и’ =е (u>0, v>0) и 
дважды применяя правило Лопиталя, получаем 

1 arctg x 1 х x — (1-х?) arctg x 

Jim x in ( x Jim 2х —saarctg x x? (1--x?) 
W =@ = 

Jt lim х— (re) arctg x 1 lim —2arctg x „1. 

—е” х-0 x —е? x-+0 3x = @ 3 

1 

230. w = lim (=S*) ° 
х->0 

Решение. Решая этот пример по аналогии с предыдущим, 
имеем 

x 
————- — Arsh z 

lim и In (S* =) lim т.о. Vite 
№ = err! x * — ех-0 2х — Arsh x x? = 

4 tim УТ Arsh x | om = 2 Arsh x ae 

=e х->0 x =e х-0 3x = @ 6 

es 

231. w = lim| (+ #)" ii 
x-»0 e 

Решение. Пользуясь формулой и” = el 
применяя правило Лопиталя, получаем 

1 

tg nf” | yy [matin cto J 
e x? 

(u>0, v>0) и 

x 

w= е*—0 = er == 

1 _1 

1--х . —х 1 
lim Jim 

2x +0 2 i-+-x) x ми 
= er? = е* 0 == @ 2 

1 

. о х 
232. w = lim (= arccos *) ® 

x0 
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Решение. Решая этот пример по аналогии с предыдущим, имеем 

lim a In 2 arccos x lim (— ! _ 2 
е*— x Е. er arccos х У 1—x? It 

W = @ , 

1 

COS x хз 233. w = И a) 

Решение. Применяя формулу и’ = ее (y > 0, v> 0), пра- 
вило Лопиталя, а также теорему о пределе произведения, получаем 

1 cos x 1 ch x —sin x-ch x—cos x-sh x 
lim > In ch lim ox . с ° h® 

tL lim sin x-ch x-+cos x-sh x 

= @ х-0 * = е—. 

. In ch x 
234. w = lim 

x0 “Schx—Y chx 

0 
Решение. Здесь мы имеем неопределенность вида ->-. Полагая 

ch x = фи применяя правило Лопиталя, находим 

: t : 
пт 11 — — 1 J] =! 1 —-! 

t™ — уп — т —— {п 

т п 

x0 2 

th 

235. w = lim (45) * 

Решение. Действуя так же, как и при решении примера 231, 
получаем 

lim In (1-+e*) — In 2 lim ех (1-+e%)—! , 

Ш = ex thx — or св 2х = e?. 

236. im 2, (x)= 24, +0) = (Ina) 
Решение. 

lim 2 9) wy 
X->-f-00 ap (x ? 

где 

lim *( пех —In in x} 
и = errto . 

Так как 
2 

НХ = lim 28% — jim 2 = 0, lim IniInx = +0, 
X=>-f-00 % хо х--Есо X%->-L00 
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TO 

lim (=~ —In nx) = — oo. 
¥->-f-00 

Поэтому 
_Ф (x) 

Jim er $ ei 

237. z= lim [Уз | Их 1 net? |. 
х---со 

0 
Решение. Приведя данную неопределенность к виду > 4 при- 

меняя правило Лопиталя, находим 

z= lim x{V/14 я уни 
х-ь-со 

x (mote +1) = lim (Yi+t tarts х--со 

1 1 

2 I 1 (14:48 8)3 (1 tt 8) 
—У1+-- =) = lim ; 

1 

= шт [0 -+1+2+8 (1+ 22+ 38) —аз+ЕёН® ? x 
t-}-0 

| x (1+ 29| = —-5-. 
1 И pp 

238. z= lim[(x+a) *—х *t*]. 
X-»- 00 

0 
Решение. Преобразовывая данную неопределенность к виду —>> 

пользуясь теоремой о пределе произведения функций и применяя пра- 
вило Лопиталя, получаем 

1 

паек" 
ай _ 

= 
=a] = Jim ; 

t+-+-0 

1 

= lim x” lim x|(1-+ ayn = 
ж---со х->-Нсо x aa 

= lim ma 4+ at) ima +at)+q——tl эт 

_ pte |2af In (1 + af) + + par не} =a. 

239. Найти lim 4 —-, если кривая gy = f (x) входит при x > 0 в Ha- 
x0 

чало координат (0, 0) (lim 7 (x) == f (0) = 0) под углом a. 
x—> 
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Решение. Отношение -^ = tg В, где В — угол, образованный 
хордой, соединяющей точки (x, И) и (0, 0), и осью Ох. Поскольку по 
условию кривая входит в начало координат под углом &, то при движе- 
нии по кривой в направлении начала координат В —> a. Следовательно, 

lim -^ = tga. 
x0 * 

240. Доказать, что 

lim xf = 1, 
x-»+0 

если непрерывная кривая y = } (x) входит при x —> + 0 в начало ко- 
ординат (lim (f (x) =0) и при 0 < x <e целиком остается внутри 

х-—--0 

острого угла, образованного прямыми y = — kx и у = kx (Roo). 
Доказательство. При 0 < х < = можно записать неравен- 

ство 

тк“  (>0, #81 
{по условию, — Rx < f (x) < Rx), откуда, совершая предельный переход, 
получаем 

1=limx” < Ни < Нах =1. 
x-»-+0 x—-»-+0 х---0 

Следовательно, т xh) = |, что и требовалось доказать. 

241. Доказать, что если для функции f (x) существует вторая про- 
изводная |” (x), то 77 

"ил — lim FAK ADAE EA) — fx 
Ё (х) = lim ра . 

Доказательство. По правилу Лопиталя имеем 

lim ЕЕ haa — lim Рети Рем — 
В-0 й-0 

| ;. ' h) — f' ' —f' (x—h п [О Ре _ po 
h-+0 

242. Исследовать Ha дифференцируемость в точке x = 0 функцию 

1 1 
Е, если x = 0; 

f (x) = 
> ‚ если х = 0. 

Исследование. Докажем, прежде всего, что 

im (= г) 2° 

Имеем 

tim (--— ) = Я — lim г! 
ко \ * e*—1 x0 % (e* — 1) x+0 e* — 1 + xe” 

. e* | 
= lim 2ех +. хех ~ 2° 
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Исходя из определения производной функции в точке х = 0, найдем 
предел: 

e* — | 2 2—2 —х— xe 
lim = lim = 
x0 x x0 2x? (e* — 1) 

. _ 26 — | — e* — xe* . — xe* 
= |1 = lim = 

x0 4x (2* — 1) + 2x%e* —х-ьо 4 (e* — 1) + Bxe* + 2x8e* 
_ 2X — урХ 1 

— lim é хе = ——_. 

x0 12e* -- 12xe* + 2x2e* 12 

Следовательно, функция дифференцируема в точкех = Ou f’ (0) =— 5 

243. Найти асимптоту кривой 
1--х 

x 
= x > 0). 

4 (1 - x)* ( 

Решение. Уравнение наклонной асимптоты имеем вид: у = 
= kx + b. Найдем А. Имеем 

k= lim —*— = lim —+_ =. 
хо (1 -+ x) х-ь--со (2+) е 

x 

Находим 0b: 

1+ 
= im | a] lime -——| = 

x 

1 - 

а 1\*] 1a |е—а+0' | _ 

=a lim [1+] ‘un | О 
ша" ша -И| = ща [ТВ ва |= 

_ Ен. а д№а+д _ т -ма+д _ Е 
== lim, #2 (1 +2) 6 tim ЗВ 9 ° 

Запишем уравнение асимптоты: 

1 1 

Y= XT Oe 
244. Исследовать возможность применения правила Лопиталя к 

следующим примерам: 

1 x? sin — ` . 
a) lim *. в) lim e—** (cos x + 2sinx) +e sin? x . 

xoo Эх ’ х—- оо e~* (cos x +- sin x) , 

-  xX—sinx . 1 + х-ф sin x cos x 6) lim 28% г) tim At x 
х-ью Xt Sink х-ьсо (x + sin x cos x) e 
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Исследование. а) Все условия применимости первого пра- 
вила /Лопиталя выполнены, за исключением последнего: существова- 
ния предела отношения производных. 

6) и г) То же самое. 
в) Нарушено требование одновременного необращения в нуль 

производных при x 52а. Как раз при x = Кл € ue (Е = 0, 1,2, ...) 
[Р (хе + [g’ (x) PB = 0. 

Следовательно, во всех случаях правило Лопиталя неприменимо. 

$ 9. Формула Тейлора 

1°. Формула Тейлора на промежутке. Пусть: 
1) функция f (x) определена на сегменте [а, 51]; 2) дифференцируема на 
[а, 6] вплоть до (п — 1)-го порядка; 3) при а < x < 6 существует ко- 
нечная производная | (x). Тогда для каждого x € [а, В] ир > 0 най 
дется такое 0 (0 < 9 < 1), что справедлива следующая формула: 

f (x) = Ка) +f (а) (x — a) + +f" (a) (x—a)?- ee + 

(n—1) Ш 

FO (x а "+ В, 
где 

— а" (1 — 0)" cn 

В — М [a + 0 (x — a] 
(остаточный член в форме Шлемильха — Роша). 

При р = п получаем остаточный член в форме Лагранжа 

R, (x) = 2" Ha 404 (x—a] (<<). | 

При р = | получаем остаточный член в форме Коши 

Ry (2) = ЕО — 6 аа] 0<6%<1. 
2. Локальная формула Тейлора. Если: 1) функция 

Г (x) определена в некоторой окрестности точки ху; 2) в точке Xp сущест- 

вует конечная производная п-го порядка {”) (x,), то 

год = Ук at + of — му 
==0 

3°. Положив во всех формулах а = x) = 0, получим соответствую- 
щие формулы Маклорена. 

Из локальной формулы Маклорена получаем пять важных разло- 
жений: 

I. ее +4 ... =~ +0 (x), 

3 n—| 

П. sin x = x — 3 vee + (—1)"" a Чо (2%), 
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x? п x2 п 
Ш. cosx = | —-—3-+ soe + (—1) Toor $000"). 

IV. (1 x)" = 1p mx pA eg ep 
m(m—l1)... 

п! 

У. т =. F(t 40. 

+ mont) о). 

Написать разложения следующих функций по целым положитель- 
ным степеням переменной х до членов указанного порядка включи- 
тельно: 

1 100 
245. f(x) = asi Tages ДО члена с x*, 

Решение. Представим функцию f (x) в виде 

f (x) = (LF x) (1 — 2) (1 2)“. 
Применяя разложение IV, имеем 

(1 -- х)100 = | + 100x + 50. 99x? + о (x?), 

(1 — 2х) ® = 1 + 80x + 80. 41x? + 0 (x), 

(1 -- 2x) = 1 — 120х + 120 - 61x? + о (x?). 

Перемножив правые части полученных разложений и удержав лишь 
члены до xX? включительно, получим 

f (x) = 1 + 60x + 1950x? +- о (х?). 

246. f(x) = Ех — до члена с x*, Чему равно f” (0)? 

Решение. Представим функцию ] (x) в виде 

f (x) = 1 + (2x + 249) (1 + *)— 
и воспользуемся разложением IV: (1 + x8)—' = 1 — 18 + 0 (x°). По- 
лучим 

f (x) = 1 + (2x + 2x?) (1 — x8 0 (45) = 

= 1 + 2x + 28 — 2x4 + o(x4); [№ (0) = — 48. 
247. V1 8—1 — 3x -- х? до члена с x, 
Решение. Согласно разложению ТУ, имеем 

1 

f(t) =Vi— axe +e = [1 (2х— 8] * = 

m1 (298) yx — Fp Cx — HP + 02%), 
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1 

falx) =УИТт— ЗЕ = [1 — (3х — 41) = 
= 1-3 (Be — 2°) — (5—9 (5—0. 

Итак, f(x) = fx (x) —fa (x) = 2-2? + 8 + 0 (29). 
2x— 

248. e*—* до члена с x5. 
Решение. Согласно разложению [ имеем 

е*— — | +. (2х — x?) + > (2x — x?)? + = (2х — х*)8 + 

pe (2x — x8) + (2x — x2) + 0 (x8) = 
2 5 1 = | + 2x + x? — > x8 ——— xt — 0° + 0 (x8), 

249. x (e* — 1)! до члена с x*. 
Решение. Согласно разложениям [ и ПУ имеем 

x3 2 x4 5 _ 

хе + +-я + teu) = e* — | 
2 3 4 _ _ 

stot +a tap tot) =u ter = 
=|l—ata?—a?+at+ o(x4) = 1 —— —- — — = 

x4 x? x4 x3 x4 x3 x4 x4 
тб Тя вв 
о) 1-5 +04) (x 0). 

3 —_ 
250. y sin x® до члена с х13. 
Решение. Положим x* = и воспользуемся разложением функ- 

ции sin ¢ по формуле Маклорена: 
. 8 ts 

sinf = t— —- + 750" +- о (#5), 

а также разложением IV. 
Тогда получим 

1 

+. о" = |=
 

/sint=t 

4 toa 
ef (tad = [1+ а ой +0) = 

= 1 {2 t4 l ( {2 в 2 5 

=F | a (-- +в) = (- 5+5) +0@)|= 
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1 
3 ы в xo 

=O [1 5 +06] = [1 — 7 за +0689] = 
x? x18 

=я— в — вю +99. 
251. In cos x до члена с x°, 
Решение. Применяя разложения У и II, получаем 

Incosx = ШИ1 —sin?x = = In (1 — $112 x) = 

С sin? x — n= _ У x 4 0 (x")) = 

= [5 +-ж +004) + (x- 5 +00 + 

++ |-- о 

+ 3-3 + +06 = 52-5406, 
252. sin (sin x) до члена с x°. 
Решение. Пользуясь разложением II, имеем 

х) = хз —--Но (x) | — 
e i 3 

sin (sin x) = “— 

— [x8 + 0 (x4)] + 0 (sint x) =x— + +04). 

253. tg x до члена с x°. 
Решение. Имеем 

у = 4х, и (0) =0; у (х) = = cos’ x, и’ (0) = 1; 
cos? x 

у" (x) =2cos*x-sinx, У’(0) =0; 

у” (x) = 6 со; “ Хх. sin? Хх + о cos” °x, у" (0) — о. 

—3 3 у (x) = 24 cos? x - sin’ x + 12 cos 3х. sinx + 405 3х. sin x; 

и" (0) = 0; 
y™ 2 (x) = 120 cos~° x - sint x — 24 cos * x - sin? x + 16 cos? x 

и” (0) = 16 
Итак, по формуле Маклорена, получаем 

шх=х-+ = ы №0 (5). 

254. In ———— до члена с x®, 
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Решение. Применяя разложения П, У, находим 
inx 3 x4 6 

a 1 te + (*?) (x= 0), 

In me = (1-9) =а— -® 4% + o(aa, 

rye 

2 x4 9 моей Ш чом) 
Тогда 

In sinx _ _ хз x4 x6 1 x4 x8 

хот —= (=) 
6 3 x4 6 

— gg +009) = — 5 — Fa aa + 0 (#). 

255. Функцию f(x) = V1+x7—x(x>0) разложить по целым 

положительным степеням дроби — до члена с-х. 

Решение. Преобразовывая функцию f (x) и пользуясь разложе- 
нием IV, получаем 

1 

| | | 1 1 | 

=х|1 Ня — вы +0(-=)— И — = +0(-=). 

256. Найти разложение функции f (h) = шп (x + h) (x > 0) по це- 

лым положительным степеням приращения A до члена с h" (п — нату- 
ральное число). 

Решение. Применяя разложение V, имеем 

шит =Inx + In(1 я) мхи + 

|-
 

wo
 

+ + Не +0 (5. 
257. Пусть 

Fx) =f (x) Ро + eee + +) (1) 
(n-+1) =. (0<0<1), причем f (x)=40. Доказать, что lim 0 т. 

Доказательство. Так как f"*" (x) существует и отлична 
от нуля, то справедлива формула Маклорена с остаточным членом в 
форме Пеано 

at 
fle hy = НОР + vee FE FO (ye CE + 

+ 0(A™. (2) 
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После почленного вычитания из равенства (1) равенства (2) и со- 
в h 

кращения Ha a получаем 

FO (x+ 08) — FM (x) К (x) + 2h) 
h ~~ atl в? 

откуда 

К" (х) с o(h) 
— n+l h 

f (x + Oh) — fF (x) ° 
0h 

Переходя к пределу при #-—>0 в данном выражении и принимая BO 

внимание, что ft” (х) 52 0, получаем lim 9= т. 

258. Пусть при х-— 0 имеем f (x) = 1 + Rx о (x). 
1 

Доказать, что lim [F(x] * = ef, 
t-> 

1 

Доказательство. Представляя функцию [{(х)]” в виде 
1 1 

f(r se (F(x) >0 при х-> 0), 
в силу условия примера имеем 

1 1 
; — , — In (1-Е х-рРо (x)) 

lim [f (x)] * = lim e* , 
x0 x0 

откуда с помощью разложения У находим 

lim e* = lime =e 
х-0 х-0 

что и требовалось доказать. 
259. Пусть f (x) Е С® [0, Пи f (0) =f (1) =0, причем | Г” (x) | < 

< А прихЕ (0, 1). Доказать, что | Г (|< 4 apa О<х<х 1. 

Доказательство. По формуле Тейлора имеем 

Ко = № -РОх+Г >, 0<&<x; 

— In (1-pRx‘b0 (x)) | + (kx - 0(x)) k 
=e, 

MY =KOtPh@d—o+r7e) Oo", «<a<1, 
откуда 

F(x) = IF &) -РО (1 — 2). 
Оценивая это равенство по абсолютной величине, получаем 

А (| <4 (28 — 2+ 1. 
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Но так как 0< 2х — 2х +1<1 при 0<х< 1, то № (91<->, 

что и требовалось доказать. 
260. Пусть] (x) (— 0 <x < + oo) — дважды дифференцируемая 

функция и М, = sup | f*) (x) | <  ® (k = 0, 1, 2). 
—OC xX K-00 

Доказать равенство М! < ЭМ, М.. 
Доказательство. По формуле Тейлора имеем 

— x)? 

Но) = РНР и +P QA, 
откуда 

Fool «РОТА @[lo—xl+lr@| ete. 

SMo+MytM,% = (y=|m—xI), 

Так как М, + My +—5- М? > 0 при всех у, TO М«ЭМ.М.. 

261. Оценить абсолютную погрешность приближенных формул: 

де peppy... + при 0х < 1; 

6) sin xx —— при |x| < 0, 5; 

В) хех при |х|< 0, 1; 

x2 

r) ИТ х=1 + >> при О<х<1. 

Решение. а) Пользуясь остаточным членом в форме Лагранжа, 
имеем 

x xe _ é& +1 e 
ef Tx ma = Rn) = (n+ 1) mw < (n+ 1) ° 

6) Пользуясь разложением II с остаточным членом в форме Лагранжа, 
получаем 

. x3 
sin x — x + = - = А, (x), 

откуда 

. x8 5 1 
sin X — X + =(R(y|<Hl <a. 

в) По формуле остаточного члена в форме Лагранжа имеем 

3 to) 
tgx—x—-- = RB, (x) = т x, 
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Если воспользоваться примером 253, то получим 

1 1 16,012 
[Rs (*)| = ао te” © ИР < зоо 10 

16,012] х |8 16,012 \ х |5 16,6 _¢ 
<750(1 — 0,008)8 < 1901 —6 - 0,008) < 120 |*P<1,39- 10°. 

г) Пользуясь формулой Маклорена с остаточным членом в форме 
Лагранжа, получаем оценку 

| 
“2 x x? x3 0<(1+%)° тв < 16 ! 

откуда 

та Typ * a |. 
max |Vi+x*—1 5 +-8 < 6. 

262. Для каких х справедлива с точностью до 0,0001 приближен- 

ная формула со$ х = 1—5? 

Решение. Используя выражение остаточного члена в форме 
Ла!:ранжа, получаем 

созх— 1+ >= SE wc + < 0,0001, 

откуда находим оценку 

|x| <0,1 7/24 < 0,222. 

263. Доказать формулу Ум-х п х=а- sr —r(n>2,a>0, 

п— | x2 
x>0), где O<r< ‘т. 

Доказательство. Согласно неравенству, доказанному в 
примере 186, имеем 

ф (x) =a+ aI ’ tp (x) = a" + x; 

p (0) = (0) =a, Ф’ (0) = p’ (0) = —= 

но @” (x) = 0, a ” (x) < 0, поэтому 

a+ и — Ух = г > 0. 
п 

С другой стороны, согласно формуле Тейлора с остаточным членом в 
форме Лагранжа получаем 

п 1 x ф” (©) ——5 ХЗ. Г = e 

972 а?! 
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Так как 

1 ne n 

п] х 

264. С помощью формулы Тейлора приближенно вычислить: 

a) У250; 6) sin 18; в) arctg 0,8; г) arcsin 0,45; д) (1,109 
и оценить погрешность. 

Решение. а) Имеем 

57950 = 3714+ 55= 3(1-4 as — Rs) = 3,0171—3R,, 243 

где ЗАз согласно оценке, полученной при решении ‚примера 263, оце- 
нивается следующим образом (п = 5, а == 3, Хх = 

0< 3 <-5-. << 0,0002. 

6) Согласно формуле Маклорена с остаточным членом в форме 
Лагранжа получаем 

о __ НИЕ ЗИ ЗЕ Tt 
sin 18° = sin +5 107 6 0s Fag “Tos” + №» 

д? 1 
где [К |<. 

Итак, 

. o x m3 ma ~ 
sin 18° = (i— 600 Г 12-108 } = 

_ 9 869604 в. 899404) = 0,314159 (1 — a ts ae | 

== 0,314159 (1 — 0,016449 + 0 00079 == 0,309017. 

в) Применение формул Тейлора дает (ху = 1): 

arctg 0,8 = arctg (х, — 0,2) =arctg x»—(arctg ж)’‹ 0,2 -- > x 

x 0,04 (arctg хо)" — -5- * 0,008 (arctg хо)" == — 0,1 — 0,01 — 

— 0,00066 = 0,67474. 

Так как (arctg х)® =0, а (arctg х)® == 24 и 5х4 

0,8<x< 1, то по формуле остаточного члена в форме Лагранжа 
получаем оценку погрешности 

|RI<—— (0,2)5 < 3,2 + 107°. 

<12 при 
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г) По формуле Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа име- 
em О<хх 0,5): 

arcsin 0,45 = arcsin (0,5 — 0,05) = arcsin 0,5 — 

— 0,C5 (arcsin x)’ -- ко (arcsin x)’ — 
x=0,5 x=0,5 

0,000125 . Ш _ п 0,05 г (aresin x) | о. + К =-5 БУ + 

0,0025 _ _ — 0,000125 

3.0,5У3 3-0,75 -0,5У 3 

— ут (0,1 — 0,001666 + 0,000111) + R, = 0,46676 + R,. 

Абсолютная погрешность оценивается следующим образом: 

|arcsin 0,45 — 0,46676 | = | R,| <-;— 0,00000625 (aresin х)® | _1 < 
2 

< 0,000006. 
д) Аналогично имеем (0 < x < 1): 

(1,1)"? = 1,1 (1 +.0,1)" = 1,1 (1 4+ St 4. 2. 0,01+ 

-- + В, = 0,523598 — 

+ oe 0,001 + Ry) =1,12117 +1,1Ry, 

где 1,1[ Ry] < 11-5 -10*< 5. 107% 

265. Вычислить: 

a) sin 1° с точностью до 108; 6) Ig 11 с точностью до 107°. 
Решение. а) Определим число членов разложения функции 

sin x(0<x< во) по формуле Маклорена для достижения задан- 

ной точности. Его можно получить из оценки остаточного члена в 
форме Лагранжа. Имеем 

л \2n—1 1 —8 —_ (+0) Gait < 10 (n= 1,2,...), 

откуда п > 3. 
Takum образом, 

л nm . д 
sin 1° = sin —180_ = 730° — 6 (180) = 0,01745241. 

6) Поступая аналогично, находим (f (x) = ш (1+ %x),0< хх 1): 

Ig 11 = Ig (10 + 1) = Ig 10+ 15 (1+ 0,1) = 
=141g(1+01)=14+ 55 In(1 +01) = 
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=1 + (0,1 —0,5 . 107? + 0,3333 . 10° — 0,25 - 10-* + Ry) 

| Rs | —6 

( In 10 < 10 }. 

Итак, [с 11 = 1,04139. 
Используя разложения I—V, найти следующие пределы: 

266. 2 = lim |(#—* +- +) e* —V#FT . 

Решение. Праменяя разложения Ги a находим 

z= lim #[(I——- +3, 53 =) (1+ tartar 5 +°(-= =] - 
х-—- со 

—(1+ ga +0 (==) |= Пт + + 
te 

+0(=)—=— = — 5 6x4 +0 (= ==) + pat as + 

tart age +0 (= )—1— aa +o ar) = 

= lim (5 to(s =a: 
py too 

267. ш = lim jx In (1 +. =). 

Решение. Применение разложения У дает 

Ш = lim |x —28 (= — и +2 (= ==. 
X=» OO 

268. w= lim — (=~ — ete x] . 
x0 * x 

Решение. Пользуясь разложениями Пи IIT, получим 

w = lim—- 1 cosx \ _ lim —— sin x — X COS x — 

psd ( x sin x о x sin x | 

x8 x8 
— —— —x4+ —— + o(x хи +0) 2 

—
 

e = lim я (x + 0 (2°) = lim apo = 

269. w = limx—[sin (sin x) —x/1— x4]. 
x~0 

Решение. Воспользуемся разложениями II и IV. Тогда полу 
UHM 

. 1 . sin? x sin? x 6 
w т их + 750 + o(x*) — 

x-r0 

“OEE reece Ete es 
+e bag ett +06 | = a> 
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270. ш = lim x-3[1 — (cos x)*" 7]. 
х—0 

Решение. Пользуясь представлением и? = е № (и > 0, > 
> 0) и разложениями Г, V, находим 

w = Нтх-3 [1 —е — lim 1— ИЕ sim x In cos x + 0 (2°) 

x-»0 х-0 x 

In (1 — sin? x), 

sin x In cos 4 

In cos x 

я a 
_ Тв sintx-+o(x*?) _ 1 
a lim x8 — 2° 

271. w= lim +~ [sh (tg x) — x]. 

Решение. Здесь применяем разложение I, а также используем 
результат решения примера 253. Имеем 

tg x + te! x + 0 (х3) — x 

w= lim a = 

3 хз 
о фо +0 | 

ен я ==. 
Для бесконечно малой при x —> 0 величины у определить главный 

член вида сх” (с — постоянная), если: 
272. у = tg (sin x) — sin (tg x). 
Решение. г режле всего установим разложение 

ШИ +В +0, 
Действительно, представляя tg x в виде 

и используя разложения II, ПТ, IV, получаем 

_- 
3 

tgx = sin x (1 — sin? x) =sinx + —+-sin®x + = sin'x + 

x? 

4+ sin’ о) =x—- 4 4+ 24+ 4 

bela ta) + (oar) +в 
+ tape tape +064), 

что и требовалось доказать. 
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Используя эту формулу, а также упомянутые разложения, получаем 

= ы (sin x) — sin (tg x) = sin x + —— =n + sin’ x + 
5 

+e as sin’ x — tg x + —— es = — 2 + 8% 4 o(x8) = 
хз х5 x? 1 x8 x® \3 2 x3 \5 

eae eee ее] +5 (*— 4) + 
17 x? 2 

T 35 * —* 
а: 1 хз 2 23 

“5 ea += 5 (x + 3 +45) — 
1 хз \5 x? 

ве (t+ =) +47 +2 - 
сю п, oa =7 отсюда Cx = 37° б = 50, п = . 

273. у= (1-х) —1. 
Решение. Применяя разложения I и У, получаем 

y = er init) — | = xIn(1 +x) +0(x*) = 
= x(x— + olx4) + 0 (x?) = x? + 0 (x?). 

Итак, cx" x", с 

+0 (x4); 

=], П=2. 

1 
(1 + x)* 274. y= 1 — ; . 

Решение. Используя формулу и’ =e’ (и > 0, > 0), a 
также разложения у, I, находим 

— In (1-х) —1 

у=1—е* — | (и -+о вм) - — 

-+ + 0 (x) = [1 +06 |= +06); 
ci, С = 

=]1 —е 

oe ee’ 
275. Подобрать коэффициенты A и В так, чтобы при *—> 0 было 

справедливо асимптотическое равенство 
ctgx = 1 +- Ax? 

-- Bx3 + О (x). 

Решение. Имеем да 
cos x 1 х 

cigx = sinx x-+- Вхз + O(x*), 

откуда 
(x + Bx’) cos x = (1 + 4х?) sinx + О (x’). 

Используя разложения II, III, получаем 

+в ne a + 0(x*)) = (1 + Ax) («+ 

+ +04) + OH", 
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откуда 

Е + 008) + BB = 
3 5 we x (xt + AP — A + 0 (2%. 

6 120 6 

Следовательно, 

1 1 
—~ B=A—=; 

1 B11 A 
4° #422 120 6° 

откуда 

— — 2 = — 
= 5? 15 

276. При каких коэффициентах A, В, Сир справедлива при Хх > 
—- 0 асимптотическая формула 

1-+- Ax+ В 
et =—— 

1 + Cx + Dx? 
+0 (x5)? 

Решение. Имеем 

ex (1 + Cx + Ох?) =1-- Ax+ Вх + О (х). 

Так как 

еек + 4 0128, 
то из (1) получаем 

2 3 x4 пех + + gp +068) (1+ Cx + Ds = 
= | + Ax -+ Bx? + О (x), 

откуда, удерживая степени х не выше четвертой, находим 

1-- Се -- Ба + х + Са + р + > еж 

ом + += 1+ Ах+ Вл + 0(%). 

Следовательно, имеем систему уравнений: 

С+1= А; р С+--=0; 

D+C++=B; +0, 
откуда 

1 1 

A=, В, © | | °]-
 

S Hl | | 
~ 

(1) 
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277. Считая х малым по абсолютной‘ величине, вывести приближен- 
ную формулу вида х = а ут х + В tg xc точностью до члена с x, 

Применить эту формулу для приближенного спрямления дуг ма- 
лой угловой величины. 

Решение. Применяя разложение II, а также разложение для 
tg x (см. пример 253), получаем 

к=а(к— =) +В (х+ +04, 

откуда a=, p=. 

Так как As = Ag (R = 1), a sin Аф < Aq < tg Ag, то представ- 
ляется возможным подобрать числа © и В так, чтобы равенство 

Ag = asin Ag + Btg Ap (Ag — 0) 

было справедливо с наибольшей точностью, что и было сделано в этом 
примере. 

278. Оценить относительную погрешность следующего прави- 
ла Чебышева: круговая дуга приближенно равна сумме боковых 
сторон равнобедренного треугольника, построенного на хорде этой 

дуги и имеющего высотой V+ ее стрелки. 

Решение. Из геометрических построений легко получить, что 

s* = 2 У sin? g + (1 — cos )?, 

где 29 — центральный угол дуги (R = 1); s* — приближенное значе- 
ние длины этой дуги, полученное по правилу Чебышева. 

Итак, требуется оценить и | . Имеем 

4 
| 5 — st g— У sinte ++ (1 сов 
sof | > 

5 ф 

— |1 — О | 9% 
=| у! 90 |^” 180 ° 

$ 10. Экстремум функции. 

Наибольшее и наименьшее значения функции 

1°. Пусть функция f (x) определена всюду в некоторой окрестности 
точки с. Будем говорить, что функция f (x) имеет в точке с локальный 
максимум (минимум), если найдется такая окрестность точки с, 
в пределах которой значение ] (с) является наибольшим (наимень- 
шим) среди всех других значений этой функции. 

Локальный максимум и локальный минимум объединяются общим 
названием экстремиум. 

Если функция [ (x) дифференцируема в точке с и имеет в этой точке 
экстремум, то } (с) = 0. Корни уравнения }’ (x) = 0 называют точка- 
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ми возможного экстремума, или стационарными точками. К точкам, 
подозрительным. на экстремум, следует отнести и такие, в которых 
производная функции ] (х) не существует. Те и другие называются кри- 
тическими точками. 

2. Достаточные условия экстремума. Первое 
правило. Пусть функция ] (x) дифференцируема всюду в некоторой ок- 
рестности точки с, за исключением, быть может, самой точки с, и не- 
прерывна в точке с. Тогда, если в пределах указанной окрестности 
производная |’ (x) положительна (отр ицатель.на) слева OT точ- 
ки с и отрицательна (положительна) справа от точки с, то функция f (x) 
имеет в точке с локальный максимум (минимум). Если же про- 
изводная |” (x) имеет один и тот же знак слева и справа от точки с, 
то экстремума в точке нет. 

Второе правило. Пусть функция } (x) имеет в данной точке возмож- 
ного экстремума конечную вторую производную. Тогда функция f (x) 
имеет в точке с максимум, если |” (с) < 0, и минимум, если |” (с) > 0. 

Третье правило. Пусть п — некоторое целое положительное число 
и пусть функция у = } (x) имеет в некоторой окрестности точки х = с 
производную порядка п — 1, а в самой точке с — производную 7-го 
порядка. Пусть в точке х == с выполняются следующие соотношения: 

fi (c) =f" (c) = +. =f) =0, f° OKO. 
Тогда, если п — четное число, TO функция у = } (x) имеет локальный 

экстремум в точке с, а именно: максимум, если Е” (© <0, и минимум, 
если К”) (с) > 0. 

3. Абсолютный экстрем ум. Наибольшее (наименьшее) 
значение непрерывной на сегменте [а, 6] функции f (x) достигается ли- 
бо в критической точке этой функции, либо в граничных точках аиф 
этого сегмента. 

Исследовать на экстремум следующие функции: 

279. y= (1 +x+ = wee + = e—* (п — натуральное число). 

Решение. Исследование функции на экстремум будем проводить 
с помощью производной. Дифференцируя, получаем 

, x" 
ух = — = e*. 

Приравнивая нулю производную, находим стационарную точку х = 
= 0. Проверим достаточные условия. Для любого ¢ > 0 и четного п 
имеем 

, 1 , — y' (—г) = ——— (— 2)"'< 0, у (е) = —- ге "< 0. 

Следовательно, при п четном экстремума нет. 
Пусть = > 0 — любое и п — нечетное; тогда 

y'(—2) =——=-(— "8 >0, y! (2) =— e'e* <0, 

Поэтому в этой точке функция имеет максимум, равный 1.



280. y = x” (1 — x)” (т и п целые положительные числа). 
Решение. Находим производную и приравниваем ее нулю: 

y’ (x) = (m+n) x а" (ae —x)=0. 

Корни этого уравнения: х: = 0 (т>1), %»=1(n>1), = т 

тп 

будут стационарными точками. Проверим достаточные условия. 

Пусть О0<=а<——- тт . При т четном y’(—e)<0, и’ (=) >0, 

следовательно, в точке X = 0 функция имеет минимум, равный 0. 
Если т — нечетное, то y’ (— г) > 0, y’ (2) >0 ‚и экстремума нет. 

Аналогично для точки xX, = 1: прил четном y’ (1 — e) < 0, y’ (1 +- 
- =) > 0, поэтому функция у в этой точке имеет минимум, равный 0. 
При п нечетном: y’ (1 — г) > 0, и’ (1 + =) > 0, т. е. экстремума нет. 

Наконец, для точки хз = = тт имеем 

’ m , 

у [я — 2)>0, у Gears +: <0. 

Таким образом, в этой точке функция имеет максимум, равный 

т — mn 

Убит) — или 
В случае т = 1 (п = 1, получим такие же результаты. 

| 

281. у=х? (1—3. 
Решение. Приравнивая нулю производную 

у = — == 0 

ЭУа-я ° 
1 

находим стационарную точку ху = —-. В точках х.=0и x,=1 

производная не существует. Пусть 0<=—< <; тогда 

у (=—:)>0. у (3 +8); y'(—e2)>0, у (=) >0; 

у’ (1—#)<0, y’(1+2)>0. 

Следовательно, при x= =z функция имеет максимум, равный 

v4 
3 

нимум, равный 0. 
282. Исследовать на экстремум в точке x = ж функцию f (x) = 

= (x — Xo)" @ (x) (п — натуральное число), где функция ф (x) непре- 
рывна при Хх = № иф (%) 52 0. 

. При x, = 0 экстремума нет, а при х. = 1 функция имеет ми- 
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Решение. Из непрерывности функции Ф (x) в точке х и условия 

@ (X,) 52 0 следует, что существует окрестность (%) — 6, х - 5), в ко- 
торой эта функция сохраняет знак, равный знаку Ф (xp). Поскольку при 

четном п разность f (x) — f (x9) = (x — х)" ф (x) в 6-окрестности точ- 
ки х сохраняет постоянный знак, совпадающий со знаком ф (Xp), TO в 
точке х, функция | (x) имеет минимум при @ (хо) > 0 и максимум при 
ф (Xo) < 0. Если жеп — нечетное, то разность f (x) — Г (Xo) принимает 
разные по знаку значения в любой 6б-окрестности точки Xo, т. е. экс- 
тремума нет. 

283. Пусть f(x) = о ; (х) = т. 3 и х, — стационарная точ- 

ка функции f (x), т.е. Py (хо) = 0, Q (ж) = 0. Доказать, что sgn f” (хо) = 
= sgn Р! (х), предполагая, что P; (x9) существует и О (x) ЕС. р 

Доказательство. [lo определению второй производной B 
точке х, находим Prix) 

ин _Ё (Xo + Ax) -Р (%) 1: Pi (%+ АХ) _ _ Pi (Xo 
Г (to) = jim Ax 7 tim AxQ? (хо -- Ax) Q? (хо) ` 

Отсюда 

sgn (хо) = sgn Pi (хо). 
284. Можно ли утверждать, что если функция | (x) в точке ху име- 

ет максимум, то в некоторой достаточно малой окрестности этой точки 
слева от точки X, функция [ (x) возрастает, а справа от Hee — убывает. 

Решение. Нельзя. Например, функция f(x) =2 —х* (2 + 

--+ sin =) ‚ если x40 и [ (0) = 2, в точке X%) =0 имеет максимум, 

так как 

f(x) — 0) = — 2 (2+ sin =) <0 М x30. 

В то же время ее производная 

f’ (x) = — 4x — 2x sin — + со, x50 

в любом из интервалов (— 6, 0) и (0, 6), где 6 > 0 — произвольное, 
принимает разные по знаку значения и, следовательно, в каждом 
таком интервале функция не является монотонной. 

1 

285. Доказать, что функция f(x) = е *, если x#0 и[ (0) = 0, 

——> 
имеет в точке х = 0 минимум, а функция © (х) =хе * , если x= 

520 и 5 (0) =0, не имеет в точке x =0 экстремума, хотя f (0) = 

= 0, д" (0) =0 (n = 1, 2, ...). Построить графики этих функций. 
Доказательство. Вычислим приращение функций f (x) и 

g (x) в точке x = 0. Имеем , 
i 

Af(0)=e “4”, Ag(0)=Axe 4%”, 
Приращение функции f (x) в любой окрестности точки x = 0 положи- 
тельно, поэтому / (x) имеет в этой точке минимум, равный нулю. 
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Приращение функции & (х) в точке х = Оне имеет определенного зна- 
ка ни в какой окрестности этой точки (Ag (0)<0 при Ах<0 и 
Ag (0) > 0 при Ах > 0), следовательно, g (x) не имеет экстремума 
при x = 0. 

Графики функций f (x) и g (x) показаны на рис. 84, a, 6. 
286. Исследовать на экстремум функции: 

| 

а) На-е ГТ(УЯ+ sin] при x30 и f (0) = 0; 

| 

6) Кое ТТ (У2+ cos] при x0 и f(0)=0. 

Построить графики этих функций. 

у] yt 

Х 

9 а x 

0 x 

д 

Рис. 84 

Решение. а) Исследуем знак приращения функции f (x) в точ- 
ке x = 0. Имеем 

1 
— \ 

Af (0) =e 121 (Vi+ sin) >0 
при всех Ax = 0, следовательно, функция имеет при x = 0 минимум, 
равный [ (0) = 0. При x => 0 функция дифференцируема поэтому для 
отыскания стационарных точек рассмотрим уравнение }” (x) = 0. Оче- 
ВИДНО, 

у = хе гит (ИЗ sin 1} sgn x—cos +], х 5 0. 

Поскольку 

[т + cos — | < V2, 

TO производная функции И’ (x) при переходе через точки, в которых 
она равна нулю, знака не меняет, поэтому других экстремальных зна- 
чений, кроме fmin =] (0) = 0, функция не имеет. 

В случае 6) исследование приводит к аналогичным результатам: 
функция принимает единственное экстремальное значение, равное ну- 
лю при x == 0. 

Графики функций построены на рис. 85, а, 6. 
Найти экстремумы следующих функций: 
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287. y = arctg x — > In (1 + x?). 

Решение. Имеем 

‚_ 1—х 
ns 

Поскольку y’ (1) = 0, то точка x =] — подозрительна на экстремум. 
Легко видеть, что при х < ly’ >> 0, априх > 1% < 0. 

Отсюда следует, что в точке x = | — максимум равный "9 In 2. 

288. y = |x| eel. 
Решение. Имеем 

у’ = е 1—1 son x — | x] е—1*—11 sgn (x — 1) (x 40 и х= |. 

po вы ow emmy 

Pall 
{he 
Г 

Рис. 85 

Точки x = их = | подозрительны Ha экстремум, так как произ- 
водная в них не существует. Кроме того, у’ (— 1) = 0. 

Об экстремуме судим по перемене знака И’ (x) при переходе через 
точки — 1, 0, 1. Имеем 

у' (—-1—2) >0, иу’(—1-- г) < 0 (максимум, равный e—*); 

у" (— г) <0, У’(=) >0 (минимум, равный 0); 

и' (1 —=)>0, y’ (1 +8) <0 (максимум, равный 1) 
(& — достаточно малое положительное число). 

Найти наименьшее и наибольшее значения следующих функций: 
289. f (x) = | x2 — 3x + 2| на сегменте [— 10, 10]. 
Решение. Находим производную f’ (x): 

f’ (x) = (2х — 3) sgn (x? — 3x + 2) (x61, x52); 

отсюда получаем точки, подозрительные Ha экстремум: 
3 3 

n= (г (5-)=0}; ха = |, Хз =2 

(производная не существует). 
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Сравнивая между собой числа 

Код =-р; Гы =0; Иж =0; f(—10) =132; F (10) = 72, 
приходим к выводу, что наибольшее значение функции равно 132, а 
наименьшее равно 0. 

290. f (x) = И 5 — 4x на сегменте [— 1, 1]. 
Решение. Поскольку производная 

, a 2 

существует и отлична OT нуля Ha сегменте [— 1, 1], то наибольшего и 
наименьшего значений функция достигает на концах этого сегмента 

f(—1) = 3, Га) =1. 
Найти нижнюю (inf) и верхнюю (sup) грани следующих функций: 

2901, f(x) = (че " x € (0, + 00). 

Решение. Найдем производную 

Р (x) = —e* ——- <0 (x > 0). 

Сравнивая два числа 

lim f(x) =Ти lim f(x) =0, 
х--|-0 х->--со 

находим 

inf f(x)=0, sup f(x)=1 
0<x<-foo 0<x<-+00 

(в силу монотонного убывания f (x) на (0, + 00)). 
292. f (x) =e * cos x? на интервале (— со, + оо). 
Решение. Принимая во внимание четность функции f (x), бу- 

дем рассматривать полуинтервал x > 0. Имеем 
` 

Е (x) = —2V2xe™ cos (= — x) , 

Отсюда находим точки, подозрительные на экстремум: 

4 =0, == +2 (k= 0,1,2, ...). 
Сравнивая числа 

зл 
f (0) = 1, иде" (#=0, 1,2, ...), 

lim f(x) =0, 
хо 

получаем, что 
37 

с 1 
inf x) = —=е , su x)=1. „м = Pf) 
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293. Определить нижнюю и верхнюю грани функции 

(5) = ЕЕ на интервале х<& < ++ 00 и построить график функ- 

М (х) = „р! (Е) им (x) = it „ЕР. 

Решение. Найдем производную 

iQ =e | Ве ' 
y y 
1 

a -5 -! 0 . 
ee ————_ ' a 7 — 

0 f хх ET ae ee ce mae mm mae ce 4-7 x 

Рис. 86 Рис. 87 

отсюда получаем точки, подозрительные на экстремум: 

[5 — — 3, Ee =]. 

Рассмотрим числа 

f(-3=—- >; М0=-; 
1-х jim 1 © = 373 ; jim Г 

Находим, сравнивая их между собой: 

=, «Sh; 
М (x)= sup f(x) =: 

X<E<-foo 1-х 1: 
Зв, ON 

——, х<— 3; 

тах) = inf xXx) =; 1 ceed OT) Е 
0, х>— 1. 

Графики функций М (x) и т (x) приведены на рис. 86, 87. 

294. Пусть М, = sup | f”) (x) | (k=0,1,2,...). Найти Mp, 

M, и М,, если f(x) =e”. 
Решение. Сравнивая значения f (0) =! (в точке x = 0 произ- 

водная f’ (x) равна нулю) и 1} (х) = 0, находим, что My = 1. Сравни- 

вая значения }” (= =) (в точках x = Е — вторая производная 
V2 V2 

обращается в нуль) и lim|f’ (x)| =0, получаем, что М: =УЗе 2. 

Аналогичным путем находим, что М. = 2e. 
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295. Определить наибольший член последовательности {а„}, если: 

а) a, = п102-" (n=1,2,...); 

— Vn _ ; 6) a, = — ae (n= 1,2, ...); 

в) a,=Yn (n= 1,2, ...). 

Решение. Полагая п = x, в нашем случае можно считать эле- 
менты последовательности {а„} значениями соответствующей диффе- 
ренцируемой функции [ (x) при x = п, т. е. a, =f (n) (n = 1, 2,...). 

Пусть стационарная точка ху функции } (x) удовлетворяет неравен- 
ствам k «х < k + 1 (Е — натуральное число). Тогда, если после- 
довательность {а„} имеет наибольший член (который будем обозначать 
символом тах а„), TO он равен м из чисел: a), Oe Art. 

а) Имеем f(x) = = 27*(10— 

— xn 2) x® scpamaetes в нуль при x = сю 14,5. Сравнивая чис- 

1410 1510 м ла @1 =>» ам = “pre > @ь = “Sis, Находим, ЧТО Шах a, = с = 
= 1,77 - 10'. 

6) Аналогично 

__ Vx , —_ 104 — x 
f(x) = x-+ 10000 ’ | ( ) = 2Ух(х + 104)? ’ 

откуда f’ (x) = 0 при x = 10%. 

Итак, a= ae ‚ 410000 = 0,005, т. е. тах а, = 0,005. 

| | 

в) Имеем f(x) = х*, f(xy = x* (1—Inx). Отсюда находим, 
что производная |’ (x) = 0 при х==е. Сравнивая числа а! =1; а. = 

=V2; a= у 3, находим тах аи = УЗ — 1,44. 
296. Доказать неравенства: 

а) |3х—*|<2 при |x| <2; 
1 0) Se SP + (1-H)? <I, если О<х<1ир>1; 

в) x"(a—x)"< a ‘при m>0, n>0, 0< x <a; 

г зум «ха (х > 0, а>0, > 1); 
оп 

д) |asinx + 6 созх | < V a? + 8. 

Доказательство. a) Найдем 

max | f (x) | = шах | Зх — "|. 
1132 \x| 
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Имеем }’(х) = 3 — 3х?. Отсюда |} (х) =0 при х= = 1. Сравнивая 
значения функции в стационарных точках и на концах сегмента 

lf(—2)|, |1 (1)|, 11 (2)|, находим, что max | f (x)| = 2, т.е. |3x— 

— x3| < 2. у 
6) Рассмотрим функцию f(x) = х’- (1 — х)?. Ее производная 

Ё (x) = p[x? — (1 — x)? “hy обращается в нуль в точке х = > Сравни- 

вая числа f(0) =1; (+) = a D ; f (1) =1, находим, что 

—— Отсюда следует неравенство 6). max | (х) =Т, a min f(x) = 
0<x<l oP 0$х<1 

в) Аналогично находим, что тах f(x), где [(х) = х”(а—х)" pa- 
Оз х<а 

ттт m--n 
a 

(m + п)" 
справедливо неравенство в). 

г) При х> 0, а>0, n>1 справедливы неравенства У ха’ — 
n [yn n 

—х<аи и а —+>5, которые легко получить с по- 

вен И достигается в точке Хх = поэтому 
та 

m+n’ 

мощью приема, примененного в предыдущих пунктах. Из них непо- 
средственно следуют неравенства г). 

д) Рассмотрим функцию f (x) = |asinx-+ bcosx|. Найдем ee 
производную [ (x) = (а cosx—bsinx) sgn @ sinx-+ Ь cos x). 

Она не существует в точках, где tgx = ——- (bcos x + asin x = 0), 

и обращается в нуль в точках, где 

tgx = — (bsin x = acos x). (1) 

Подставляя в выражение 

f (x) =|asin x + bcos х | = У а? sin? x - 6? cos? x + 2ab sin x cos x 
значение 2ab sin x cos x = а? cos? x -- 62 sin? x, найденное из (1), получим 

f(x) < Va? + 62, что и требовалось доказать. 
2 -|- | 

297. Доказать неравенство < ee TI <2 при —с<<х<- оо. 

Доказательство основано на сравнении четырех чисел: 

fax (Хх); fmin (Х); „Пт f (+); Jim Ро), 

где 

F(x) = хи. 
298. Определить «отклонение от нуля» многочлена 

P (x) = x(x — 1)? (x + 2) 

на сегменте [— 2, 1], т. е. найти E, = sup | P (x) |. 
—2$<х<1 

325



Решение. Находим P’ (x): 

P’ (x) = (x — 1)? (x + 2) + 2(x—1) x(x + 2) + x(x —1)?. 

Из уравнения P’ (x) = 0 находим корни: 

—1 3 
x,=1, №23 = У . 

Сравнивая значения } (х,), f (хз), f (хз) и f (— 2), получаем, что 

9+6V3 E,=~t 

299. При каком выборе коэффициента д многочлен P (x) = x? + 9 
наименее отклоняется от нуля на сегменте [—1, 1], т. е. Е» = 
= sup |P(x)| принимает минимальное значение. 

—1<х<1 

Pe шение. Сравнивая числа P (0) = g; P (+ 1) = q+ 1, нахо- 
UM, что 

[9], если |9|>|9-+ 1); 

lg+1|, если |9 -+1|>191; 

се. Рае. т. е _ Sup | (x) | |9+ 5 |+ 5 

cup | P(x)|=max (191, |910 ={ 
—l¢xrsl 

Далее имеем , 

min E, = пиатах {|9|, |9 -+1]} = та (9+ +] =— 
q q 

1 
при 9 = — =: 

300. Абсолютным отклонением двух функций f (x) и g (x) на сег- 
менте [0, 1] называется число 

А = sup |f (x)—g (x)|. 
agxsb 

Определить абсолютное отклонение функций f (x) = x7 и g(x) = 
на сегменте [0, 1]. 

Решение. Дифференцируемая на сегменте [0, 1] функция 
ф (x) = f (x) — g (x) на концах этого сегмента принимает равные зна- 
чения ф (0) =ф (1) = 04 Ha интервале (0, 1) имеет единственную ста- 

ционарную точку х = >. Следовательно, 

2 2 4 

A= тах {19(0|, |® (2) |} =|e(4)|=4F- 
301. Функцию f (x) = x? на сегменте [x,, х.] приближенно заме- 

нить линейной функцией g (x) = (x, + х.) x + Б так, чтобы абсолютное 
отклонение функций f (x) и g(x) было наименышим, и определить 
это наименьшее абсолютное отклонение. 

Решение. Функция @ (x) =f (x) — & (х), дифференцируема 
на сегменте [x,, x,], на концах этого сегмента принимает равные значе- 
ния Ф (x,) = @ (5%) = — 6 — хх, и на интервале (x,, х.) имеет единст- 

x. x. 
венную стационарную точку ху = т —. 
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Следовательно, 

min A = min [пах [| Ф (1) |, | ut | И, 

откуда 

lo (| = |9 (+=), 
или 

9° (x1) = 9? ( а), 
т. е 

4 2 
(1х2)? + 26хах = att | + 2b > у 

Следовательно, 

b= — (x] № - бхих,); 

& (x) = (x1 + х) x — > (xi + хз + бхах); 

1 
А = > (x1 — Xe)”. 

Определить число вещественных корней уравнения и отделить эти 
корни, если: 

302. хз — 6x? + 9х — 10 = 0. 
Решение. Запишем уравнение в виде и (x) = у» (х), где y, (x) = 

= x8 — 6х? -- 9х; у», (х) = 10. Исследуем функцию y,(x) на экстре- 

мум. Ее производная и (х) = 3x? — 12x -+- 9 обращается в нуль в 

точках х; = 1; x, == 3, причем и; (1) < 0, 9; (3) >>0, поэтому Yimax = 
= и, (1) =4, Jimin = y (3) = 0. Далее, lim 1 (x) = — ©, im ‚Уз (х) = 

х-— со 

= - oo. Таким образом, кубическая парабола и, (х) и прямая Yq (x) 
пересекаются в одной точке; поэтому уравнение имеет один веществен- 
ный корень ху (3 < х < + 00). 

303. хз — 3x? — 9х h=0. 
Решение. Записав уравнение в виде и! (x) = у» (х), где и, (x) = 

= x? — 3х2 —9х; у. (х) =—, и применяя ту же схему исследова- 
ния, что и при решении примера 302, получим 

yi (x) = 3х2 — 6х—9; и(—1)=0; gi (3) =0; 

yi(—1)<0; и (3) >0; 
Yimax = 91 (—1) =5; Yimin = И: (3) = — 27; 

lim и: (х) =— ©; lim yy (x) = + оо. 

Нули функции: 

3 (1 —V5) 
1 = 2 ‚ №=0; х.з = 

3(1 + V5) 
5 . 
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3(1+V5) >< Если — co <й < — 5, To уравнение имеет один корень са ( 

<а<- оо) ; ели —5<й-< 0, то уравнение имеет три веще- 

ственных корня: В:, В», В» ( >С =: В <—1, —1<В < 0, 

3(1 + V5) 
2 

<p,< + со} ‚ если O0O<h< 27, то уравнение имеет три 

вещественных корня: \1, Yo, Vs (— со < 7. < 

3<1:< 31 НУ ); если 27<й < -|- со, то уравнение имеет один 

вещественный корень 6, (— со << 6 < 3 (1 > V5) . 

304. Inx = kx. 
Решение. Запишем уравнение в виде и. (x) = у» (x), где и, (x) = 

= ms ‚ ¥2(xX) =k (x > 0). Поскольку lim g, (x) = — ©; 
х---0 

lim y,(x) =0; и () =0, то функция g,(x) в интервале (0, + со) 
х---со 

1 а 

принимает наибольшее значение в точке х=е, равное —. Кроме 

1 
того, и: (1) =0. Если > —, то кривая y,(x) и прямая y,(x) не 

пересекаются и уравнение вещественных корней не имеет. Если 
1 

0<#<—-, то уравнение имеет два вещественных корня: G4, © 

(1 << е, ее %< -- оо). 

Если А < 0, то уравнение имеет один вещественный корень 

В, (0 << В < J). 
305. e* = ax’. 
Решение. Запишем уравнение в виде и (x) = и. (x), где и, (x) = 

=x “=. у (x) =a. Дифференцируя, находим yi (x) = хе” ( +). 

Функция у, (x) имеет в точке х = 2 минимум, равный = ‚ так как 
e2 

y, (x) > -- со при х — + Ou x—> + oo. Если 0<a<-7z, то кривая 

y, (x) и прямая у, (x) не пересекаются, т. е. при положительных x 
е? 

уравнение вещественных корней не имеет. Если 1 <а<+ о, то 

уравнение имеет два вещественных корня: Oa, <2; 2<а. < 
< - oo. В силу того, что при — со < х< 0 функция монотонно воз- 
растает (inf f (x) = 0, sup f (x) = + оо) ‚при любом а >> 0 всегда будет 
один корень, лежащий на отрицательной полуоси. Итак, при 0 < а 

<< 7 Уравнение имеет один корень G, (— co <a, < 0); при = < 

<a< + три корня: By, Ва, Bs (— 0 <p, < 0, о<в <2, 
2< Bs < + 09). 

306. sin® x cos x = a. 
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Решение. Рассмотрим производную л- периодической функции 
f (x) = sin? x cos x — а. Имеем р’ (x) = sin? Х(3 — 4 sin? x). Ее нули на 

отрезке [0, x]: 0; =; =; л. Легко установить, что точки 

x= = и х= == являются экстремальными (соответственно мак- 

симума и минимума) для функции f(x). Сравнивая числа f (0) = 

= Р(п) = а; [ах = SVs —а; fmin = — Sys — а, заключаем, 

что при О<а<—— ЗУЗ существуют два корня функции f(x): O< 

<х!.—< =; a eye, при a> sys корни отсутствуют. 

Если же — уз <а< 0, то имеются два корня: <<, 

uy <n; при a<— уз — корни отсутствуют. 

307. При каком условии уравнение р 
хз -|- px -- 9 = 0 имеет: а) один вещест- бин Be 77 Yj ны  коренв 
венный корень; 6) три вещественных кор- 772 Yj 
ня. Изобразить соответствующие Я Yj 

me Pe Nonny Pe Kak f (x) — = < 7 UY, Ge, iy q 

при х-— = oo, где f (x) = хз + px + 2 
- 9, то при условиях: или fmin >> 0, или 
fax < 0, или f’ (x) > О имеем только 1 A х корня 
один вещественный корень. Если же Рис. 88 
[тах > 0 и ры < 0, то имеем три ве- 
щественных корня. 

Найдем [пах И fmin, судя по производной | (x) = 3x? + р. 

Ее нули х1.2 = = —-- ‚ р<0(прир > 0 имеется один веществен- 

ный корень исходного уравнения). Судя по знаку второй производной 
в точках х1,2>, находим, что 

рык 9—2 р — 2 -5- ош = 9 + ру--. 

Для того чтобы существовало три вещественных корня, требуется вы- 
полнение условия: fmax > 0 и fmin < 0. Это дает: 

у -т<<-+ УС. 
2 

4 
@ 77° < 0. 

откуда 

ИЛИ 
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Для существования только одного вещественного корня требуется, 
чтобы или fmin > 0, или [пах < 0, или} (х) > 0. Из этого следует, что 

4 
+7 > 0 

(условие р > 0 включается в это неравенство). 
Соответствующие области на плоскости (р, 49) изображены Ha 

рис. 88. 

$ 11. Построение графиков функций 

по характерным точкам 

Исследование и построение графика функции у = f (x) целесооб- 
разно проводить по следующей схеме: 

1. Определить область существования функции, периодичность, точ- 
ки пересечения с осью Ох и интервалы знакопостоянства, симметрию 
графика функции, найти точки разрыва и интервалы непрерывности. 

2. Выяснить вопрос о существовании асимптот. 
3. Найти интервалы монотонности функции и точки экстремума. 
4. Указать интервалы сохранения направления выпуклости и точки 

перегиба графика функции. 
5. Построить график функции. 
Построить графики следующих функций: 

308. y = ~—*_ 
Исследование. |. Функция определена и непрерывна при всех 

х, положительна при х > 2 и отрицательна при x < 2; и (2) = 0. 
2. Из limy = = 1 следует, что у = | — асимптота графика функ- 

Xo» со 

ций при x -—> - ©, ay = — | — при х-— — ov. 
3. Поскольку производная 

4 

<0 при х<—-; 
у 2-1 

И (x? + 1} >0 при х>—-, 

то функция убывает при x< — и возрастает при x >— > ‚а 

при x = — + имеет минимум, равный — V5 = — 2,24. 

4. Судя по знакам второй производной: 

<0 при х<—З+УМ, 

hee 228) (—- VIE) | 0 oe И, 
=~ Усе 1° <3—У | 

|<0 при а <х, 
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заключаем, что при х< — ~~ УТ 118 их>ЗНУЯ BW 
== 0,42 график функции выпуклый вверх, при — Зуй <х< 

< s=¥ fl график выпуклый вниз; точки перегиба x,~ — 1,18; 

y, —= — 2,06 и х.= 0,42; у. = — 1,46. 
5. График функции изображен на рис. 89. 

309. y= @—Y +1. 
Исследование. 1. Функция определена, непрерывна и отри- 

цательна при всех х; ее график симметричен относительно оси Оу, 
поскольку y (x) = и (— X). 

ИС _ у 
д x . = 

Рис. 89 Рис. 90 

2. Поскольку предел Ито у равен нулю, то у = 0 — асимптота; 
Х-со 

других асимптот нет. 
3. По знакам производной 

2 4 

‚_ 22+ 3 —х3. [5 при х< 0; 

— ни 2 > 0 при х>0 
3х3 (x24 1) 5 P 

заключаем, что функция убывает при х < 0 и возрастает при x > 0, а 
при х = 0 имеет минимум, равный — |. 

4. Поскольку 

у 

5 4 10 

3 3 

Их И Fett? 430° —2° 1<0 
(0<|х|< + о), 

то график функции выпуклый вверх и точек перегиба нет. 
5. По полученным данным строим график функции (рис. 90). 

Исследование. 1. Функция определена, непрерывна и поло- 
жительна при всех x > 0. 

2. Из очевидного равенства т у = -- оо следует, что х= 0— 
х-—--0 

вертикальная асимптота при х-» -- 0. Имеется наклонная асимптота 
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у = Ах +, где k= lim = 1, b= lim (y—xy =, т. е. у = 

х-+-Нсо x х--- со 

=X + +. , 

3. Первая производная y’ удовлетворяет неравенствам 

_ 3. 1 <0, если х<-; 
y= 2 (1+ x)? (2x — 1) : 

| >0, если >, 

yh 

у] 

3 

LZ a a г = - - 2 7 /@ Х Л 5 1 2k X 

Pue. 91 Puc. 92 

следовательно, функция убывает при 0 <x < > и возрастает при xX > 

> > а при х = + имеет минимум, равный 4: — 2,60. 
4. Поскольку 

5 

их +5 750 (O<x<+o), 
то график функции выпуклый вниз. 

5. График представлен на рис. 91. 

sin x 

311. y= 2+cosx * 

Исследование. 1. Функция определена и непрерывна при 
всех x; периодична с периодом 2л; имеет центр симметрии — начало 
координат; y = 0 при x = Ал (Е =0, £1, + 2,...). Очевидно, что 
sgn y = sgn sin x. 

2. Асимптот нет. Принимая BO внимание периодичность, дальнейшее 
исследование проводим на сегменте [0, 2л]. 

3. По знакам первой производной 
г 

>> 0, если 0< nce, 

A 1 +- 2cos x 270 4m . 

y= (2 -+- cos x)? <0, если 8 <<, 

> 9, если << 2л, 
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2x 4 
заключаем, что при О<%хх—< =; = < х < 2n функция возрастает, 

2 4 
при = a = — убывает, a при xX, = = и х. = * имеет соответ- 

1 1 
ственно максимум и минимум, равные —= == 0,58 и — — = — 0,58. , yu Pa уз V3 

4. Поскольку 

„_ 2sin x (cos х— 1) [50 если 0<х<л; 
4 = (2 -+ cos x)? >0, если л<х<2л, 

то при 0 < x < л график выпуклый вверх, при л < х<2л — вниз; 
причем x, = л, y, = 0 — точка перегиба. 

5. График изображен на рис. 92. 
312. 7 — оу 2-1 — Ух —1. 

Исследование. 1. Функция существует, непрерывна и поло- 
жительна при всех х > | и при x < — 1; причем у > 1при этих зна- 
чениях х; график симметричен относительно оси Оу; у (— 1 — 0) = 

=y(1 +0) =22. 
2. Поскольку lim у = 1, тоу = | — асимптота при x — oo. 

Хх + Co 

3. Имеем 
‚ 1 1 > 0, если х<— 1; 
= X ——— ————— | In 2 , 

9 1 Ут) [о если х> |, 

следовательно, функция при x < — | возрастает, при x > | — убыва- 

ет, а в точках xX = + | имеет краевой максимум, равный оу? (функ- 
ция f (х), аз х<а (В < х< 0) имеет в точке а (5) краевой макси- 
MYM, если существует полуокрестность (а, 6) < [a, a) ((8, В) < (В, 6) 
такая, что } (а) > f (x) (f (b) > f (x)) для всех x из этой полуокрестно- 
сти. Аналогично определяется краевой минимум). 

4. Из очевидного неравенства 
ПИ Ld р 1 41 \ 

у = Veni” In? (Ta Ут) т 
р _ 

+H Gis: УЕ» )|> 
1 1 x2 ] — —_—___— — — 

>? as — ast + Ve 
x 1 1 

~ Уи arr | = | Very | УР ш2> ° 
следует, что график выпуклый вниз. 

5. График изображен на рис. 93. 

313. y=x". 
Исследование. 1. Функция определена, ‚ непрерывна (как 

| 
— — Inx 

суперпозиция элементарных функций у =х” =е* 
тельна при x > 0. 

) и ПОоЛОЖиИ- 
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In x 

2. lim y= lime” = 1, поэтому у = 1 — асимптота при x—> + oo. 
х---со х--Нсо 

3. Из неравенств 
, > 0, если О0<хж<е; 
y= и—мз| 

< 0, если ех< + о, 

у! 

| —_— —— 

: 3 
| Oo) 4 ~ 6 é x" 

Puc. 93 Puc. 94 

вытекает, что IpHO < x < ефункция возрастает, прие < х << -++ co — 
1 

убывает, а при xX =e имеет максимум, равный е*°; кроме того, 
y(+ 0) = 1. 

4. Исследование точек перегиба и направления выпуклости опус- 
каем. 

5. График изображен на рис. 94. 

314. у= (1+ х)®. 
Исследование. 1. Функция определена при x > — 1; xX 

= 0; положительна и непрерывна в этой области. Поскольку lim (1 -++ 
х-0 

1 

+ x) * =e, To x = 0 — точка устранимого разрыва. 
2. Из соотношений lim у= + о; lim y= | вытекает, что 

х-—1--0 х--|-со 

x = —1 — асимптота графика функции при х— — 1-0, ag=1— 
при х— - ©. 

3. Производная 

y= oly | -1 <2 <0, О<<+ 
отрицательна. Действительно, полагая в неравенстве примера 161, г) 

г. = x, имеем неравенство 

x 
Tre < ШИ) < (x > 0), 

которое справедливо и при — 1 < x < 0. Пользуясь этим неравенст- 
вом, получаем 

, 1 In (1 + x) | х | 
Я =| хи я J<y| (+9 яя |0. 

Таким образом, функция убывает при всех х из области определения. 
4. Покажем, что вторая производная 

„ | ша \? | Ox - 3x2 
4 = ul cc a + (2nd +2)— иг) 
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положительна. С этой целью рассмотрим функцию 

9 (x) = 2In(1 + 4) —- Е 
Поскольку gq’ (x) = 7 aa >0; —Il<x<+o0o и $Ф(0) =0, To 

ф (х) < 0, если —1<х<0и p(x) > 0, если O<x<+oo0. Тогда 

“5 p(x) >0 при —1<х< 0, 0<х<- 00; при этих же значе- 

ниях x y">O0. Поэтому график функции выпуклый вниз. 

у 

\ 
-| 01 Х 

Рис. 95 Рис. 96 Рис. 97 

у 

5. Исходя из этих данных, строим график (рис. 95). 
x 

315. y=x(1+-} (x > 0). 
Исследование. 1. Функция определена, непрерывна и поло- 

xin (14 =) 
жительна при всех x>0; y(+0)= lim хе = 0. 

Xo 

2. Имеется наклонная асимптота 

у = kx +5, 
где 

k= lim “= lim (+) =6 b= lim (y—ex) = 
X—>- +00 X~»-+-00 x x-+-}-00 

1 1 1 1 хп | 1+ — х | -— 5х Pola 
= lim х[е ( г) и tim rac ox ( )) oy a 

X-»-p-00 х->--со 

. 1 е 
= Jim e |-> о (1)| =— 7. 

3. Имеем 

y= у Е (1 ++)|>0. 
Отсюда следует, что функция возрастает при x > 0. 

4. Вторая производная 

nw 2 1 1 x+3 

у = y| r+) in(1+ +) + n*(1+ +)— aS 
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положительна. Чтобы в этом убедиться, вводим новую переменную 
1 

¢ = — и применим теорему примера 186, полагая там 

Ф(0 = 1+9 (1+0-+7; $0 =8+ 388; &=0, #=4. 
Тогда все условия теоремы 186 будут выполнены. Следовательно, у” > 
> О прих >> 0 и график функции при этих значениях выпуклый вниз. 

5. График функции изображен на рис. 96. 

1—х? 

316. y= — 
1 x? 

Исследование. 1. Функция определена, непрерывна и поло- 
жительна при всех значениях X, за исключением точек х = = |, в ко- 
торых функция терпит разрыв, причем 

y(—1—0)=0; у(-1+0 =; y(1—0)=+ 0; 
| y(1+ 0) =0. 

График функции симметричен относительно Оу. 
2. Имеются асимптоты x = — 1 при х> — 1 + 0их=!1 при 

х—>1 — 0; у = 0 при x > o~. 
3. Находим производную 

1 

y’ — 9х3е !—** 3 — x? 

(1-Е x?)? (1 — x?)3 ° 

Поскольку y’ > 0 при — о < х<—УЗ: 0<х<!; 1 <x< V3, 
то функция при этих значениях х возрастает; далее, y’ <0 

при — УЗ <х<— 1 —1<х<0; УЗ < х< + о, следователь- 
но, в этих интервалах функция убывает; в точке х = 0 имеется мини- 

MYM, равный е, а в точках x = УЗ, x = — УЗ достигается максимум, 
1 
— > 0 ® 

4Ve - 115 
4. Вычисляя вторую производную 

ор 28° (8 — x?)? + — x?) (9 + xt + 7x4 — ж) 
y= <4 (1 — x*)4 (1 + 22)? 

убеждаемся, что y” > 0 при |x| < 1. Далее, у" (У 1,1) >0; y"(V3)< 
<0 и y"(x)>-+0 при х—>-- oo. Следовательно, в каждом из 

интервалов (1, УЗ), (УЗ, + 00), а в силу четности функции и в 

каждом из интервалов (— со, —И 3), (—ИЗ, — 1) имеется по мень- 
шей мере по одной точке перегиба. 

5. График изображен на рис. 97. 
Построить кривые, заданные в параметрической форме: 
317. x= 2t—#, y= 3t— В. 
Исследование. 1. Функции x (1 u y (1 определены и непре. 

рывны при — < < {< -{ 00; причем при этих значениях { — со < 
<х<1 —-ю<у<+ о. 

Следовательно, функция y = (х) (как функция переменного x) 
определена при — < <х< 1. 

равный 
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2. Поскольку х (д -—— со, y(t) uM 
—> -Е со, TO график функции асимптот не имеет. 

3. Производная 

fy 8 Ane 
dx 2 1—t 

при & = — 1 (x, = — 3) обращается в нуль, а при & = 1 (x, = 1) име- 
ет устранимый разрыв, причем 

._ dy 
lim —— = 
tl dx 

4. Вторая производная 

d2y 3 (1 — f)? 
dx? 4 (1—8 

имеет разрыв в точке # = 1. Заполним таблицу: 

t —oco< t<—l —l<t<l 1<Е<-+ ео 

х —oo< ¥ <—3 —3<x<1 —co <x < 1 

y —2<y< +00 —2<y <2 —co<y< 2 

dy dy dy dy 
“dx dx <° dx 7° dx > ° 

d@y d2y dy 

dx? Te > 9 “ах <0 

Из таблицы следует, что при — co < x << — 3 функция и (x) убывг- 
eT; при —3<х< 1 — возрастает; при x = — 3 имеет минимум, 
равный — 2, а при х = 1 — максимум, равный 2. 

Если x возрастает от — со до 1, то график функции y = и (x) coxpa- 
няет выпуклость, направленную вниз; если x убывает от 1 до — ov, то. 
выпуклость направлена вверх; (1, 2) — точка перегиба. 

5. Пользуясь полученными данными, строим график (рис. 98). 
р t 

318. Хх, Y= RIT: 

Исследование. Функция x (f) определена и непрерывна при 
—oct<l 1l<t< + 00, причем x = 1 — вертикальная асим- 

птота при #- 1. Из равенства x (1) = Е 1 += следует, что х = 

={-|-1—наклонная асимптота. Находим производную x(t) = = = ; 

Очевидно, что Ha интервалах (— со, 0), (2, + со) функциях (1) возрас- 
тает, а на интервалах (0, 1), (1, 2) — убывает; Xmax = 0 при ¢ = 0; 
Xmin = 4 при # = 2. 
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График функции x (1) изображен на рис. 99. 
Функция и (1 определена и непрерывна при всех значениях &, кро- 

ме Ё= 1; причем ¢=—1 и {= 1 — асимптоты. Поскольку 
2 

у’ (1 = — я 7 < 0, то функция у (1) убывает при всех ¢ из облас- 

ти определения (рис. 100). 

Xx 

yh 
У 4 

J 

\ J offi 
1 xX 

Puc. 98 Puc. 99 

Из этих исследований вытекает, что функция y= y(x) опреде- 
лена при — ©<х<0; 4<х<-- 0. Поскольку x(t) > + o, 

у()— +0 при #5 00; х(0--—-, y(f)++ оо при #-> — 1+0, 
Yh 

. | 
10 Г x _ 

-/ ох 

| 

Рис. 100 Рис. 101 

то иу=0и x= — асимптоты графика функции y = 9(х). Кроме 

y 1 x 3 x 
того, >, JF > при t— 1, следовательно, y= 

— 3. наклонная асимптота. 
4 
Находим производные 

ау _ 2+] dy _ 2(1— 1)? (#8 + 3 + 1) 
ах 1-е, “de® — В (¢ — 2)3 (¢ + 1} , 
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откуда получаем, что ух = 0 при & == — 3,22; 4, = 1; причем x (to) = 
= — 0,17; y (1%) == 0,37. Сначала построим графики функции Ha от- 
дельных интервалах. 

Если — © <#<—1, то —o<x<c— +; — о <у—<0; 
{у 

J\ 
_ yi —_— " x 

a 

жи Хх. yr? y 
Puc. 102 Рис. 103 Puc. 104 

y2<0; yu<O (рис. 101). Если —1<#<0, т —><x<0; 

0< у< -+ о. Вторая производная у» > 0 при —1<#<В и у, < 
<0 при &<#<0; следовательно, при { = & получаем точку пере- 

гиба (Xo, Yo), THe % == — 0,17; /=0,37 (рис. 102). 

Th 

Ya 
| a 

о 
ий 4 x 

Pue. 105 Puc. 106 

Пусть O<¢ ¢<l. Тогда —-w<ixc0, —w<y <I, у; > 0, Ya > 

—>0 (рис. 103). Если 1<Е<2, то 4< х<- 00, =<у<+ со, 

у; >0, ух < О (рис. 104). Наконец, если 2 < [< - 00, то 0<х< 4; 

0<9<—; <0; у:>0 (рис. 105). 
Окончательный график изображен на рис. 106. 

319. х=Е- et y=2t+ eT 
Исследование. Функции x(t) и у({) определены и непрерыв- 

ны при всех ¢. Из определения асимптоты следует, что x=, y= 
== 2/— асимптоты при #—-- со соответственно графиков функций 

x(t) u y(t). Имеем х’(д=1—е*; х’(0=0; х’(д=е'>0 при 

339



всех & gy’ (f) = 2(1—e~”), 9' (0) =0, y" (t) =4е “>> 0 при всех 7. 
Таким образом, хши =1 при ¢=0; ушь =1 при t=O. Графики 
функций x(t) и y(t) выпуклы вниз (рис. 107, а, 6). 

Если —o<t<0, то 1 <“х< о, 1 <у<+ о, y,=2(14+ 

+2 ')>0; у+=—2(е—1)>0. Если же 0<1<+ со, TOl< 

<<; 1<у<- о; 4,>0; уе < 0. 
Следовательно, функция у = у(х) возрастает, ее график выпук- 

лый вниз при #<0 и вверх — при #>> 0. 

xh 4 $ i $ 
} 

Lyfe 
yA / 

% 

1 t=0 

a Г 6 Г x 

Рис. 107 Рис. 108 

В точке x= 1 функция у(х) имеет минимум, равный 1. 

Далее, = 2; y—2x—0 при [-— -- со, поэтому прямая y= 

== 2х является асимптотой графика функции при #- -{ со (рис. 108). 

320. x= эт, y=atget (а>0). 
Исследование. Так как функции x (1 u y (f) известны, то 

относительно функции у (х) выясним следующие вопросы: симметрию, 
экстремум, участки и характер выпуклости графика функции и суще- 
ствование асимптот. 

Поскольку х( =х(—1; и(1= —и(—1), то график функции 
у =y(x) симметричен относительно оси Ox, a так как х(1 = 

д хи 0; у дих (Ох (+); у 
+. 7 =y (22 4. 7 (o<t<+), то график функции y(x) сим- 

метричен относительно оси Оу. 
Следовательно, для построения всего графика достаточно знать 

график функции у (х) прих >> иу >> 0, т. е. пи 0 < {< >. 

Производная ух = sint>Onpu 0<&< > ‚ следовательно, функ- 

ция у=у(х) возрастает на этом промежутке, причем х-—-{ со; 

у— - со при 5—0. 

7 1 | IU 
Вторая производная Yyxs#=-— —cos*tsin t>0 (o<t<+), 
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откуда следует, что при 0<#<-- график функции y(x) выпук- 

Jbl ВНИЗ. 
д 

Так как x->-+ со только при [5—0 и И -- со только 

л 
при {—-5- —0, то вертикальных асимптот нет. 

Для выяснения вопроса о существовании наклонной асимптоты 
у = kx + 6 рассмотрим пределы 

k = lim 40 = jim 84 =1,6= lim Ух = 
t-» = —0 *(@ t»- = —0 cos~*¢ t+ — —0 

=a lim (te? — <5] )=—o. 
t+ —- —0 

Следовательно, асимптот нет. 
График кривой при всех ¢ (cos ¢ 52 0) изображен на рис. 109. 

yh 

a 0 a Хх 

Рис. 109 Рис. 110 

Представив уравнения кривых в параметрической форме, пост- 
роить эти кривые, если: 

321, @+y7% = Аи. 
Исследование. Очевидно, что график функции симметри- 

чен относительно осей координат. Представим кривую при x > 0и 
у > 0 в параметрическом виде, положив у = tx (Е > 0): 

—_ 1+ 2 — ,1/ 1+ В 
= Vite у=ГУ т. 

Вычисляя производные х’и И’, выясняем вопрос об экстремумах 
функций x (4) u y (2): 

roy (—2@—t)t 9,,, 142% —#4 
х = битв 4 O= soar 

Отсюда следует, что при ¢ = 0 достигается минимум функции х (1, 

равный 1(у=0); при t= YW Y2—1 достигается максимум функ- 
1/5 тт = 

ции x(t), равный и У! (y = 5) ‚ при t= V V2 +1 дости- 

гается максимум функции g(t), равный УЗ! (= =) 
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Нетрудно проверить, что в точках пересечения кривой с координат- 
ными осями существует касательная к кривой (рис. 110). 

322. ху? = x3 — 9°. 
Исследование. Полагая у = tx, получим 

ka—y—ty=p—F (150). 
Если параметр ¢ изменяется в интервалах (— со, 0) и (0, + оо), 

то переменная х может принимать все значения от — со до -++ 00; сле- 
довательно, функция у = y (x) определена при всех значениях Xx. 

Из параметрического представления кривой получаем равенства 

=—*— +, у =х—Е-Ь, 
из которых непосредственно вытекают асимптотические соотношения: 
у? ~ x при # — + 0 (при этом x > + 00, y> + оо); у ~ x приё > 
—> = со (при этом х — + ©, у — oo). 

Полагая в исходном равенстве xX — y = и, x + у = 9, получим ра- 
венство (uv? — и)? = 1252и + 4и3, которое указывает на симметрию 
графика кривой относительно оси 9 = 0, т. е. относительно прямой 
х у = 0. 

Вычисляя производные 

dy _ t(1 + 288) Фу _ 28 (В 743 + 1) 
“dx Во }' тт (28) (t £0), 

находим, что при & = —У8=—1,26 (x = ar 1,89; y= 

= ~2y7 i= — 2,38] обе производные ух и Yrs не существуют, а 

у =0 при & = —~Y += -0,79(%= 3/4 x 2,38; Yo = 

=—372~— 1,89). 
” 3 / Е 

Далее, ух: = 0 при и=—|/ ЗУВ ~— 1,90 (x, —= 2,18; y= 

3/7—3YV5 
2 

== — 4,14) и при & = — == — 0,53 (x, 4,14; уз—— 2,18). 

Пользуясь этими данными и таблицей 

Е | <<< В << | iy<t<t, | t<t<t, | tg< t <0 0< Е <+00 

X | м<х Kf OO] х<х Cy < xX < ххх <. < х «Ноя —со<х<«-со 

у | —со<у<и | Wr < | Yo< Y <2 |у;3<у <2 |[--со< у <: —со<у<-со 

Ух у, <0 у, <0 yz > 0 y, <0 у. <0 y, > 0 

98| Ya<O | у,>0 | ум<0 | Ya<0 | у,>0 у. <0 | 

строим график функции у = y (x) (рис. 111). 
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323. x7 = y* (x>0, у> 0). 
Исследование. Пусть y=(14+Ax(14+¢>0, Е=0). 

Тогда I pe 

x=(1+4)‘ ,y=(1+4 °. 
Если ¢ = 0, To функция у = х удовлетворяет исходному уравнению. 

Поскольку x (t) > 1, у () > + © при t>+ © их (> + ©, 
у (t) > 1 при ¢ > — 1 + 0, то прямые x = 1 иу = 1 являются асимп- 
тотами графика функции. 

Поскольку 

= = (1-2 ИЯ <0 (см. пример 161, r)); 
Tar Tid +9 

dy #8 ЗВ — 2 (f+ 2) Ini +) ада +4) | 
de (1+ ax о fy у | tr n+) 

y\ 

_ 

Puc. 111 Рис. 112 

(322 + (1 + @) In? (1 + 2) << 2¢ ¢ + 2) № (1 + 2 по теореме примера 186), 
то функция у = у (xX) убывает и выпукла вниз в области определения 
(рис. 53). 
P 324. Построить график кривой ch? x—ch? y= 1. 
Исследование. График кривой симметричен относительно 

координатных осей, так как при заменех на — хи у на — у уравнение 
кривой вида не меняет. 

Если x >> 0; у > 0, то уравнение ветви кривой примет вид sh x = 
= chy, откуда x = ш (сВу + V1 + ch? y). 
Имеется асимптота x = ky + 0b, где 

k=lim 2% —1; b= lim [x(y)—y] =0. 
y->-foo y yot+ -+-0o 

Найдем производную 

sh y 

Vi-+chy 

откуда следует, что функция X = X (и) возрастает при y > 0, ав Tou 
ке у = 0 достигается минимум, равный In (1 + У2). 

Хи = 
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Далее, я 
” С 

Ху: = у 3 > 0, 

(1 + ch? y) ? 
откуда вытекает, что кривая выпукла вниз при у > 0. Принимая во 
внимание симметрию кривой относительно осей координат, строим гра- 
фик функции (рис. 112). 

Построить графики функций, заданных в полярной системе коор- 
динат (ф, р) (р > 9): 

325. р=а a ‚ где ф> 1 (a> 0). 

Исследование. Функция р (ф) непрерывна, как элементар- 
ная; 
lim „р Ф) = -- со Т. е. имеется асимптота ф = I; 

“tim "р (©) = 0, т. е. кривая асимптотически входит в полюс по 
фо спирали. 

Возьмем производную 
»=al 1 ____the |; 

Po che @-(@—1)  Ф—1 |’ 

2”. “Lr 0 Г 2 

Рис. 113 Рис. 114 

так как p—1<+ sh 29 при @>1, To ро < 0; следовательно, 

функция р(Ф) убывает (рис. 113). 

326. ф = агссо$ Р—1 

Исследование. Область существования функции определя- 
ется неравенством 

|р— 11 < 
откуда следует, что 

—1+V5 
р1 = ms <pP<+ ©. 

Предельные значения ф в граничных точках: 

lim ф(р)=л; lim (р) = =. 
р-.р.--0 р---со 
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Так как р — | = р?, то функция ф (р) нулей не имеет и положительна. 
Производная этой функции 

, р — о 

"УЕ 
показывает, что в точке р = 2 достигается минимум функции, равный 

| А 
arccos 7. В точке р = р, производная не существует; функция в этой 

точке принимает краевой максимум, 
равный л. Прир, < р < 2 функция 
убывает, a прир > 2 — возрастает. 

Как уже было отмечено (см. пре- 
дельные значения ф в граничных 
точках), имеется вертикальная асим- 
птота. 

Найдем ее расстояние а от полюса. 
Имеем 

у! 

Рис. 115 Рис. 116 

p—! —]. а = Итрсо$ф (6) = limp —,; 
осо р-»-со Pp 

График изображен на рис. 114. 
Построить графики семейства кривых (а — переменный параметр): 

327. g=xtVa(l — x). 
Исследование. Рассмотрим два случая: 
а) а > 0и б) а— 0. 
а) а>0. Область существования функции: 1—x?>0, т. e. 

|x| <1. Нули функции: хз = + TE} при a < 

<х<1 функция у=х-- Уа(1 — х2) положительна, а при —1< 

<х< тт отрицательна; при —1<х< Vy функция 

у=х— Va (1 — x?) отрицательна, а при V+ <x < 1 — поло- 

жительна. 
Находим производную 

ах 

en 
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Отсюда следует, что функция у=х--Уа(1 — х2) достигает при 

х = И максимума, равного Уа -- 1, а функция я = x — 

—Ya(l]—x?*) достигает при r= V 

—VYa-+l. 

Точки x = + 1 являются точками «стыка» этих ветвей. 
Из выражения для второй производной 

а у" — + 

(1 — x?) Va (1 — x’) 

арг минимума, равного 

Ут 

(1 

Рис. 117 

вытекает, что график первой ветви функции выпуклый вверх, а вто- 
рой — вниз (рис. 115). 

При изменении а от 0 до + со получим следующее семейство эллип- 
сов, проходящих через точки (— 1, 1) и (1, 1) (рис. 116): 

6) а< 0. Область определения функции —|х|>1. Асимптоты 
x+tV— a(x? — 1) — 1+ 

x 
y=Rkx+b; y=kx+bd, где kio= lim 

—___ х---со 

+V—a; b=0. 
График изображен на рис. 117. 

846



x 

328. y= xe °. 
Исследование. Рассмотрим два случая: a>O uv a<0. 
1. а > 0. Функция положительна при x >> 0 и отрицательна при 

x < 0. Находим производную 

у a0 4 | 

aco 

0 Х 
В __ перлы» 

ybenuvenita = x 
a 

Pue. 118 Рис. 119 

» a 
Отсюда следует, что при x = а достигается максимум, равный > Да- 

x 

и а 2 
у =е ‘|-= —+), а? а 

откуда следует, что в точке х = 2а имеется перегиб функции у, причем 
при x < 2a график функции выпуклый вверх, а при x > 2a — вниз. 

x 

Так как xe “ —0 при х-> + оо, то прямая у = 0 является асимп- 
тотой графика функции при х-— -+ oo. 

2. Еслиа < 0, то, как легко видеть, этот случай сводится к преды- 
дущему, если в нем заменить у на — у, ах — на — х. 

График семейства изображен на рис. 118, 119. 

$ 12. Задачи на максимум и минимум функции 

329. Доказать, что если функция f (x) неотрицательна, то функция 
Е (x) = cf? (x) (c > 0) имеет в точности те же точки экстремума, что 
и функция f (x). 
Доказательство. Для определенности предположим, что 

в точке х, функция f (x) достигает максимума. Тогда существует такое 
$ >> 0, что для всех x из окрестности 0 < | x — ж | < 6 справедливо 
неравенство } (x) < } (№). 

Так как f (x) > Оис>> 0, то из последнего неравенства следует: 

cf? (x) < СР (xo), 

Е (x) << F (№). 
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Последнее означает, что в точке X%) функция F (x) достигает максимума. 
В случае минимума поступаем аналогично. 

330. Доказать, что если функция ф (x) монотонно возрастает в 
строгом смысле при — < < x < -{ 00, то функции ] (x) иф (f (x)) име- 
ют одни и те же точки экстремума. 

Доказательство. Пусть в точке x) достигается максимум 
функции f (x). Тогда при всех x из окрестности 0 < | х— ж| < 6 
справедливо неравенство 

f (x) < Ро) = fo. 
Так как функция @ (x) монотонно воз- 

i г растает в строгом смысле, то из нера- 
xl ! / {\ венства } < / следует неравенство 

Aa C an В г ye @ (f) < fF (fo), 

о HDG / „и“ что и требовалось доказать. Аналогич- 
<< Аи, но, предположив, что в точке х функ- 

“ ция @ (f (х)) достигает максимума, при- 
Puc. 120 дем к выводу, что функция f (x) также 

достигает максимума. 
331. В каких системах логарифмов существуют числа, равные свое- 

му логарифму? 
Решение. Пусть у — основание искомой системы логарифмов. 

Тогда согласно условию имеем 

logyx = x (x>0, y>0, y# 1), 

1 
x 

у=х”. 

Функция у уже исследована нами в примере 313. Из него следует, 
i 

откуда 

в частности, что у не превышает Ymax =@°, т. е. во всех системах с 
1 

основанием y (0 < у<е*, y #1) такие числа существуют. 
332. В данный круговой сегмент, не превышающий полукруга, 

вписать прямоугольник с наибольшей площадью. 
Решение. Пусть высота прямоугольника х, ширина 2y. 
Если обозначить через 2a дугу сегмента, а через 2ф — дугу, стяги- 

ваемую стороной прямоугольника, то получаем, что у = А sin ф; x = 
= OE — OB = R (cos ф — cos а) (рис. 120). Следовательно, площадь 
прямоугольника равна 

$ = 2ху = 2R* sin ф (cos ф — cosa). 

Приравнивая нулю производную 

S’ (ф) = 2R? (2 cos? ф — cos g cosa — 1) = 0, 
находим, что 

cos ф! = eat yom ats cos a— У cos? a+ 8 
, COS Q, = д . 

Дуга ф. не подходит по смыслу задачи. 
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Так как 9’ (ф. — =) > 0; 5’(ф, + г) <0(=>> 0 — достаточно ма- 
лое), то при 

cosa-+- У со3? а - 8 
COs D1 = 4 

функция S (ф) имеет максимум. 
2 2 

333. В эллипс == + ыы =] вписать прямоугольник со сторо- 

нами, параллельными осям эллипса, площадь которого наибольшая. 
Решение. Пусть х и у — длины полусторон прямоугольника. 

Тогда S = 4ху, причем x и у — координаты точки, лежащей на эл- 
липсе. Для упрощения следует записать параметрические уравнения 
эллипса: 

x=acost, y= Ш. 

Тогда S = 2absin 2 откуда Smax = 2ab, при t= > ,ax= 

<
 bol
 

— у у5 
2 

334. Через точку М (x, 9) эллипса = I провести ка- 

сательную, образующую с осями координат треугольник, площадь 
которого наименьшая. 

Решение. Уравнение касательной к эллипсу в точке с коорди- 
натами (%, Yo) имеет вид: 

хх 

г + a =, 

откуда следует, что касательная отсекает от координатных осей 

отрезки длиной 

226? 

2XoYo 

Если уравнение эллипса параметризовать, To $ = a отку- 
Xn a b 

да Эти = @6 при t=; № = у, =. 
V2 У? 

335. Поперечное сечение открытого канала имеет форму равнобед- 
ренной трапеции. При каком наклоне ф боков «мокрый периметр» се- 
чения будет наименьшим, если площадь «живого сечения» воды в ка- 
нале равна S, а уровень воды равен A? 

Р ol ение. «Мокрый периметр» Р определяется по формуле 
(рис. ): 

Следовательно, площадь треугольника S = 

P =a} = (1) sing ° 

Площадь «живого сечения» воды: 

S=h(a+hetg 9). (2) 
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Из формул (1) и (2) находим 

Р ео i . 

Производная функции P, равная 

| 1 1 
in2 gine ’ sin? @ sin? ф 

показывает, что при ф = -5 достигается минимум функции Р. 

336. apuaucrocrsio> замкнутого контура, ограничивающего 
площадь 5, называется отношение периметра этого контура к 
длине окружности, ограничивающей круг той же площади S. 

&_\ 
Рис. 121 Рис. 122 

Какова форма равнобедренной трапеции ABCD (AD | BC), обла- 
дающей наименьшей «извилистостью», если основание AD = 2a и 
острый угол BAD = а? 

Решение. Пусть Il — «извилистость» трапеции. Тогда, согласно 
определению, имеем (рис. 122): 

2VnS , 
где 

§ = 42 АВзша; L=2AB+ ВС + 24. 
Так как 

2а — ВС = 2AB cosa, (1) 

то, обозначая AB = x, получим 

П (x) = — 2a -+- x (1 — cos &) 

УлУ (2a — xcos a) xsin 

Исследуя функцию IIT (x) на экстремум, находим, что она имеет мини- 
мум при 

х = а $ес? a 

Из (Г) получаем 

BC = 2а45* -5- 
x . 

так как половина высоты трапеции г = -> Si @ равна расстоянию от 

точки О (а, г) до стороны АВ, то в найденную трапецию можно вписать 
окружность радиуса г. 
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337. Какой сектор следует вырезать из круга радиуса Ю, чтобы из 
оставшейся части можно было свернуть воронку наибольшей вмести- 
MOCTH? 

Решение. Если под & понимать центральный угол оставшегося 
сектора, то объем конуса У равен 

3 

oe a? V 4x? — а. 

Исследование этой функции от % на экстремум показывает, что мак- 
симум ее достигается при 

2. 

338. Два корабля плывут с постоянными скоростями и и о по пря- 
мым линиям, составляющим угол 8 между собой. 

и 

0 a и 

Рис. 123 

Определить наименынее расстояние между кораблями, если в не- 
который момент расстояния их от точки пересечения путей были со- 
ответственно равны а и 6. 

Решение. Ilo теореме косинусов имеем 

r? = (a + ut)? + (b+ vt)? — 2 (a + ul) (6 + v0) 

(рис. 123), где г — расстояние между кораблями в произвольный MO- 
мент времени . 

Исследуя функцию r? (1) на экстремум, находим, что 

(bu +- av) cos 0 — au — bu 
и? — 20 cos 8 4- v2 у г’ (ty) =0; f= 

Подставляя & в г? (2, получим 
| ub — va | т 0 

nin = 
ПТ У — Quo cos 0+ 02 

Если и поменять на — и, то.в силу тождеств 

sin (л — 6) = sin® и cos(x — 0) = —cos0 
получим 

| ub +- ча | sin 8 
‘nin = 

И и? — 2ио cos 0 +- v? 

339. Светящаяся точка находится Ha линии центров двух непере- 
секающихся шаров радиусов R иг(^ >> Г) и расположена вне этих 
шаров. 

При каком положении точки сумма площадей освещенных частей 
поверхностей шаров будет наибольшей? 
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Решение. Найдем сумму площадей освещенных частей поверх- 
ностей как функцию расстояния х. Имеем (рис. 124) 

$ = 2лА (Ю — Xo) = 2nR*(1 — 2); 

S, = 2nr* (1 — sf (a>r+x), 
а—х 

где а — расстояние между центрами шаров. 

| 

Рис. 125 Рис. 126 

Исследовав функцию $ + $, = f Ha экстремум, находим значение 
х, при котором достигается максимум этой функции; при этом 

а 
a>r+x=rt 3 

+ (=) 

a>r+RV &. 

Если же производная f[’ (x) < 0, то максимальное значение функ- 
ции f (x) достигается при x, = а — г; при этом выполняется неравен- 
CTBO 

a<r+RV 2. 

340. На какой высоте над центром круглого стола радиуса а сле- 
дует поместить электрическую лампочку, чтобы освещенность края 
стола была наиболыней? 

Решение. Под освещенностью / понимается величина 

откуда 

где г — расстояние от источника света до точки наблюдения, К = 
= const, ф — угол, изображенный на рис. 125. Имеем 

I(x) =—— 3 

(a? + x2) ° 
откуда находим высоту №, при которой достигается максимум функ- 

а 
ии / (х): м = —. Ц ( ) 0 у? 
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341. К реке шириной а м построен под прямым углом канал ши- 
риной 6 м. Какой максимальной длины суда могут входить в этот 
канал? 

Решение. Длина корабля [, как следует из рис. 126, равна 

b 4 a 

sin @ с0$ @ 

Исследовав на экстремум функцию J, получаем, Что минимальное зна- 
чение она принимает при 

3,— 
p= arctgy/ —. 

Таким образом, максимально возможная длина корабля равна 

2 23 
(а 3463 ) ° м. 

342. Суточные расходы при плавании судна состоят из двух час- 
тей: постоянной, равной а руб., и переменной, возрастающей пропор- 
ционально кубу скорости. При какой скорости v плавание судна бу- 
дет наиболее экономичным? 

Решение. Предположим, что судно прошло $ км за Т суток. 
Тогда расходы А будут равны 

Та + ЕТо?, 

5 
—, TO 

U 
где k— коэффициент пропорциональности. Но так Kak T = 

9 

откуда находим скорость, при которой расходы минимальны: 
3 у а 

д — Oe: 

343. Груз весом P, лежащий Ha горизонтальной шероховатой плос- 
кости, требуется сдвинуть с места приложенной силой. При каком на- 
клоне этой силы к горизонту величина ее будет наименьшей, если ко- 
эффициент трения груза равен k? 

Решение. Проектируя приложенные к грузу силы на горизон- 
тальное направление, из условия равновесия их получаем (рис. 127): 

Т = F,k = (Р — Рэп оф) Е = Fr=F cosq, 

откуда 

ЕР 
Е тф- cos ф 

Исследовав функцию F (~) на экстремум, находим, что при 

ф = arctg № 

величина силы РА будет наименьшей. 
344. В чашку, имеющую форму полушара радиуса а, опущен стер- 

жень длины [ >> 2a. 
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Найти положение равновесия стержня. 
Решение. Найдем потенциальную энергию П стержня относи- 

тельно дна чашки. Имеем 

II = той, 

где h = > sin ф -- у — высота центра тяжести стержня относительно 

дна чашки (рис. 128). 
_ ay __ a+x 

Далее, Tak как igo =——> = V ay» TO получаем 

x = — acOS 2$. 

gh 

/- 
УХ _ 
—” ] 0 | x 

ing | 

Puc. 127 Puc. 128 

Использовав уравнение полуокружности, находим, что 

y = a(l —sin 2$). 

Итак, 

П = mg (-— sine + a(1 —sin 29)). 

Поскольку стержень стремится занять положение с минимумом по- 
тенциальной энергии, то необходимо найти Qo, при котором достигает- 
ся Пип. Имеем 

1-- УВ- 128а2 
16a 

COS Do = 

Так Kak cos@ < 1, то равновесие возможно только для / < 4a; при [> 
> 4a равновесие невозможно. 

Задачи и примеры для саместоятельнего решения 

Найти производные следующих функций: 

sin? лх, если х рационально; 

Leo comm a , ррационально. 

2. а) f (x)= inf {cos}; 6) [(х) = sup {cos §}. 
O<E<* > <Ё<х 

8. f (x) = со". lim ко"! 
2 п-ьсо 

4. а) } (<) = Ф[Ф (х); в) { (<) =ф[ (|; 
6) | (х) = ФГ (х)]; г) [ (<) = (5) ], 
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гле. 

-{* если 1x] <1; 

@ (x) = х?, если |x| > 1; 

+= e*, если OS xX < +00; 

1, если —oo <x <0. 

n 

5. f(x) lim [] h—~. 
M-rOo pt oF 

n 

4 un? -- 44% . 
6. а) f (x) = т, > In arctg an? neat 

n Pm) 

6) f (x) = lim TH (1+ sin = ). 
ne 

pool 

Вычислить левую и правую производные следующих функций: 

7. а) у=ф (-5) ‚ где ф (1) — расстояние до ближайшего целого числа; 

6) у= шт (5х, 2—sin 2x) (-^ <;<=); 

в) y= тах (41*|-1, х2). 

8. f (x) = [х?] | sin лх?| (построить график этой функции). 

9. a) f (x) =—_+_ #1), f(=1; 
1—2'-* 

6) f(2)=——_— (x 1), F (1) =0. 
1—2!-* 

10. a) f (x) = lim e* sin в. 6) f (x) ри lim е* sin 8. 

00 Fass 
11. f (x) = 1 (x > 1). 

3 
12. y = {| sin xx | 2, х рационально; 

0, х иррационально. 

13. Найти f_ (x) uf, (xo) в точках разрыва хо функции f (x), если: 

1 
1 — ш | шх | а) f(x)=|x|'l; 6) f(x) = 

14. При каком условии функция 

ГР ИхР иди =0 
дифференцируема при x = 0? 

15. Пусть 

n . k 

fe(x) = > (+) Ci (1 — x) (Е =1,2,...). 
i=0 
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Вывести рекуррентное соотношение для функций fy (x). 
16. Найти числа Дини 

Пт (x + h) — f (x) 
=} (x) = h 

и x-+- А) —f (x Df (2) = lim ыы f (x) 
й- 20 

для функций: 

._ | ; 
y= fee x > 0; 

0, x < 0; 

1 | 
2 aa 2 . oy [oe x -+- bx cos р ‚ xX #0; 

0, x= 0. 

17. Найти D5, (x), если 

Di, (x) 
Dyas (0) = - z (k= 1,2, ..., 19), 

(1 — 20, (x)) В, (x) 

Dy = 1, Dy= 

18. Множество называется счетным, если каждому его элементу можно поста 
вить в соответствие натуральное число. 

Доказать, что множество точек, где функция f (x) имеет неравные правую и ле 
вую производные, не более, чем счетно. 

Вычислить производные функций f (x) если: 

x, если |x| <1; 

19. f (x) = 
|= =" 4 2 3 SEN x, если |x| > 1. 

20. мм 1)!*) cos лх} (x > 0). 

21. f (x) = 44 (2-1 —4)f{1 —2 

22. Показать, что существует однозначная действительная функция 9 = g (x) 
определяемая уравнением: 

x = 12y5 — 30y4 + 40y? — 30y? + 15у +1. 

Найти одностороннюю производную y,, если: 
23. x= 2t— В, y= 3t—?# в точке #=1. 

24. x= t+3/ 141, y = 21 — 10 ИТ-ЕЕ в точке f= 0. 

„м 

25. x = sin*?t; y == с0$21 в точках [= 0и t=. 

Чем отличается данная функция от функции у = | — x? 

Найти Y,, если: 
26. arctg (х2- уз) — шху — 1 == 0. 

27. sin + чуяти y? = 0. 
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Вычислить и’ (0), если: 

28. sin +4 sine (x # 0) wu y (0) =0. 

29. x arctg 1 + tg (x+y) —1=0 (x #0) иу(0) =—. 

Вычислить Ay (0) и dy (0), если: 

sin x 

30. y= Vx. Bl y= x 7% 7% 
1, Хх = 0. 

82. х= В--|П; у=Вв-Е At=dt=—1. 

83. х = —4й; yo h—5dt М=4=1, 

34. х= и? . 
85. Вычислить dy (0), если: 

x? . Y 
р + sin =- = 0 (x #0), y (0) =0. 

Пусть и, о — дифференцируемые функции OT x. 
Вычислить dy (0), если: 

36. у= и’; du (0) = 54х; do (0) = — dz: и (0) =e; v(0) = 1. 

87. y = arcsin — ; du (0) = Зах; dv(0)=Y2dx; и(0)=1; v(0)=V2 

Пусть d, у (x) = Е (x) dx. Найти d, у (0), если: 

38. y=|sinx|. 39. у = arctg — (x = 0) и y (0) =--. 

40. x=|t|~—1; y=tgt х(0) =0 (и<-=). 

41. Найти У” (0), если: у = х3 [sin (In™| x|) + cos (In™| x|)] (x = 0) ии (0) = 0, 

где т = р . 

Является ли непрерывной вторая производная в нуле? Можно ли подобрать зна- 
чение параметра т таким образом, чтобы существовала y” (0)? 

42. При каких значениях @ функция f (x) = | x |* sin + (x %0) и f (0) =0 

имеет непрерывную вторую производную? 
43. Найти у”, если у = ф (ip (x)) и 

х, х| <2; е*, |х|<2; 

=, aes = ee. 

44. Вычислить обобщенную вторую производную функции в точке разрыва, 

если: f (x) = se (x # 0). 
45. Вычислить вторую производную функции y (x), обратной для функции х = 

= (и), если: 
а) х=иу-|- 3; 6) x=y-+siny. 

46. Вычислить 4? (0) функции у = | x |* Г (x % 0) ии (0) = 0, 
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47. Найти у" (0), если: x= 2#—Й; у= (t— 1). 

48. Найти вторую производную Ys функции, заданной параметрически: 

[5 АХ 

В, t>1; 
> 1-:— В, > 1. 

49. Вычислить вторую производную функции и (x), заданной неявно уравнением 

sinxy=x-+y—— >), в точке r=. 

50. Найти [1 (х), если: 

Ра (9 = 21, (); 6) = =e = 10x”) 

51. Вмчислить y’ (0), если функция и (x) задана уравнением y® - хз 4-- x2 — y? = 
= Ои дважды непрерывно дифференцируема в окрестности точки х == 0. 

Найти у(50) (0), если: 

52. у == т х?. 63. у == 

у=3$— В. 

56. Проверить справедливость теоремы Ролля для функции 

-| V1—?, если |x| <1; 

"= —V4—(3—|x|)?, если 1<|х|<2. 

57. Пусть: 1) f (9 6 С®) (— со, 00); 2) для любых x и A выполняется тожде- 
ство 

(Е + В) — fF (*) Е ВР (x + 01); 
3) [’ (x) #0. 

1 
хх? 55. x= 2t— fA, 

Доказать, что: a) если 0 = 0 (х), то в=-5; 6) если |0’| <Ccon 0=0 (й), 

то lim@= — 
в->0 2 
58. Пусть 

а Ш 1 А 
НО” —x" = (x+ 6 (x)) п (x>0; п>|. 

Найти предельные значения 0 (x) при x > + 0 n - + 00. 
59. Пусть функиии Ри g дифференцируемы на сегменте [x,, х.], причем g (x) = 

#0, g’ (x) #0. Доказать, что 

| P(x) P()| 1 ]|$© =) 
8 (х.) — 8 (х1) 1 (%1) & (хз) 2’ (® 1$’ @® a’ I 

где х, <ё<х.. 
60. Показать, что производная функции 

3 
= 3 

#(х) = x? sin (= Inx), x = 0; 

0, х =0 

непрерывна при х > 0, однако функция — (x), удовлетворяющая соотношению f (x) == 
= р (Е (x)) x, 0 < ЕЁ (x) << x, является разрывной. 

61. Доказать, что если f’ (x) непрерывна и монотонна на сегменте [0, A], причем 
f (0) = 0, то функция Е (х) непрерывна на этом сегменте (см. пример 60). _ 
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62. Справедлива ли теорема Лагранжа для дифференцируемой на сегменте [а, 
6] функции f (x) =f, (x) + if, (x), ге = V — 1? 

. л 
Рассмотреть пример: f (x) = cosx- isin x на | 0, >= 

63. Показать, что функция Дирихле не является ни убывающей, HH возра- 
стающей. 

. Являются ли возрастающими на сегменте [1, 2] функции: 
ы y = [x]; 6) у = (х — 1) [x]; в) у = x, если x — рационально? 
65. Доказать, что сумма и произведение положительных функций, одна из кото- 

рых монотонно возрастает, а другая не убывает, есть функция монотонно возра- 
стающая. 

66. Доказать неравенства: 

2щ (1-х) _ 3x +2 

a) x (1 + x)? 

2 | 1 x+3 
6) ху в (1+) + ne (1-42) — x(x +1) > 0 при x> 0. 

Исследовать на монотонность следующие функции и (x): 
67. y = (2 + x) In(1 + x) — 2x. 

> 0 при х> 0; 

68. y= 
е* 1) 

x 4 
x” [x]! #2 

В 

69. х= sinf— t+ —- , y= 45 — 54+ 1, 

70. р=фЕФ (p>). 
Построить график этой функции. 

71. Пусть 

п п п 

A= > a, B= Уи, C= Dich, 
k=l k=l k=1 

E= У Ape, Е = х акбь, @ = > beers 
k=! k=l 

где а», bp, Cy — вещественные числа. 
Доказать, что 

АЕЕ 

Е В б|>0. 
EGC 

— 3 
72. Доказать, что x * < 1+ Va при l<x<e. 

73. Пусть f (x) дифференцируемя на [a, 6], f(a) =Ои существует такое вещест- 
венное число А, ый (x) | <A |f (x) | на [а, $ 

Доказать, что f (x) = 0 при всех хЕ [a, 5]. 
74. Исследовать на перегиб в нуле графиков следующих функций: 

1 5 . бу № cos — , xX # 0; 

0, х = 0; 0, х=0. 

Построить графики этих функций. 

1 3 sin —— : a) у | sin — ‚ x £0; 
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Исследовать направление выпуклости и определить точки перегиба графиков 
следующих функций y (x): 

75. х=Нафь y= — Get — ЗВ. 

+ ++ 76.x=(1+4)° ,y=(1+9 . 

1 л 

78. р = ф— g; ф > 0 (5, ф — полярные координаты). 
79. Исследовать направление выпуклости графика функции у (x), заданной на- 

явно уравнением 8 — у’ — Зх?у — 3y + 1 =0, в окрестности точки М (— 1, 0). 
80. Пусть f (x) — выпуклая снизу на интервале (a, 5) функция. Доказать, что 

p (abt hte) < Гу +, 
где а«х <х, <... < Xy, <0 (n > 2). 

Применяя теорему предыдущего примера, доказать неравенства: 

1 e 3 . 7 eee (27 — 1) 2 1 п 

81. 9——— — 

2.4 eoce оп—1 <( п + д.97 | (п 1, 2, ...). 

1 
82. Ух -х, ... Хи (аж + “++ Xn) (> 0; 1=1,2,..., п) 

(неравенство Коши). 
83. Возможно ли применение правила Лопиталя к раскрытию неопределенности 

в последовательностях? 
Применяя правило Лопиталя, найти: 

1 

2 1—e! (1 +x) * 
| где [.] — целая часть, 

8. an x 

sin (ctex— ов 
85. lim 

хо х {cosx—1-+ is 

! 25 . x 

88 tim | InVil +x -=| 

x*¥ __ (x—1)—! 

87. ны | . 

88. lim 

89. lim ; (=> 0). 

Пользуясь локальной формулой Тейлора, получить разложения по целым по- 
erage степеням х до членов наибольшего порядка включительно следующих 
ункций: 

90. нэ 
x6sin x = 0; 3 

x’ > 91. f (x) =е М. 

0, Х = 0, 
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Справедливо ли разложение: 
aa. БЫ Я 1 4 x8} x] 4 - lel + Le | 4-0 (x*")? 

' 2! 3! n 

и. = | x? x #0: 

0, х = 0 (до члена с х19). 

Справедливо ли разложение: 

1 —== 1 1 1 1 
яя te (=)? 

x2 

Tale (x #0) и f (0) =0. 

94. х=21— В, y= 3t—# (до члена с x3). 

95. x3 + y3 + ху—1=0 (до члена с 4х3). 
96. Пусть 

ГЕН =F (x) о +... + 
(0<0< 1), причем К” (x) » 0 и непрерывна. 

Доказать, что 

93. f (x) = 

рп (1 _ 0)” 

= firth (x + On) 

Пользуясь формулой Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа, полу- 
чить разложения по целым положительным степеням х до членов указанного поряд- 
ка включительно следующих функций: 

x3 

x", x0; 
97. f=" x=0 

до члена с x? (0O< x < 1). 
98. f (x) =sin|x|® (|x| < 1; до членов наибольшего порядка). Справедливо 

ли разложение: 
14 19 10n—6 sin|x P= |x| (#— 204 2 pet w+ 

__4)n cos & 10n +4 
+ (— 1) (n+ * (0<Е< 1) 

99. x4-+ y4-+ sin xy — 1 = 0 (до члена с х3 на сегменте | x | < |). 
Подобрать коэффициенты А, В, С таким образом, чтобы при x -> 0 справедливы 

были следующие асимптотические равенства с наиболее возможным их порядком точ- 
ности относительно х. Установить этот порядок. 

х-- Ахз 

1 -- Bx? 

_ х- Аж fon 
101. arcsinx = ГЕ Bx +- OF (x"). 

+- O* (x"). 100. arctg x = 

x-+- Ax? 

1 +- Bx 
102. In(l+ x) = + OF (x"). 

103. /1-x= ean + O* (x"). 

2 

104. (1+ x)*= ae ни + 0* (x"), 

105. Написать семь первых членов разложения по локальной формуле Маклоре- 
на функции y (x), если x = y + и. 
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106. Применяя формулу Тейлора, найти 

lim arcig | 30 sin (tg x) — tg (sin x) 

x0 xt 

Исследовать на экстремум следующие функции у = и (x): 

|x|, х= 0; 
107. а) т x=0; 

в) y= D(x) (функция Дирихле); 

х?, если x — рационально; 
г) у= 

6) у=|х|, если x #0; 

x4, если х — иррационально, 

1 ;— 
108. ye|x|"2{1—x] 2. 
109. y <= cos! x +- ch100 x, 

110. у=- (cos + | c08 #1). 

111. х= 3f— 8; y= 4t—# 0<:<1. 

112. р == (1-{ cos@) 6<+<-=). 

113. x3 + y® + x*y-+ 1 = 0. 

114. Можно ли утверждать, что если функция } (x), определенная в некоторой 
малой окрестности точки хх, слева OT этой точки возрастает, а справа от нее убывает, 
то в точке х, имеется максимум? 

Найти наименьшие и наибольшие значения следующих функций: 
п? 

115. f(x) = е * (уз + sin =| (x 5-0) на сегменте [— xt, я]. 

в я, sim 
116. f (x) = 0, х=Ёл (k= 0, +1, +2, ...) 

на сегменте | x | < 4л. 
Найти шЁ} (x) и sup f (x) следующих функций: 

x — 

117. f(x) =e 2 (42 + sing} (x4 =} вит] 1 

на интервале 0 < x < -+ 00. 
118. f(x) =|sinx —|x—a|| на интервале — | <х<1, 
Построить графики следующих функций: 
119. a) f (x) = sup {sinx, cosx, 8х}; 

6) f (x) = inf {sinx, cosx, tg x}. 

120. x= tcost, у = tsint, 2=. 

121. x==acost, y= acos2t, 2 == а с0$ 3. 
Найти геометрическое место точек, координаты которых удовлетворяют следую- 

щим уравнениям: 
122. (1 — 8 — |1 — x?[)?-+4+ уз =0. 

128. (2— x? —|1—x*|—|1—y|—|y|) (2— и — |1 — 2—1 —х1-— 1х1) =0. 
124. жур 9 — и Ы— |2 — у] — и 3] —1х|—|[5-=х| == 0. 
125. 2—y—|1—x—yl|—|14+%*%—y|—ly|=0. 
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Глава Ш 

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

$ 1. Простейшие неопределенные интегралы 

1°. Понятие неопределенного интеграла. 
Функция F (x) называется первообразной для функции] (x) на проме- 
жутке Х, если в Любой точке х промежутка Х функция F (x) дифферен- 
цируема и имеет производную Р° (x), равную f (x). 

Совокупность всех первообразных функций для данной функции 
f (x) на промежутке Х называется неопределенным интегралом от функ- 
ции f (x) (на этом промежутке) и обозначается символом Jf (x) ах. Ес- 
ли ЕР (x) — любая первообразная для функции } (x) на промежутке 
Х, то 

} ед ах = F(x) + С, 
где С — произвольная постоянная. 

>. Основные свойства неопределенного ин- 
теграла: 

а) а [ху dx] = f(x) ах, 

6) | d(x) =O(x) С; 
в) | Af(x)dx =A) f(x)dx (A =const, Аз 0); 

г) Sif) be de = | Гоа: | g(x) ae. 
‚ 3°. Таблица простейших интегралов: 

й yt! 

[. | Ах =—a7T te (n =& — 1). 

u.{-2 =In|x|+C (x 36 0). 
dx arctg x + С; ( dx i их 

И. ) 1 + x" ас. № я = na + 

dx arcsin x + С; № _ 

У. яя — x они +. у | Ve tl =In|x+ 

ИИС. 
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УП. { atdx = +0 (a>0, а==1); ещх =e  С. 

УШ. | sin xdx = — созх + С. IX. | cos xdx = sinx + С. 

Х. \ Bo =—etgr $C. XI. = =tgx+C. 
sin? cos? 

ХИП. \ sh хах =chx+C. XIII. \ =—cthx+C, 

dx 

ch? x 
XIV, | ch ade =shx4C. XV. | =thx+C. 

4°. Основные методы интегрирования. 
а) Метод введения нового аргумента. Если 

годах = F(x) + С, 

{ f(w) du = Е (и) + С, 
где и = @ (x). 

6) Метод разложения. Если 

f(x) = Вх) + fe), 
TO 

(годах = Aide + [а 
в) Метод подстановки. Если f (x) непрерывна, то, пола- 

гая 

x = @ (?), 

где ф (1) — непрерывная функция вместе со своей производной Фф’ (0, 
получим 

(годах =(Fe@ Mo (ae 
г) Метод интегрирования по частям. Если uu 

$ — некоторые дифференцируемые функции от х, TO 

| udo = uv — ( общ. 

Применяя таблицу простейших интегралов, найти следующие ин- 
тегралы: 

1. (VT —sin Qxde. 

Решение. Поскольку ИУ 1 —sin 2x = V (cos x — sin x)? = | cos x — 
— Япх| = (cos x — sin x) sgn (cos x — sinx),' To, пользуясь формулами 
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8 и9 таблицы интегралов, получаем 

sinx +cosx+Cp, a-—n<x < 

— (sin x + cos x) + Cj, > <х< 

Согласно определению первообразной равенство | [2 -- kn} — [ (= + 

+ kn — о} должно выполняться при каждом К = 0; =1, 2, ... 

_ х — > +- 1 

откуда находим С, = 2kV2+4+C, где k = = | ,» C=C). 

Следовательно, 

_ д Их 
I = (— 1)* (sin x + cos x) + 2#У2- С, =| т | 

2. Доказать, что если |; (x) dx = F(x) + С, то | f(ax +b) dx = 

= —F(ax+6)+C (@#0). 

Доказательство. Очевидно, 

f(ax +6) dx = 1 Fax +6) d (ax +6) (@ #0), 

поэтому, применяя метод введения нового аргумента, получаем 

1 
ах +6) dx = -— | Нах а(ах +) = | f(u) du — 

= —F (u) +C, где и = ах + 6. 

Найти интегралы: 

3. (УГ 3х. 
Решение. Пользуясь результатом примера 2, получаем 

| 
| V1 — зи = — + | (1 — 35) Fa (1 — 3x) = 

1(4\" + ! 3-7 —3— 
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4. \+! 2— a ° 

Решение. Аналогично предыдущему, 

a и 14+ V2. 

г = (4 1—( +C= 

ae" ae = =УЗ). 
ах 

>. ) У2— 38‘ 

Решение. Имеем при 1 У 2 

Wes 
=] 

= 75 arcsin (y= x] С. \ yas Гл 
ах 

6. \ 1+ sinx ° 

Решение. Очевидно, что 

л \ 

| ах | a(S —2) — 

1 + зтх +в (= — +] 

a( — = 

В lg) te om tam р х 
cos (=) 

Е =0, +1, +2, ..). 

хах 1. N=. 
Решение. Поскольку 

du | | (+) 
a+uz а + (=). 

TO 

dx 1 d (x? 

\ate oa) wiper orate S40. 
x8dx 

8. | xe — 2



Решение. Так как 

dx  _ 1 (x -++- a) — (x — а) _ 1 1 1 

а 22а (x + a) (x— а) dx “Qa = 

1 d(x — а 1 

| = ae па ии айс = 
1 х—а 
= ya +. С, 

TO 

зах _ _ 1 а (х*) _ ж— V2 8, 

9—2 4 J (4) — (Уз — 872 ву +c (72) 
ах 

9. | ху! ~ 

Решение. [Ipu x 40 

__ = a sgn xdx _ = «(т _ 

a дут "Уч Уч. 
поэтому 

г 

тяж =~ | 7 a) =- (1+ У1+)+с- 

+ (т 

= — in| tVE +, 

10. т 

Решение. Поскольку 

dx sgn xdx a(4) ( | 1) 
— x|> 1), 

xV x2— 1 eVYi-4 и :- (1) 

то 

1 

| ax -- | (aa) = —arc sin С 
хух —1 i \2 | x | 

И '- (=) 
11. _. 

(2 + 1)? 
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Решение. Используя то, что | х | = x sgn x, имеем 

( ах — ах — 

3 3 

+1? ав (144) 

_ 2 

ДНЯ 4+ 
1 

= Sen 2 (1 + 4) ‘+с- | х| еп x _ x 

V1++ +O = V1+ x +6 
12 | dx 

* JV¥x04+%) * 

Ре шение. Из условия следует, что x (1 + x) > 0. Имеем при 
х > 

Fes) -( 2 ( su _ 499 _ _ 
ry os Vit(x? 

=2in(Vx+VI+x)+C. 
Аналогично при x + 1<0 

\ en =}- SS =—2) vos _ 

> d(W—x— = 2 | j= - —2inV—x—1+V—w +e. 

Формально объединяя оба ответа, получаем 

=2sgnx-In(V[x|+V|[x+i)+C (x«<—1; х>0). | ах 

Ух (1 - x) 
, dx 

8 \ a 
Решение. Подынтегральная функция определена при 0 < х—< 

< 1. Имеем 

— 

| ах -| dx 

Vx(l—x) ИИ! — (Vx 
dVx . 2 \ — = агсзт Их +C. 

И 1 — (Ух 

14. ( —“__. 
ее 

Решение. Имеем 

Ах _ ( сах _ 4 (е”) — х 
J e+e =| er +I -) ett | arctg er + С. 
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15. | dx 
V 1 + ¢* ° 

Решение. Так как 

ах — ах — e*dx —__ 2") 

у! + ¢* eV ce * 41 И 4 1 ИЕ: 1 

TO 

4 (net Ve F EI tC 
J Vis г УЕ +! у 

16. ее In (In x) ° 

dx 
Решение. Принимая во внимание, что <a = din (In x), имеем 

при «> | 

ах _ Гаш(тх) _ 
\ те =| In (In x) =In|In(Inx)|+C. - In (In x) 

I7. | sin x + cos x dx. 

нА sin x — cos x 

Решение. Замечая, что (sinx + созх) 4х =d(sinx—cosx), по- 

лучаем при xe + kn (k=0,+1,+2,...) 

| 

34 (sin x — с0$ x) = 
| sin x + cos x 

5 dx = | (sin x —cos x) 
У sin x — cos x v 

2 

= (sinx—cosx)> += УГ яп + С. 

sin x cos xdx 

18. | V a sin? x + 6? cos? x ° 

Решение. Поскольку 

а (а? sin? x + b? cos? x) 
sin x cos xdx = 3 (a? — 6) ; 

TO 

sin x cos xdx __ | > 4 (a? sin? x +- 6? cos? x) 

| Уд? яп? х - 52 сх 2—0 | 2 У a? sin? x -+ 62 cos? x ~ 

гг V а? sin? x + b? cos?x + С, 

а? & b*, 

9. sin x 

\ V cos a 4х 
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Решение. Замечая, что 124% me — — 4 2008 _ 
У cos 2x V2V2cos?x—1 

ем при |x— kn ]<- (Е =0, +1, +2, ...) 

‚ получа- 

| sine Шо а (У2 cos x) 

У cos 2х V2) V(WV2cos x)? —1 

— У! In| V2 созх + Vcos 2x|+ С, 

20. | sh x 

V ch 2x Vat 4 

Решение. Очевидно, что 

вх 1 ( ая _ 
V ch 2x V2 Ух —1 

=z n(V2chx + V ch 2x) + С. 

dx 

21. \ career: 

Решение. Имеем 
1 

(x) = \ ree cotx 7D Va cle уз ca 

пл —=5<х<-- пл (п =0, £1, -2, ...). Из непрерывности пер- 

+ С» 

вообразной следует 1(=- +-nn—0) = 1 (5 + nx +0] (п =0, +1, 

2, ...); 

С, = Сын; Сын = SS 2V2 "“ —57 om V2 
пл 

Отсюда находим C, = уз -- С, C=C). Поскольку п<—5— 
лс =. < 

<n-+ 1, то "| ts |. Таким образом, 

tg x л 2x + 1 д . 
Vet a | ts |+ с xe 2 пт; 

(Ел) = lim 1, 
л 

x—> —` +пх 

I(x) = V3 —= arctg —— 

= 
sin x 

Решение. Имеем 
x 

dx dex _ dx dts > =аш = |, sinx = x x x = x 
2 sin > cos ~5- 2 tg —>- cos > > 
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поэтому 

аш |+ С, (x & kn) 

(Е =0, 1, 2, ...). 

as, [-& 
cos x ° 

Решение. Из предыдущего примера следует, что 

— lee аще 
sin 

. л 

(++) 
24. = sh x 

Решение. Преобразуя подынтегральное выражение, при 
х == 0 получаем 

| ах _ | dx _ 
shx — — 

2 sh > ch -^ 
2 

ея вп). 

-| dx (0G) = In| th - С. 
2th -— св? th 

25. | sh x ch xdx . 

Уз х- ch? x 

Решение. Имеем 

sh x ch xdx sh x ch xdx 

У sh* x + cht x 7 у ACEC Ш x)? 
2 

sh 2х4х sd (ch 2x) 
—_ 2 e 

о У ты x a 2V2V ch? 2x+1 

Тогда 
shxchxdx _ |1 d (ch 2x) 

Из хех 2V2 )Vch?2x+1 — 

1 
= In (ch 2x + Vch? 2x +1) +C= 

1 ch 2x а я 
уз п nl + VY cht x - sh*x) + С. 

dx 26. \ и. 
ch? ху th? x 

Решение. Очевидно, что 
2 

ах _ ~ 3 — 3 
)— —— =) th ха (thx) =3ythx+C (x0). 
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27. | Sth ds 
a+ I 

Решение. Имеем 

1 1 
1 +- —- «(= 

2 1 2 1 Si _ = x= ; г ‚ поэтому г a. dx = 

®- = (x—-+} + 2 

x? —] 
5 = arctg ——— 

я — 49 V2 ху? 

где F (x) € C(~co,--0). Полагая, что F(0) =0, из условия Р(— 0) = 

= — fF 0 = л . F(+ 0) (0) находим 3 (x) уе sen x 

( x?—] 
28. \ a7 4. 

Решение. Из равенства 

1 a(x+—] 
x2— 1 dx yh — х 
+l — 

eto (x+1)—2 
следует, что 

| 2—1 «= | 4(=+-—-) _ 

x 

и + У? сток ус 
2V2 c+ 1 yi 2V2 xP txV2+1 

29. | dx 
V1 +. хп 

= треш? +VitxrP|+C, вп=— 2, 

Если n = — 2, то ose dx = T= In|x| + С. 
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30. cos хах , 

(=> 

Решение. Имеем 

cosxdx _ 1 а(У2 эт x) __! ( 2 <: ) 
ли — У? \ fo? = V2 arcsin V g Six + С, 

sin x cos ar 

sin* x ++ cos 

Решение. После простых преобразований получаем 

| sinxcosxdx tg xdx -\ tgxd(tgx) _ 
sintx-+-costx  ) (1% х- 1) 0х J) tg#x+1 = 

| arctg (tg* Хх) С, хп, 

== | d tg” — | 

2) щих! +e, x = kn + 

39. и a 

Решение. После деления числителя и знаменателя Ha 4* имеем 

as dx = (+) a 4 a\($ | fatten fe pagel 
2 

3 x 

| (3) i | 3*— 2 
3 3 \* 2 (in 3 — In 2) 3* 4.9% 

zin | (>) +! 
33 | xdx 

ИУ + Ул м) 

Решение. Пользуясь тем, что xd =d(V 1+ x*), получаем 
’ Vi+x 

xdx _ xdx __ ( а 1-х 

У1-+2+-Уйая ЗИтУГЕЯУГЕЯ JVIFVIFe ̂ 

=? | ЧУ _9V14 Vice +C. 
И 1 УТ д 
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Применяя метод разложения, вычислить интегралы: 

34. | x (1 — x)" dx. 

Решение. Пользуясь очевидным тождеством х == | — (1 — X), 
получаем 

(т — x) dx = [а x) dex —[ 1 — de = 

=—Ja—s9eda—9+fa—s"aa—»= 
_ (l—x" — x)12 (1 
пов tC: 

x? d 
35. jaz pi x 

Решение. Разлагая x? по степеням | — х, имеем x? == (1 — 
— x)? —2(1— x) + 1. Поэтому 

de _( (Im x? 2 (I~ a) +1 
(1 — ее И и. _ х)100 

ая + азия = тент вая + 
36 dx 

| утру | 

Решение. Уничтожая иррациональность в знаменателе, полу- 
ЧИМ 

| ViFe—VeR1) - ах _ 

ЕТУ 7 
i i 

=| («+t 1)2d (x + 1) кп = 

= И -Уб-+С (> 1. 
37. (x V 2— 5хах. 

Решение. Так как х=— (2—5) + = , то 

3 1 

(x V2—Sxdx = — — | ((2— 5x)? — 2(2— 5x) 2] dx = 

1 

(2 — 5x) 7 —2(2— 5x) 27d (2— 5x) = 

2 a 4 3. 
= — — —— — 2 — 5-я (2— 5x)? —-(2—5x)? +C= 

8 +- 30 2 = Veber +C (x< +). 
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38. fs xde 
У!— 3х 

| 
Решение. Используя тождество х=— (1 — 3х) + 3, по- 

лучим 

dx 1 + -+ x 3 3 = —— | [(] — 3x) ~ —(1 — 3x Ах = = @—39°—(—89 91 
2 1 

азиз 4а-з)= 

1 = 
=e (1 — 3x) ° — 5 (1 — 3x)? ЕС = 

2 

=F I—3yF +0 (+. 
39. [8 / T+ wdc. 

Решение. Поскольку хх = 29а (1 + x?) => + x*)—1]x 

x d(1 + x*), то 
4 1 

{ey TF ade = Jt + —0 +) +4) = 
3 = 3 4 =a (+) —— (1+ м С, 

ах a0. | о 
Решение. Имеем 

1 _ 1 — (+2) —(—1) =+( 1 1 
ах (а 3-0 (x +2) $ \х—1 x+2)? 

следовательно, 

а 1 1 
— = Ш|х—1| —— In|x+ 2|+C= 

= 21+ С (x —2; 1), 

a | EES 
Решение. Интегрируя тождество ди ne. Ty = 

CF DOLD =say7 - я--= › Находим 

Е 5 = arctg x уз arctg уз -- С. 
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хах р 
Решение. Поскольку хах = 4 (x*) И 

1 __ 1 __ (2+ 2)—(2 +1) _ 1 ] 

аз -2 (+2) +2 ~~ Е +e 
то 

\ xdx  _ [ge d (x?) ~+|4% d(x) т xt 
аз 2) ЭГ eer = 5 Шао + С. 

73 (a 5). Е. 
2 

Решение. Пользуясь тождествами | = | (fo) — (x + 4) | , 
a—b 

! =| (x+ a) —(x+5) | - 
(x a)?(x+ 5)? = [(a—b)(x+a)(x+5) ] —- 

_ 1 | 1 2 | |= 
— Go |e @ЕЭС+ЕЫ № @ а] = 

И НИИ: ( lL 1 

(a — b)? (x ++ 5)? (a—b) \x+b х-+а + (а) |’ 

получаем 

dx amr [ae ar nl | 
(x-+- а)? (х- 5) (a—b)? x-+5 a—b х+-а| ха + 

_ a-+- b+ 2x ate 

+O= G@—oe@Fae+o)! @ z п +e 
Get as tab). 

44. | sin хах. 
Решение. Интегрируя тождество 

2 

sin’ x = (1-282) = — 08 2x + 4 cos? 2х = 

1 
= — 60525 + + | 60544 = 2 — 4 cos 2x + cos 4x, 

получаем 

( sint xdx = = — 7 sin 2х -+ 55 5 sin 4x + С. 

45. | ctg? хах. 

Решение. Поскольку сх = а — |, TO 

cr О 

| ctg? хах = j | 4х = —ctgx—x+C (х= м). 
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46. ев ках. 

Решение. Имеем | te xdx = | tg x(t —1)dx = 
$2 x 

= \ texd(tgx)— { Se = Ltt + in cos x | +С (хе ++ вл), 

47. | и. 
sin xX COS* X 

dx 
Решение. Пользуясь Tem, что \ say = | tg =. (см. пример 

22), получаем 

ах cos? x --- sin? x dx a Я dx = | + 
sin x cos? x sin x cos? x sin x 

+ | Ч sin xdx — пп [== 4 

Cos? x 

cos? x 
48. | т ах. 

Решение. Очевидно, что 

у 3 — sin? . : cos к = | | — sin? x d(sin x) = | d (sin x) _ 
sin x sin x SIn x 

— | sin xd (sin x) = In| sinx| — тах + С (х=2 Ru). 

49 \ dx 
sin* x ° 

Решение. Пользуясь равенством = — 4 (ctg x), находим 
я 

“= | d (ct t 1) d(ct sintx | sin? x (ctg x) = — | (ctg*x + 1) d(ctgx) = 

= — 5 ctg*x—ctgx +C (x 5 Ал). 

50. \ 7 
1 +e 

Решение. Так как 

ах _ 4(”) _ _(e*+1)—e* xy (1 
1 +- e* e* (1 + e*) ей (e* +- 1) d (e*) ( x Far) ee 

4) _{ 4) _,_ x я —#, = (40 © x—In(e*+1)+C. 

51. | chxch Зхах. 

Решение. Имеем 

| ch x ch 8xdx = —- | (ch 2x + ch 4x) dx = sh 2x + > ——sh4x - С. 
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ах 

52. | sh? x ch? x ° 

Решение. Пользуясь тождеством ch? х — sh? x = 1, получаем 

| ах и ах | ах _ 
sh?xch?x ~ J sh? xch?x ПУ хо) ch?x = 

=—cthx—thx+C (х=0). 

Применяя подходящие подстановки, найти следующие интегралы: 

53. | x9 (1 — 5x%)! dx. 
Решение. Полагая | — 5х? = р, находим xdx = —- 6-4 х3 (1 — 

— 5x?) dx = a (21 — 10) dt, следовательно, 

{29 (1 — 5x2)? dx = [= 

1 / да fil _ 1 + 55x2 
=a (4-4) +¢=- 6600 (1 — 5%)" НС. 

4. ха4х . 

4. | 
Решение, Положим V 2—x=t?, тогда dx = — 2dt u 

x2dx — __ __ о --2( _ 1 в 1. | С = jz 2( (4 At? +. t4) dt иен в) 4 

= — (32-4 8х — 3) V2—K4C (х< 2) 
xs 

55. | = dX. 

Решение. Полагая У | — х? = получаем 

2 1 |; a = — (1-28 + t)dt= — (1-8) +с-= 
1 — x? 

= — (8 + 4x74 3x4) VI-XF+C (|< 1. 
2 

56. [45 (2 — 5x9)? dx. 
Решение. Полагая 2 — 5х3 = В, получим 

2 
ээнани 1 

{ x8 (2— бах |2 
5 1 (2 ! 6 + 5x8 5. 

(ен) +0=- ооо (2— 5x4) С. 
57. | cos’ x У ‘$ хах. 

Решение. Положим sinx=?*, тогда cos хах = 2tdt; cos*x= 

= (1 —#Ё)? и 
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| cos’ ху sin xdx = 24 (1 — И = в = Sfp M4 C= 

“Faia x) Утес (их < (2k +1)a). 
58. \ sin x cos? x 

1 +- cos? x 
. dt 

Решение. Полагая 1 + cos? x = ¢, получим cos# sin Xdx = —-5- И 
2 

sin x cos® x 1 1—# 1 

\ 1 + cos? x dx = 4 \4ot a =+\(+—-1)a= 

“init Co Lint oot —-heoste 

59. | $118 x 
cos® zo 

Решение. Полагая tg x = t, находим 

{tide АНИ = £45£4C= 
cos& x 

= tg? (82 8х +4) +с lege $4 tn), 

60. | om 
x 

. 2 ее 

— ~~ 
Решение. Пустье ° = тогда = — 24 

o2 

— = 
dx ем _ _o (_tdt 

J x =| Se у 
+e е? (Ite *) 

BY
 

+In(1 +e2)+C. 

61 Saeed 
Vi+e* 

1 
Решение. Полагая { = ——, получаем 

е? 

ах dt —— 

J 1+ e* \ net VET i+ 

=x—2Qn(l+ ИУ! +С. 
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агсю Ух ах 62. | oe 
Решение. Положив ¢t = arctg Vx, имеем 

arctg Vx dx —9 \ tdt = Р + С = arctg? Vx -- С (x > 0). Ух 1-х 

dx 63. | ;. 

(1 — 22) ? 
Решение. Если положить x = sint, то dx = с0$ МЁ и при 

|х| < 1 
| dx = [зат и = tg¢+ С = tg(arcsin x) + C = С, 

Vi-—x 3 cos? ¢ 

(1 — 22) ? 
64 | x2dx 
‘у. ; 

Решение. Положим x = ae Тогда при |x|>V 2 

x*dx 2 2 /)2 —4 — (cos? ¢ 4- sin? #) = _! 24 
Vx — > | sar sin? 21 с033 ¢ $113 ¢ 7 (С 

нс LV FSE 4 le Их —2/ +. 

Решение. Полагая x = а sin ¢, получаем 

[уг — хх = а? ( cos? tdt = {1 + cos 2t) dt = a (1 4 5 sin 2) + 

те + aresin = 4 = x 5 Иа — С (|x| <a). 

66. \ Е 
Решение. Положив x = a tg & имеем 

cos К = = sint+ C= у + C, 
x | arm =a J 

a-+-x 
67. \ V dx. 

Решение. Пусть x = acos 2¢. Тогда | az am ~ = сё 

dx = —2asin 2tdt и = ая tdt = 

= —4 (= + sin 2t) + С =aaresin ——Va—x#+C 

([-а<х<а). 
880



x 
68. |; V = dx 

Решение. Полагая x = 2a $11? ¢t, получаем (см. пример 44) 

Уж 
. xX 3a 

= 3a? arcsin У - — t* Vx (Qa—x)+C 0< x< 2a). 

dx = ва? | sint ft = a? (3¢—2 sin 2 + + sin at) + C= 

dx 69. \ . 
V (x —a) (6 —x) 

Решение. Положив x — а = (b — а) sin® ¢, после простых пре- 
образований получаем 

) ps = 2 | at = 28 + С = Загс У 96-я = 2t-+ С = Z2arcsin 

70. | V@—a) (b—x)dx (b>a). 

Решение. Применяя подстановку предыдущего примера, полу- 
чаем 

\ V@—a) (b — x) dx = 2(b— а)? \ $112 6052 tdt = 

— г { (1 —cos 48) dt = Co (¢ — 4-sin at} +C= 

pao aresin | = 4 BOOT YE a)(b—x)+C 

a<x<by 

и 

71. | Уа? -{ хх. 

Решение. Полагая x = asht (dx = ach iédt), получим У а? + х* = 

= Иа? (1 + sh? В =acht, 

} Vat + ах = а? | сп == shot 4+ + С. 

г — 
е —е x 

Из равенства sht = = — находим, что ей = 
2 a 

Поскольку е >0, то t = In| x+ Va? + д? | — па. Очевидно, 

Хх Хх sh 2¢ = 2shécht = 258 ИТ = 2 Ут = 

2х >——5 
— 2 V a? + x? 

x+ Var + x8 
a 

поэтому окончательно получаем 

Из tax = 2 VPP A+ Sinlx + Ия + С. 
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х — ad 

72. | | ЕТУ а 

Решение. Подынтегральная функция определена при x < — а 
и при x >a. 

Пусть x > a. Тогда, полагая x — а = 2a sh? $ получаем 

Уж - 4a | sh® tdf = a sh 22 — 20 + С. 
_ — Е 

Учитывая, что ash 22 = Vx? — а; sht = — =~ = ; 

=In(Vx+a+V«—a)—InY 2a, окончательно получаем 

\V= dx = Ух? — а" — 2alnVxtat+Vx—a)+C. 

t == 

x-+-a 

Если x < — а, то, полагая x + а = — 2a sh? & имеем 

\V = dv = —4a\ sh* tdt = —ash2t + 2at + C= 

= —V x —a? + 2aln(V—x—a+V—x+a)4+C. 
dx 

V (+ а) (x + 5) 
Решение. Если x+a>0unx+60>0 (> а), то, полагая 

x + а = (6 — а) sh? &, получаем 

=a 2\ df= 24+ C= 2In(Vxra+ViFH+C. 

Если xe x +a<O0ux+60<0(b>a), то при хе = —(b—a) shit 
имеем 

x 
a 

\ poe = 2 t= -2t c= 

= —2In(V
—x—a+V—

x—bd+C.
 

74. \ V+ a) (x +8) dx. 
Решение. Предполагая, что b> a ux+a>0, x+6>0, поло- 

pao жим х а = (b — а) sh? ¢t. Torna V (x + a) (x + 5) dx = (ch 4¢ — 

—1)dtu 

Усть = eae ( ae +0. 

Поскольку 
t=In(Vxta+Vx+6)—InVb—a; 

Е Ver ae tO), 
окончательно имеем 

( V@ Fa) @ +b) dx = Е Vet aK th — 
—L=" in(Vx-Fa+Vx+5) +0. 
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Если xe x -+a<0,x+6<0 (65 > а), то, полагая x + = — © —ах 

x sh??, получим 

Уста =— 8—9 ( (chat—1)at= 
4 

р sap сы 

Уна ео + 9 ш(И2х—а+ 

+V—x—b)+C. 

Применяя метод интегрирования по частям, найти следующие ин- 
тегралы: 

75. } х? arccos xdx. 

Решение. еж = | кои (=) = © arceos x + 

3d 
+ — 7\ =" ~ arceos x — 3 | xd (VI=% = 

= © arceosx— <-YI— я ит | И 1— ха (*) = 

шк = arccos x — Vi —®—- Vil С (lx| <1). 

76, | 
csi . 1 . 

Решение. о dy \ arcsin xd(—L) = — — aresin x + 

dx 
+ es (x = 0; |x| <1). 

Последний интеграл вычисляется следующим образом: 

ах __ 

ху! — х? 

_ VG 

x 
= —In есь, ТУР В +C 

Окончательно имеем 

arcsin x arcsin x x ах = — 2 + In| 7 -|+C, |х1<1 



77. | arctg V хах. 

Решение. Интегрируя по частям, получаем 

{ arctg И зах = x arctg Vx — ren > dt = 
x 

1 
= хав УХ — | (-— Ta) ae 

= xarctg Их — Их | d 03 = xarctgVx—Vx + arctgVx+C 

(x > 0). 

Найти интегралы: 

78. ) (arcsin x)? dx. 

Решение. Интегрируя по частям, получаем 

| (arcsin x)? dx = x (arcsin x)? — \ Vi 2x : arcsin xdx = 

= x (arcsin х)? + 2 \ arcsin xd V 1 — x? = x (arcsin x)? + 

+2YV1— xarcsinx—2x4+C (\x|< 1). 

79 \ xin(x+ V1 +. x8) dx. 

Vi+ x 

Решение. ИРУ по частям: 

xIn(x+V 1+ x?) _ —_ — 
\ — dx = \in@@+VIF A) dVT PA) = 

Ут Ш (ху! +) («= УТ хп (х +V1+ x3) — 

—х- С. 
ах 80. | a. 

Решение. После очевидных преобразований, интегрируя по 
частям, получаем 

24. 2) — ха 1 

= = Cpa de = я arctg + яя aia 
1 

+= а (-=- a® +. x2 Jat arctg ~ + а-я) — 

| ах х 

—== | в — dat (a? + я) + pop arctg—= + С. 

81. Ум — wax, |x| <a 

Решение. Интегрируем по частям: 

(У а? — 4х = хИ а? — х2 + ax = зв



=xVai—?+ (x2 — a8) + a? dx =xVae—x?— 
V a? — x? 

_ \ У а? — х?ах + а? arcsin —- + С. 

Решая это равенство относительно | У а* — x*dx, получаем 

—_— — 2 

| Иа? — хЗах = И — +> arcsin — +C (a0). 

82. | х? У а? + х?ах. 
Решение. Имеем 

3 3 
\ x Иа? + х?ах = \ xd + (a? + ay? = = (a? +- x?) 2 — 

3 

~4\@+ VF FH + ет 
~# ly а? +. x27dx + С. 

Вычисляя последний интеграл 

\Va + dx = xVar+ a (= = dx = 

= хИа? -- a | a dx=xVae+x?— 

—|\VaF Fade + a In Хх Vai + *|-+С; 

| Va? + вах = Имя 9 шк t+ Ия ж| + С, 

окончательно получаем 

Иа + хах = Е VETS — In| x + Иа? х? | + С. 

83. | хзш И xdx. 

Решение. Замечая, что хах =2 (И x)? а (V x), и интегрируя по 
частям, получаем 

\ хэш И хах = 2 ) (Их sin Vxd (Vx) = —2\ (V x)8 d (cos V x) = 

= — Их со Их + 6 { хсоз И ха (Их = —2V 8 cosV x + 

+6 \ xd (sin Vx) = — 2V 8 cos Vx + 6x sin Vx — 

~12) VxsinVxd (Vx) = —2V 8 cosV x + 6x sin Vx + 

+ 12 Vxd (cos Vx) = —2V 8 cos Vx + 6x sin Vix + 

+ 12VYxcosV x—12sinVx + C =2Yx(6—x) со Их 

+6(x—2)sin Vx+C (x>0). 
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arctg x 

84.1 = | — dx, 
(1 + x2) ? 

Решение. Интегрируем по частям: 

|= zeatcte x dx = | yearcte х | earctg x 

— = — ———_ Ах 
Vi-+ У 1+ + V (1+ хз 

(1 + x*) 7 
x parctg x ) d (earcte x) xeatcte x earcte x | хе2тсе х 

Vite УИ Vite угря _ x“ 
(1 + 2) * 

— retg x откуда | = Е = е* -- С. 

85. [1 = | sin (In x) dx, I, = | cos (In x) dx. 

Решение. Имеем 

Г. = | sin (In x) dx = x sin (In x) — | cos (In x) dx; 

Г. = | cos (In x) dx = x cos (In x) + | sin (In x) dx, 

откуда 

Г. = = [sin (In x) — cos (In x)] + С; 

I, = + [sin (In x) + cos(Inx)]}+C (x>0). 

86. 1, = | e%* cos bxdx, I, = | e%* sin бхах. 
Решение. Очевидно, 

П = — | cos bxd (e**) = = e2* cos bx +- 

+ =z { ea sin bxdx = a еа* cos bx + —- Ia; 

I,=— — | sin bxd (e2*) = — — e** sin bx — 

b 1 . b 
—— | еах cos bxdx = —-e™ sin bx — — I,, 

a a a 

ей* (a cos bx -+- b sin bx) 
1 1 — 0 + 62 + С; 

l= e** (а ee = cos bx) + С. 
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87. { e** sin? xdx. 

Решение. Используя предыдущий пример, получаем 

. 1 1 2x 2 — __. 2х _ 2х — \е sin* xdx = 5 (e dx 5 {e cos 2xdx 

= + е?х — > e** (sin 2x + cos 2x) + С. 

x 

88. \ те, 
е 

ах Решение. Пользуясь тем, что —— = — 4 (е ”), имеем 
е 

\ arctg eT dy = — | arctg е*4 (е`^) = —6 * arctge” + 
e* 

4) р : f(4- e x 
+ | FP e arctge” + x: ищи d(e’) 

= —e~* arctge* + x ——In (1 +e") + С. 

89. | In (sin x) dx. 
sin? x 

Решение. Интегрируя по частям, получаем 

| In(sinx) 4. \ In (sin x) 4 (ctg x) = — ctg x In (sin x) + 
sin? x 

+ \ ctg* xdx. 

Пользуясь примером 45, получаем 

| 1 — —ctgx[In (п х) + 1]—x+C 
sin? x 

(Qean<x<cn-+ Ел). 

Нахождение следующих интегралов основано на приведении квад- 
ратного трехчлена к каноническому виду и применении формул; 

4 1 
1. | эти = —arctg—+C (a0). 

dx _ 1 x-+a 
п. | a x == а—х + С. 

d. 1 
I]. | aa = Inja@tx*|+C. 

dx (ох 

d И 
V. \ ЕН = Ш |х-+- Ум =а?|--С (@>0). 
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хах _—____ 
УТ. | Vern = + Иа + x2 + С. 

УП. | Иа? — х2ах = > ~Var—~@4 4 > * arcsin -® = + С (a>0). 

VIII. (yee Aue Тура изу с 

Найти интегралы: 

90. ит. 

Решение. Имеем 

(»-—] 

1 1 x— 1 

ит i к-т) т = 4=" +e 
9 

Вы x>1). 

Г хах 

91 ет. 
Решение. Очевидно, 

\ xdx 1 \ 4 (2—1) _ 

2—1 J (x? — 1)? —2 

| 2—1—У2 = 
= — | = , aaa + ¢ (x AtYV14V2) 

| x+1 92. | wey 4х 
Решение. Пользуясь методом разложения, получаем 

| | 
x («+ 9 и 2 | 

dx = ах - = = 
e+ xt | 2 2 

2x -+- 1 

Уз 
-- С. = In(?+x+1)+ TF arctg 

xdx 

93. \ х? — 2х са 1 ° 

Решение. После очевидных преобразований получаем 

\ xdx __ | (x—cos a) + cosa dx = 

x*—2xcosa+tl | (x—cosa)?+ sinta x= 

1 — 
= — № (x* — 2xcosa + 1) + сва - arctg а +C 

(а=Е Ал, R=0, +1, +2, ...). 
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x5dx 
94. | 5 

— х3 — 

Решение.  Дйствуя по аналогии с предыдущим, имеем 

—~t), 1 (Stee 4) ee ale) 
2 4 

| 1 3—2 реф 2 | +С= 
3 -4- 

= а {9 -1|. [8—2] С (х==—1, хэУ2). 

dx 

95. 1=| 3 sin? x — 8 sin x cos х- 5sin® x ° 

Решение. Пользуясь равенством ах = d(tg x), получаем 

_ 1 d (tg x) _ 1 3 sin x — 5cos x 
= | 4\2 | =z hn sin x — cos x С (4) 

(= =. +. kn, x агс в > + вт > 

dx 

96. 1 = ) зшх- 2cosx-+3 ° 
Решение. Имеем 

I(x) = | ах — 

-® cos -* 2 2 sin 5 cos о + 1-++ cos 5 +3 

STS (3) eat! = arctg +C,, 
tg > + iy +4 2 

Q2nn — < m+ Qn. 

Из непрерывности первообразной следует 

I(x + 2nn — 0) = I (n+ Qnn + 0) (n=0, +1, +2, ...); 

—- + С, = —- + Сын, Catt =n+C,,. 

Откуда находим C, = mn + С, где С = С, — произвольная постоян- 
ная. Поскольку Зил’ — л<хж<л + 2пл, т. е. 

п< ПЕ <n+1, то n=| sta 

Таким образом, 

1 
I (x) = аг р 4-5 |+-С (x 4 + 217), 

I(n+ 2nn)= lim I(x) (п=0, +1, +2, ...). 
. х-л-2пл 
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97. Доказать, что если y = ах + bx + с (a 0), то 

72 — 73 in(- +Vay) + С при а>0 

ах 1 . — и’ 
( r= ас ate НС при a< 0. 

Доказательство. При а >> 0 имеем 

dx V adx ‘(ert 3 2} 

Vy 7 Уват 5 ут } V ( (ax + ) 4 soc? = 

аира нь. Va 
= —_ In| ay =e in| + +И4 |+ С. 

Пусть a <0 u 6? — 4ac >> 0; тогда Vax* + bx +c = 

_ 1 —4ac В b?—4o0c | —y' \2 
- Poa 4 ( 2) Yra 4 ( 2 }. 

Следовательно, 

(-$) 1 . —и 
= = ——— arcsin +C 

У У = ( и у’ \2 V—a Ув — 4a V>-(4) 
98. ; 
== 

Решение. Очевидно, 

1 

cde (sy) a 1 dx 
V5+x—x V5+x—x 2 21 —(2— Ly 

4 2. 
откуда 

xdx — —> 1 . 2X—1 
Vs V54+«e—x2+ 5 arcsin Vat +C 

1—V2!I 21 
( y <х< "НУ. 

x3 9. | 

Решение. Имеем при |х | > Ут + 72 
x8dx x?d (x?) 

уе 2-4 
(x? — 1) d (x* — 1) 1 d(#—1) 

2—1 4 2 Ум— 1—4’ 
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у 2 2 

р Им — 2—1 + С. 
00. ~ . 
00 ЕН 
Решение. —Подынтегральная функция  вещественна при 

[х+1|> И6. Таким образом, 

\ dx =| dx 

(x + 2)? Vx? + 9x —5 (x 2)? | x42] Vi- —_ = 

=; тогда ry =tsgn (x + 2); Пусть 
1 

|x u 2 | 

dx dt 

dt — a, sen 2), Gor = ты D 
Применяя результаты примера 97, получим 

ах tdt 
— 2 = 

(x + 2)2Y x? + 2x—5 sgn +r ) | V 1 — 2¢ sgn (x + 2) — 52 

_sgn (x + 2) | — 101 — 2 sgn (x -++ 2) 4 

5 2V 1 — 2t sgn (x + 2) — 58 

1. dt _ sgn (x + 2) — = + ЕЕ = VT — 2t sgn (x + 2)— 58+ 

| - 10f-+-2sgn(x+ 2) sgn (x +- 2) 25 

+ yg asin ЕРЕВАН У: + 

= son (x + 2) df. 

5 
|x -+-2 ' | + sgn|x-+ 2| 

5V5 V6 

— Ух - 2—5 4 1 x-+7 +. С. 

+C= arcsin + 

B(x +9) ye US Te] 
1 их — sade, 

Решение. Имеем при — 1<х<2 

тут («—-) 4 (х— +| = 

= Иа > arcsin -2% 5 =! + С. 
102. ee dx 

| ху ° 

r—+l<, x == 0 имеем Решение. При 

— |1 —х- +? —_ Xx x— 1 

i= | xVl+x—x r= | xVIi+tx—x? + | SS 
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В первом интеграле положим sr =f, Получим 

dx __ dt _ 

\ See V+ tsgnx—1 

Второй интеграл вычисляется непосредственно: 

i 

&— пах _ _( (Ox de _ 1 «(:--) __ 
ИТ о у 1-Е х— x? > | 5 1 \2 ут-Р 

| . 2Xx—!1 
= Ут; — > aresin = 

Окончательно имеем 

| =—In| ЕЕ ^УгЕЕЕИ 

1 
— — arcsin “A 4. 

103. \ eth dx. 

Решение. При х 52 0 имеем 

= a(x—+} 

Waa lye 
= ane-tn|e— 1 Wore | yc 

eoltVAFIl I, 

\ el dx = sgnx Vel = dx = sgn x 

= senx - In 

$ 2. Интегрирование рациональных функций 

Применяя метод неопределенных коэффициентов, вычислить сле 
дующие интегралы: 

104. | = т! ay. 
— 5x? + 6x 

Решение. Имеем 

+1  _ (3—5 + 6х) + 5 — 6x1 _ 
x8 — бб = a Set be 

5x? — 6x + 1 

=> в = 1+ Ну: 

Неизвестные A. В и С определяются из тождества 

5x? — 6x + 1 =А(х— 2) (x — 3) + Bx (x — 3) + Cx (x — 2). 
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| 
Пусть x = 0; тогда 1 = 6A, откуда А = —-. При x = 2 получаем 9 = 

= — 2B, откуда В = — 2. Наконец, полагая x = 3, находим С = 

28 
aS, 

Подставляя найденные коэффициенты в разложение и интегрируя, 
окончательно имеем 

x? | 1 9 28 

\ SETS dx =x +-——In|x|—-> In| x—2|+—-In|x—3]+ 

+C (x £0; 2; 3). 

ха 
105. \ aera ae 

Решение. Выделяя целую часть, получим 

x4 =] 5х2 +. 4 

28 -- 5x? +4 жа. 

Учитывая, что x* - 5х8 -{ 4 = (x? + 1) (x? + 4), для второго сла- 
гаемого получаем разложение 

—58—4 _ МВ | Cxt+D 
2% -- 52-4 2-1 х--4. 

Приводя к общему знаменателю, получим равенство числителей: 

— 5х2 — 4 = (Ax + В) (x* + 4) + (Cx + D) (x? + 1). 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях X, получаем 

хз 0= АС; 

| —5= В+); 

х 0=4А-+ С; 

х| —4=4В--Ш. 

Отсюда находим А = С == 0; В = <; О = — = . Подставляя найден- 

ные коэффициенты в разложение и интегрируя его, получаем 

| дах 
| даа” = xX + — = arctg x — в arctg = > + С. 

хах 108. =. 
Решение. Знаменатель имеет корни X12 = 1, x = — 2. Соглас- 

но общей теории имеем 

ие - A\ (x — =a +B\ 4 +4. 

Дифференцируя и приводя к общему знаменателю, получаем ра- 
венство числителей: 

х=А(х +2)4+ Be— 1) (x +2) +C(x— 1). 
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Полагая последовательно х равным 1, —2 и 0, для определения 
коэффициентов получаем систему: 

| =ЗА; —2=9C; 0=2А—2В-+ С. 

Отсюда A=; B=; C=—+. 
Таким образом, 

\ ee 2 iy nxt С= x8—3x+2 ~~ 3(x—1) * 9° 9 
1 2 

3—1 +7 In 

dx 

107. | РИО‘ 
Решение. Имеем 

1 А В С р 

СРП: > УГ Га Теа ТЕ + 
Е Е 

+ (x +- 3)? + x+3 ” 
откуда 
= A(x + 2)* (x + 3)? + B(x + 1) +3)? + C(x +1) (x4 3+2) + 

+D(x+ W(x 2) +E (e+ 1) (x +22 «+ 39) + 
4 F (x +1) (x +2) (x + 3), 

| 
Полагая последовательно x = — 1, — 2, — 3, находим A = >=: B= 

=—1;D= ——>. Приравнивая коэффициенты при 42°, № и №, 

получим систему для определения остальных коэффициентов: 

0=—=A+C-+F; 

0 = 18A+B+4+12C+E+11F; 

0 = 674 + 10B+ 56С + D+ 8E + 47F. 

Из первого уравнения находим F == — С — =. Подставляя F во вто- 

3 
poe и третье уравнения, получаем C+ Е = TT 9C + 8E = 8. 

5 17 
Решая полученную систему, находим С == 2; Е == — <; Е = — zz: 

Итак, искомый интеграл 

ах 1 ] 

cthatpapa =e Ш Иа + 2х 21+ 

1 | 5 17 9х3 -- 50x + 68 
+ (x + 3)? + 4(ix+3) 8 In|x+3|+C = 4 (x-+ 2) (x + 3)? + 

6 

ee +C (xe —3; —2; —1). += 

394



ах 
108. ) (x? — 4х 4) (x? — 444-5) ° 
Решение. Разлагая на простейшие дроби подынтегральную 

функцию 
1 [(x — 2)? + 1] —(x—2)? _ 
а 5) (x — 272x227 + 1 

1 1 . 

"2 (x— 2? +1 
и интегрируя, получаем 

а 

aE ED Е5 = — +, — асе (x —2) + C (x = 2). 

dx 
109. ) x(I-+x) (1+ x+ x2) ° 

Решение. Согласно общей теории имеем 

ах dx Cx-+D_ 

\ oo д} -* +8 т Тя + +} Гея 4%, 
откуда 

1=А(1 + 2) (1-х + 49) + Вх (1 + х+ 49) + (С++ 5) «+ 2). 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получаем 

систему для определения неизвестных Д, В, Сир: 

Y10=2A+B4+D+0C; 

x |0=2A+B+D; 

x°| | = A, 

решая которую; находим A = 1; В = — 1; С = 0; D — |; 

dx —— = —* | 2) 1 + 2x 

\ ат = In|=;—, 3 arctg уз +C 

(x1; x34 0) 
1 

ах «(+ __2 e+ I 
польку ея = |r, ^ ББ 

2 4 

ах 
110. г. 

Решение. Так как хз -- 1 = (x + 1) (x? —х- 1), то 

Е SaT = ЕЕ яхта 

Аналогично предыдущему примеру получаем систему: 

х2 |0 = A+ B; 

х |0 = — АВС; 

№1 = АС. 
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1 1 2 
Отсюда А=--, В=—-, C=. 

Таким образом, при x == — | 

ах 1 1 х—2 

{ x3 +. 1 уши | х8—х-- 1 dx = 

(2-1) ae 
=a nlx +1|—z| и! + — air тт =z 

—2) 
] НН т -+C= 

_ 1 (x -+ 1 2x —1 
=—In aya tH arctg 7a + C. 

xdx 

Решение. Имеем 

\# xdx 24| + Bx+-C 

х— яхт 4 x, 

откуда получаем PAW! tet 1) О (x — 1); 

x*|O=A-+B; ' 
e 1 e —- xj/l=A— BC; A=; В=—-; С=-=. 

х 10 =А.— С. 

Следовательно, 

xdx 1 1 х—1 

ши J ж--х--1 dx = 
л Qn +1 

= «ФП In| x Иуда С 

1 — 1)? 1 2 1 

dx 
12. | 

Решение. Разложение легко получить с помощью элементар. 
ного преобразования 

1 (x? ++ 1) — (9—1 1 1 
т оо 2(@—1) Е)’, 

ах 1 х— 1 

и. | x+1 

из. ет. 

Решение. Поскольку 

O41 = (8 1) — et me (+ хи +110 —хИ И, 
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то разложение подынтегральной функции на простые дроби ищем в 
виде 

1 — Ах - В Cx + D 

x4+ 1 x2t+.xVY2+1 жж xY2+1— 

Из тождества 

1 = (Ах + В) (x? —xV2+ 1) + (Cx + D) (x? +4V 24 1) 
получаем систему уравнений: 

ы 0 = А- С; 

710 =—V2A4+B4+V2C4D; 
х |O=A—V2B+C+4+V2D; 
411 =B+D. 

1. р 
Отсюда A=—C=— es; B=D 5. 

Следовательно, 

dx _ 1 х-+ Уз __ 1 3 x—V2 _ 
oe as | + xf 2+ 1 ax 2V2d 2—xY2+1 dx 

1 +5 aes dx № 
~ 292 \ e+ xVo+i i 1 

(2+ i y+ 
, 2 

| 2 | ах 
i” ye) e—xVY2+1 dx + (x— И 1. 

5) + 

| ot ХУ 1 = Зуд И + yi farctg (xV2 +1) + 

+ arctg (x V2 — 11+ С. 
Учитывая формулы сложения для арктангенсов (cm. пример 370), 

окончательно получаем 

_ dx 1 e+ xV2+1 1 

10) = \ saat = ays и хубьь * 2,8 

где 

0, если |x| =1; 

—I1, ели х<— 1; 

1(1) = lim I(x); I(— 1) = lim 7. 

+1, ели х> Г; vs 
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114. i у 

Решение. Так как 4+ 2+] = (x?+ 1)? — 2 =(x? —x+ 

+ 1)(x?-+%*-+ 1), то разложение ищем в виде 

1 _  Ax+B Cx -+D 

xotext?@ty x8? txt + xe—x+t] ° 
Из равенства 

1 == (Ах + B)(P—x НП (С-В е-+х+1) 

получаем систему: 
х310=А-С; 

х2|0= — А-В-+С-Р: 

х /0=—=A—B+C-+D; 

|| = B+ D. 

1 
Отсюда А = B=—C=D= >: 

Таким образом, 

| es =+) es dx— | 7 dx = 

= In a ++ TE (aretg Te + arctg A) +6. 

Заметим, что (см. пример 370) 

arctg ———— и + arctg ——— ce = arctg УЗ +. me (x), 

где функция e (x) определена в предыдущем примере, а значения apK- 
тангенса в правой части в точках х = = | равны предельным зна- 
чениям в этих точках. 

Окончательно имеем 
\ ах _ 1 x eter 
pep. 4 Пт Vi 

v5 

arctg Ve + 

ZEW + С. 

ах 

Решение. Сначала преобразуем подынтегральную функцию 

1 <= (x4+I+(l—x4)  x4+1 1 — x4 

х6-- 1 2 (x8 -- 1) ~ “20+ 1) + 2(xe+1) — 

(Aft )+4 | a+ 2) _ 
~ 208+ 1 (И 2(x4— 2-1) — 

1 х _ x? — 1 
= IG) + a+) 59—41 
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Первые два слагаемых легко интегрируются, поэтому найдем раз- 
ложение на простые дроби только последнего слагаемого. Имеем 

—#tl МВ СР 
2 (x4 — x? + 1) at V3x+1 хз — УЗх--1 ' 

— 34 (Art В) (*—У3х + 1 + (Cx + D) +УЗх+ 1; 
310 = А--С; 

*|—- =—V3A4B+4V3C+D, 

x|0=A—V3B4+C+YV3D; 

x? + =B+D. 

Lo. pepe 
Отсюда А=—С=-уж; B= D=-_, поэтому 

x-+ УЗ 
1 — 1 4 x3 4 1 2 _ 

x6 +. 1 2 (x? + 1) 2 (x8 +- 1) 2V3 2+ V3x+1 

Ш Уз 

— 1 2 e 

2У3 2—YV3x+1 
Интегрируя это равенство, получаем 

а 1 1 1 2 3 1 
я т = -> aretg x +e aretg x8 + Wa In on С. 

ах 

116. р ° 

Решение. Tak kak x®8—x*+ —x2?4 ¢—J] = x8 (x—1) + 

НН (ПП =“ ПП) = &—))(?+%4 1) x 

х (x?—x-+ 1), то разложение подынтегральной функции на про- 

стые дроби имеет вид 

1 _ A Bx+-C Dx+E 

x8 — x4 + x38 — x21 x—1 7” x—1 + ж--х-1 + х%—х--1 ° 

Из тождества 

1 se A (x* + x? + 1) + (Be + C) (x — 1)? — x4 1) 4 (Dx + В (®Ы—1 
получаем систему 

“IO=A+B+4D; 

х3|0 = —2В+ЕС-Е; 

210 = A+ 2B—2C; 
x |0=—B+2C—D; 

|1=A—C—B, 
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решая которую, находим 

1 Е=—-. | > А=—В=-; с=—-; р 

Таким образом, 

ах __ | 1 3 

а ae 
! ox—1 ! (x— 1)? 

—_ = In УЗ arctg УЗ +C 7 Ned 

| 2х — | 
— уз arete УЗ +C (x = 1) 

2 

117. При каком условии интеграл | 8—0 dx представляет 

рациональную функцию? 
Решение. Интеграл представляет рациональную функцию, ес- 

ли в разложении 

ax* +- bx -+¢ F 

x3 (x — 1)? — + Tr a+ = +- are У х— | 

коэффициенты Д и F равны нулю.  Предполаная последнее, имеем 

ах? + bx + c= A(x? — 2х + 1) + B(x? — 2x? + x) + Ex’. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получаем си- 
стему: 

ж|0=В-+Е; 

x?|a = A— 2B; 

x |b=—2A-+8B; 

XPIC=A. 

Исключая из этой системы неизвестные A, В и Е, находим требуе- 
мое условие: 

a-+2b+ 3c = 0. 

Применяя метод Остроградского, найти интегралы: 

118. == ра eS, ° 

Решение. Согласно общей теории имеем 

хах _ Аз Bx +C 4. Е 

@@— 1+ 13 (—1)@+ IP =I x+T' 
Дифференцируя обе части равенства, находим 

х __ (>? — 1) (2Ах + В) — (3х — 1) (Ах? + Вх + С) 

(c<— 1 @— О 1p + 
D E 

У РУ ° 
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Приводя к общему знаменателю и приравнивая числители, получим 

(== — Ax’ + (A — 2B) x? + (— 2A + B—30)x4+C—B+ 

+ D(x — 1) (x3 + 3x? + 3x + 1) + E (x4 — 2x? + |. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих 
частях этого тождества 

“|0O=D-+E; 

10 = — А+ 2D: 
x?10 = A— 2B — 2E: 

x |l=—2A+ B—3C—2D; 
xY10=C—B—D+E 

и решая эту систему, находим 

1 1 1 A=Ba—+,C=—+, ЕЕ. 
Следовательно, 

xdx x?+-x+2 1 x+1 

has) += BED Dat +6 | |+ с (x + 1). 

19. | te - 
Решение. Имеем 

\ 4 _ Axt-+ Be +C p\ -# + | Ex+F 
apr = x34. | + x-+1 x?—x+ 1 

Дифференцируя и приводя к общему знаменателю, получаем TOX- 
дество 

== — Ах4— 2Вх3 — ЗС? + 2Ах 4+ ВО (58 — x8 4+ B84 P— x +I +H 

+ (Ex + Б) (xt + x? ++ 1), 

откуда 

№|0= р-р; 

м№10=—А—Р-Е-Е; 

х3|10= —2B+D-+F; 

х2 |0 = —3ЗС-+-О-+Е; 

x |0=2A—D+E-+F; 

|1 =В-+ р- РЕ; 

2 ® pel. ЩЕ — 4 A=C=0; B=+; D=—E=+; F= “9 ° 

Таким образом, 

x 2 2 x—2 

— Зе) Е: и ах = 

— i (x + 1)? 
Е Но Nayar t 

= wr 1)? 

= arctg 221 + С (x-~—1). Vi 
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x2dx 

120. | arco - 
Решение. Имеем 

\ x2dx _ Ах В | Сх-- р 
(x? + 2x4-2)? 2х2 + Lote 4 

откуда после дифференцирования и сведения к общему < знаменателю 
получаем тождество 

x? == А (x? + 2х + 2) — (Ах + В) (2х + 2) + (Cx + р) (x? + 2x +2). 

Для определения неизвестных получаем систему: 
х3|0 = С; 

|1 =— АС; 

x |}O=—2B+ 2C + 2D; 

x°|0 = 2A— 2B -+ 2D; 
решая которую, находим 

А=0; B=1; С=0; D=l1, 
так что 

d ! 
} Е jt — poe! + arctg (x + 1)+C. 

121. Е 

Решение. Имеем 
dx ss Ax Ва --Сх-+р пенек Gere d 

(AFI? — e+ т Ol ^, 
откуда 

1 == (3Ax? + 2Вх + С) (x4 + 1) — 43 (Ax? + Bx? + Cx + D) + 

++ (x4 + 1) (Ex? + Fx? + Gx + A); 
x |0O=E; ж|0= — 4) -+ Б, 

х410=— АР; х|0=ЗА-Ё; 

10 = — 2В + С; х |0 =2В-- С; 

210 = —ЗС-+-Н; ж№|1=С- НА. 

Решая систему, получаем 

Следовательно, 
ах = x 4 3 | x 

(AFD? — 48+) 4 ) x81 

Пользуясь: результатами примера 113, окончательно находим 

х 3 2+ xVY2+1 

\ awe 40-1 + 16V2 In хз —ху2--1 v 

3 V2 _Зле (x) 

где г (x) — то же, что и в примере 113. 
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122. \ ap . 
Решение. Применяя метод Остроградского, интеграл предста- 

BHM в виде 

\ dx Ax? + Bx8 +. СХ + Оха + Ехз + Ех + Gx +H 
а = ба— 1} + 

4 (Ket bet + Me +N 
#—1 

Дифференцируя и приводя к общему знаменателю, получаем тож- 
дество 

1 == (х* — 1) (7Ax® + 6Вх + 5Cx4 + 4) хз + ЗЕх? + 2Fx + б) — 

— 8x3 (Ax? + Вх + Cx® + Dod + Еж + Fx? - Gx +H) + 

+. (x8 — 2x4 + 1) (Kx8 + Lx? + Mx 4+- М). 

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих ча- 
стях равенства, имеем 

dx. 

хи 0 =К; x 0 = —6B— 6F — 2M: 

х010 = — АД; ж%10= — 5C — 7G — 2N; 
© |0=—2B4M: хз | 0 = —4D— 8H + К; 
х8 10=—3C+N; х2|10 = —ЗЕ- Г; 

x’ |0= —4D — 2K; x |O0=—2F4+-M; 

х6 |0 = — 7A — ПЕ 2L; №11 =—G-+N. 

Решая систему, получаем 

7 11 

21 

М = 2 
Таким образом, 

| dx _ 7%— 11x 4 21 dx 
(x8 —1)8 32(4— 1)? 32 J @—1* 

Используя решение примера 112, окончательно получаем 

ах 7x5 — 11х 21 

| ат = Baer + oe № 

Выделить алгебраическую часть следующих интегралов: 

x? 4-1 
123. | я dx. 

x— 1 

x+1 

21 
|— 21 arctg x + С. 

++ Ip 
Решение. Имеем 

х--1 dx = Ax +- Bx? +- Cx + р + | Ex8 + Fx8t+Gx+H d 
ба 1)? atest эре! xs 
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откуда получаем тождество 

xP De (4 + x? + 1) (Зах + 2Вх + С) — (423 + 2» (Ax8 + Bx? 4- 

+ Cx + D) + (x* + x? + 1) (Ex8 + Fx? + Gx + A). 

Из системы уравнений 

x’ |O=E; х3|10 = —4D+G+E; 

x10 =— A+ Е; x711=3A—C+H-+G; 

2/0=—2B4+G+E; x |0=2B—2D44; 
MIO=A—3C+F+H4H; MIL =C+H 

находим 

А==, С=-, B=D=G=0,F=+, Н=-. 
Таким образом, рациональная часть равна выражению 

x8 +. 2х 
6 (хе + --1) ° 

4x5 — 1 
124. \ ota dx. 

Решение. Разложение ищем в виде 

| 8—1, АА В + C+ Det E 
a+ I Ея! t 

Fx4 +- Gx8 + Hx? +- Kx +L 

+ | etx dx, 
отсюда получаем тождество 

46 — 1 == (x5 + x + 1) (4Ах8 + 3Bx? + 2Cx + Б)— 
— (5x4 + 1) (Ам + Bx? + Cx? + Dx + Е) + (+ хх 

x (Еж + Gx? + Hx? + Kx + L); 

решая систему уравнений 

|1 0=Р; 24| 0=3А— 5Е + С: 

| 0= — А+ С: |0=4A+2B4+G+H: 
x’|0=—2B+4H; x*}0=3B4+C+K+4H; 

x®§| O=—3C+K; x|0=2C4+L-+K; 
28| 4=—4D+4+L-+F; | —1=D—E+L, 

находим A=B=C=E=F=GHeH=K=L=0, D=—1. 

Таким образом, интеграл сводится к своей рациональной части: 

ах 
- 3х2 + 2х1 ° 

125. Найти интеграл | а ров 
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Решение. Так как x*-+ 2x34 3x24 2x+1 = (x? х- 1), то 
разложение ищем в виде 

| ах Ах +B + | Сх+р 

AL 2х3 За 2-1 Ю-х-1 etext Xx, 

откуда 

1 == А (x? + x + 1) — (Ах + В) (2x + 1) + 0? + хе 1 (Cx + D); 

х310=С; 0= D—2B+C; 

VIO=—A+D+4+C; xo|1=A—B+D, 

2. р_ 1 
A=D=-; B=, 

следовательно, 

ах — 2x + | 2a 
| xA+ 23 4 3x2? 2х1 7 З(е-х-+1) + sya атс + С. 

Применяя различные приемы, найти следующие интегралы: 
x3 126. \ ти 4х 

Решение. По формуле Тейлора х3==1 + 3(х— 1) +3 (х— 1 + 
+ (х— 1}, поэтому 

хз 14+3(¢—1) +3(e—1)?+ (x— 1} 
\= 1)100 dx = | (— я eo dx = 

— ах ах dx _ 
= | («— 1)100 + 3 \ x — 1)99 +3 \-— (x— 75 + | («— 197 = 

1 3 3 

99(x—1)8 — 98(x— 1) 97(x— 1)” 
! — en +C (x= 1). 

127. \ xe 
Решени е Пользуясь элементарными преобразованиями, полу- 

чаем 

| xdx 1 (909 1 (AE =) 
в) ear HT) erp 9@)= 

_ 1 d (x?) 1 | d(?) _ 
~ 4 J Mot 4) +! = 

a= jy} a | arctg @ +- С +] =3 ar | 4 aretg x + (x= + 1). 

128. | at 4х. 

Решение. Имеем 

х--х _ 1 =) а (x?) 

ета rJaer +s) SF. 
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Используя пример 110, окончательно имеем 
2 1 — 

\ aT 4=3 g arctg ° Руд aretg = + 

1 (x? + 1)? 
+ 5 In x4 — x2 + 1 + С. 

129. ) erty 4%. 
Решение. Полагая x* = & находим 

| x4— 3 dx = 1 | (t — 3) dt 
x (x8 + 3x? 4- 2) 4 t(¢+ 1) (¢+ 2) ° 

Разложение функции на простые дроби ищем в виде 

Te т Ee 
откуда 

[—3З=А(Ё-- 1) (-- 2) + ВЕЕ-- 2)  СЦКЕ-Т). 

Полагая последовательно # = 0, — 1, — 2, находим 

3. __ 4. _ 5 
A=—- +>; В = 4; С = —--. 

Таким образом, 

x4 —3 3 \ eet = — Fle] + inlet И 

—2injt+2|4+C =— inet + In(@t 4+ 1)— 

—2in@t+24+C («#0). 
ах 

130. | ов — 10° 

Решение. Полагая хз = ¢, получим 

| 
ет. 

Пользуясь очевидным тождеством 

1= [уз @+И9—@—У10, 
находим 

xAdx 1 1 2 1 

J (x8 — 10)? 20 } (сут вю * тут)“ 
О О ПН ООО ООО t—V10 
7 ar | t—V10  ¢t+Y10 ag n| UR |] +c 

| х6 — У 10 10,.— 

(= =o tae гу +e У 1). 
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yen 

131. ) Fal ах. 

Решение. Имеем 

| md | = | xd (х") _ (+1 a (pny — 

Yar? nd | п. м1 

1 
— —ы — xn _ i! ] n = i cr )ae ) = — (x — Ш + 1) +, 

где — co << x<<-+ со при четном пи х== — 1 — при нечетном П + 0. 

yon 

132 Е 
(x2? 4 1) 

Решение. Полагая x" = ЁЬ а затем интегрируя по частям, Ha- 
Ходим 

nel | dt  _ | | 
и. к-т | (2 1 -- 3, |i rT) = 

dt 1 t 

se J et) =—4 +1 —arctgt) + C= 

О ОА ОЕ  _ +C. = (= arctg =) 

138. | TE 
Решение. Умножая числитель и знаменатель на X*, получаем 

| _ | а (x5) ol | (x + 1) —x¥_ я 

=a ET = x8 (10 -- 1)? 5 x5 (x10 -- 1)2 (*") = 

1 x5 

-+ Jl seem art |) = 

l (x10 +. 1) — x10 
+I] x8 (x10 1) aor |4 (9 = 

1 1 5 5 1 
+\|4- aI — Cay: |d (x4) = In| — 

1 1 x10 
+1) +C= (м wap + 

+ ict) +e (x +4 0). 

— ag n&® +) + a0 
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134. ( Ш _ ay. 
и хм) 

Решение. Полагая x’? = ¢, получаем 

ея) тео ate 
=4\(4—+3,) a= 4 anjs|—2inji +t) +0 = 

=n tC #0, —)), 
(x4 — 1) dx 

135. | x (x4 — 5) (x8 — 5x + 1) 

Решение. Используя тождество [x5— 5x + 1] — [15 — 5x] 
= 1, получаем 

\ (x4 — 1) dx =| [(e8 — 5x + 1) ~ (x5 — 5x) (44 — 1) 
FETE HED = 5 — 5x) (x® — 5x + 1) х = 

x4 

- | (-= ae — т [In | x° — 5х | — 

ol x (x4 — 5) — In| xe —5x + 1] +C => | веет +С 

(x = 0; + 5; а, где a — корни уравнения &? — 5a + 1 =0). 

Хх 1 
136. \ Ape LI dx. 

Решение. Имеем при x + 0 

1 

( etl dx = ( I + or a(x} 
dx = 

x4 x2 + 1 e414 (ее 

C,, если x> 0; 
—— arct Is , 

=F =— Е [с если х< 0. 

Вследствие непрерывности первообразной имеем 

где Ф (х) — первообразная подынтегральной функции. 
Таким образом, 

ха -- |1 x? — 1 
ятатг 4 = Ут —— arctg V3 +3 sen x + С, 

причем арктангенс в точке x = 0 определяется по непрерывности пер- 
вообразной в этой точке. 
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x? — | 
137. — dx. 

Решение. После очевидных преобразований имеем 

x*.— 1 м 

\ wee pepegr x=] dx = 
x2 

1 [ | 1 | 
( a(x+—+} -{ dette) 

I I — i ry 5 = yea) teat 
_ ly 28+(1—V5)x+2 C 

=n 2х8 + (1 + V5) x -+2 T 

138. \ 25% Far dx. 

Решение. Аналогично предыдущему примеру имеем 
1 1— — 

xo — | «| a | Set e= | та = 7/0 = 

1 - 
а (+ _,) 1 i xAa—_ 2 Y24+1 

2 Nes =)? 4V2  мму2--1 ы 

139. | ЕТ 4%. 
Решение. Производя надлежащие преобразования, получаем 

x4 + _ (x4 — x2? +- 1) + x _ 

ey = О-о dx = 
_ ах _ ах 4(^) _ 
чт \ar= sorts х6--1 — 

= arctgx + + arctg хз + С. 

140. Вывести рекуррентную формулу для вычисления интеграла 

а 
1, = | (ах > 0” (a0). Пользуясь этой формулой, вычис- 

Г. — dx 
ЛИТЬ 13 = етх+ 1. 

Решение. Используя тождество 

ах? +. bx +c= = [(2ax + b)? + (4ac _— b?)) 

и замену 2ax + b = tf, получаем 

I, = а) \ MN: ‚ где A= 4ac — 56°. 
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Интегрируя по частям /,_1, получаем 

| _oqe А A at| = In—1 2a (f2 + Wa 2(l—n) (#2 +- A)” 

___ Ча — ey (1— и) | + 
2а (в -- Ay!” (2 -- ras | 

__ py (4a)?! \ dt Над, 
т.е 

_ (Ча) og gy 2(1—n)A 
[и—1 — Da (fb Ay 2 (1 п) | Pa + Aa Г. 

Решая это равенство относительно [„, находим 

—_ (4a)"—'t (3 — 2n) 2a 
"=~ Fa—me@rar + anya ft 

Подставляя вместо ¢ ero значение, окончательно имеем 

2ах-- В 4. 2—3. 2n — 3 a 

(n — 1) A (ax? + bx +c)?! n—| 
п = —— [и 

В предложенном примере а = в = с = 1; п = 3; A = 4. 
Таким образом, 

_ 2x +1 dx —_ 2x +1 2х1 
3 = бе x + 1} + Veer 6 (x? Е х- 1)? + 3 (x? + x + 1) + 

_ 2x + 1 2x + 1 

+= = | ao ~ 6(x?-+x + 1)? + 3 (x? + x-+ 1) т 

2х1. 1 С 
3 yi —— arctg ——=— УЗ + 

141. Применить подстановку # = я рдля вычисления интеграла 

ети" И AWD 
(т и п — натуральные числа). 

Пользуясь этой подстановкой, найти 

ах 

ест “= 59) 

Решение. Если = ее, TO dt = р dx; 

г @+)-@а-+а _ 1 (1— 24) = 1—t 
x+b  b—a x+b b—a x+b/” а" 
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Таким образом, 
ах В ОИ 1 b—a dx = 
m b)” ~ b—a m п _ x + b)2 (x ++ a) (x + 5) (2+¢) ев"? ( 

_ I apt? 
_ (b _ q)rtm—l ym dt, 

т. е ‘m2 
_ | (1— rrr 

i= (b— a)?! j т at. 
В предложенном примере a=—2; 6=3; т=2; n=3; t= 

*—* Таким образо 
—* 3 ° разом, 

_ 1 (1 — 2) __ 1 1 {2 

142. Вычислить Ра dx, если P,,(x) есть многочлен сте. 
(x —a)?t! 

пени п относительно х. 
Решение. Разлагая многочлен P, (x) по формуле Тейлора в 

окрестности точки х = а, получаем 

Г. pte) (a) k 

P.(= (ха) 
k=0 

Таким образом, 

‘P(x _ | . Р®) (a) Е 

(х — а)" k=0 

_ у ple) (a) dx __ nl pee) (a) й 
о | (x —a)?—F +! poy (RI (n — Rk) (x — а)"— 

(п 
+ рт In|x—a|+C (x a). 

dx 
143. Вычислить а, где п — целое положительное число. 

Решение. Знаменатель имеет корни 

21 os 2 
X, = cos п + isin ae ~=0, 1, 2, ..., 2n—1. 

2k — 1 - 2 IRM — 1 - 
Пусть [=А— 1. Тогда x, = с0$ a +13 — 5. 4x, = 

2kn — ._.. 2 — 
= COS i *— isin saa * (k=1, 2, ..., п) — попарно сопряжен- 

ные корни знаменателя. 
Следовательно, 

On _Tl __ ИИ С __ 2k — п 
xn +. | ah X,) (x — Хх») TI (# 2x COS —5- +1), 
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Разложение ищем в виде 

откуда 

Переходя к пределу при х — x,, находим 

1 
A, = а (k=1, 2, ..., п) 

: xn | 2n—I воспользовались тем, что lim ——~— = иж 
хх, Х — Xp 

1 
Аналогично В, = —— (Е =1, 2, ..., n). 

2nx, 

Подставляя найденные коэффициенты в разложение, находим 

п 

2k 
=| x8 — 2x cos я xo Xb k=! 

R— 1 — 

1 1 Xp Xk 
xX — —= 

у [== + _ ( 2nxn—! + Qnxe—| 

“ 2 — 1 x 2x COS on c+ 1 

п Яо 5 И "1, ии — cos (2k — 1) п 
_ у n 2n n __ 

i” 2k — | _ 2 k=l x* — 2x cos on 

n — x COs 2k — | m+ 1 
=¥ 2 

k=l n( 2— 2x cos 2k — | n+ 1} 

Таким образом, 

dx — x cos weak m+ 1 

dx = ту - 
j т — a [x8 — 2x cos —и 2k — | n+1) 

2n 

op — | 2k — 1 2k — 1 
у — X COs —— д- cos? 0, %# — 0—0 a+ 1 

9 — 1 
2 — —_—_— a(x 2x COS on + у 

ах = 
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2k — 1 2k — 1 
n cos ——-———— 2x — 2 cos a 
я 2n 2n 

= У, — on R—1 dx | 
k=l x2 — 2x cos 9 m+ | 

п 

sin? 2k — | IU 
2n dx — 

т n ~ cos ЕР cnt 9-Е д 
(x с 2n + 2n 

к ok — 1 ok —1 — — —_— — , 2 __ = У 5,7 COS —5„— п In (x 2x COS м 1} +. 

X — COS 2k — 1 л 
1 Qk 7 on 

+ — Sin —j-— 0 - arctg HI +C 
sin on 

$ 3. Интегрирование иррациональных функций 

С помощью приведения подынтегральных функций к рациональным 
функциям найти следующие интегралы: 

3-——- 

144. | я gy к) 
x+y2+x 

Решение. Полагая х + 2 = В, имеем 
3-—— 

{ ху х ax = 3( eae at =3{(e—14 В — 21 Jat = 
хуя в: — (¢—1)(@ + t+ 2) 

3 3 3t? — 6 

те Е | -оетеЕ 4 
К последнему интегралу применим метод неопределенных коэффици- 
ентов: 

372 — 6 _ А Bt+-C 
(¢—1)(@+t+2) — t—1 + ea@tt+t2 ’ 

38 — 64 = А(Р +¢-+ 2) + (ВЕ С) (¢— 1); 
3= А-В; 

{ | —6б=А— В-С: 

{0 0=2A—C; 

3 pn 156. A. 3. 
A=—7i Bai б=-5; 

312 — 6 3 dt 5 (5 
ов а [реза = 

= Injt—1]+-—2 Inje+¢42|——% аге Е + С. 
4V7 
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Окончательно имеем 

[a= ав injt—1] + 

+ вм ++ 2) — Fe aretg т 4- С. 

145. j= = (a> 0). 

Решение. Заметим, что 

= = (0O<x<a). 

x ъ 
Подстановка ——- = # приводит нас к интегралу от рациональной 

функции 

ВЫ 4 [жи = a | (тв) (0<#< + co). 

Интегрируя по частям, находим 
ЕЁ 

at dt 

— тя +4 а тя. 
Последний интеграл вычислим путем преобразования подынте- 

грального выражения: 

dF AEP) у _ 
+= == | 1-й 

1 (1-Е 1ee—ly | 
=> | Ея 5 (тн = 

-+\ ae си 
2 arct ght! Ly e4+tY2+1 . 

= Vi wal вуз! 

Таким образом, окончательно получим 

___ _at a f+ 1V2+ 1 a 
i= rpat ayy 2 1Y2+1 У у + C. 
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146. | - dx 
У (х— а)" Н (x — py 

Решение. Заметим, что 
[= | dx _ dt | 

VE— a)P tt (х — 5)" \ и (= a Ша) 

(п — натуральное число). 

х—а 

х—6 _ ах ПВ и 
Положим, —- =. Тогда ка = ай Фи 

п | n n пт [x—b 
[= 4, \ tata 4Jan; a|/ ха С: 

dx 
147. —. 
УТУ 

— —— 2 — 

Решение. Положим Vx+YVx+l=u, т. е. x= (#5 LY. 

Тогда 
| ах и 

УХУ 
_ 1 СИ 

и мии t+ CR 

— тия -+с= Их—-- ш(Их+ Их! - 

+ LVEF E+ С, (х>0 или х<— 1). 

р. 9 
148. Доказать, что интеграл | R[x, (x —a)"-(x—6)"] dx, где 

Ю — рациональная функция и р, g, п— целые числа, является 
элементарной функцией, если р-|- д = Ёп, где К — целое число. 

=", Тогда 

Следовательно, при тя =k ( — целое число) 

R[x, («— а)”. х— by} dx = R| + =)" или |dx = 

p+q Щи 

=R\ roy (ne) | at = r (dt, й—1 

р. 
п ( R[x, (х— а)" - «— 5” dx = 70а, 
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где г (¢t) — рациональная функция от 2. 
2 

149. \ x dx 
Vi-t-x+ x? 

Решение. Применяя метод разложения, получаем 
1 

\; dy | ЕЕ Ду an 
Vit«+x Vitx«+ x Vi-+x«4+ # 

=} ИУч++[5 +x) &— | ЕЕ, dx — 

Ey би у 

+3 (х+ > +Vi Fey al) VIF НЯ 
ие +И1 х- я +с= 

= 1 F xp (х +>+Vi Fat) +С. 

150. \ V x?-+ 2x +2 dx. 

x 

Решение. Имеем 

г- | Уз 2х9 dx = | x? +. Ox +2 

x od x ха + 2x + 2 

_ x+2 dx — 

=| У- 2x+2 dx + 2 | ху 2х2 

х-+1 dx sgn x dx 
= ax + | +2\ = 

| Уж + 2x+ 2 V (x+ 1)? +1 ви I+ 2 4 a 

= Ух? -- 2х 24 ШИ 2x + 2) — 

_ sgn x (2) 
—V2 = VxF+ 2х 2+ 

CE sal И Ve tye! 3 
+in(x+i+V x? - 2x 4+ 2)— 

V2 | 2 2 У 1 ++ 

= И ox + 24 In(x t+ 14+Vx2 9х + 2)— 

— sgn xV 3 in| pep yey eter? | + С. 

—sgnx)VY2In +C= 
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Применяя формулу 

ао |. 

где у=У ax? + bx-+c, Р,(х)— многочлен степени п, О, (х)— 

многочлен степени п— 1 и А — число, найти следующие интегралы: 

151. | sl 
V 14+ 2x — x? 

Решение. Применяя предложенную формулу, имеем 

хзах ах 
= (Ах? + В 1+ 2х — +A Fe = (Ах + Bet ©) VIF — + = 

Дифференцируя это тождество и приводя к общему знаменателю, по- 
лучаем 

x3 == (2Ax + В) (1 + 2х —х") + (Ax? + Bx +C) (1 —x) +4, 

откуда 

х311 = — ЗА; 

№10 = 5A — 2B; 

x |0=2A+4+ 3B —C; 

4010 = В С-ЕА; 

1. —_ 5, ___ 19, 
А=—-—; В=—-; С = 3 А, = 4. 

Таким образом, окончательно имеем при | x — 1 | < V2: 
хзах __ _2x? -5х- 19 —— .х—| 
= = 5 V i+ Qe — x? + 4arcsin Va + C. 

152. } «Иа — x de, 

Решение. Имеем | AVaF =H dx = Sa de = (Ax + 

+ Bt + CO ря + Ext NV | qx 
Уа? — х? 

откуда 

a®x! — x8 == (5Ax* + 4Bx8 + 3Сх? + 2Dx + E) (a? — х*) — 

— x (Ax® + Вх + Cx? + Dx? + Ex + В) +A. 

Для определения коэффициентов разложения сравниваем коэффи- 
циенты при одинаковых степенях X: 

х|— 1 = — 6A; х2| 0 = 3Ca? — 2E; 

х|0.= — 5B; x |0 = 2Da? — F; 

| а? = 542 А—4С; х|0= Ea? +4. 
х3 |0 = 4Ва? — 3D; 
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Из этой системы находим 

lL. ped CHW А=-—-; В = 0; С = 94 › О = 0; 

а. _ _ ae 
Е=—-—в; Е = 0; А = в. 

Следовательно, 

изя (%-— ve че) У + arcsin = + 6 24 16 |a| 

+C (|x|<]a)). 
dx 

198. J (+ IS VP 2x 
Решение. Применяя подстановку x + | = as —, получаем 

ах с ван 

18-х = утв’ 

Имеем 

Hd|t| 3 2 тв d\t| 

Дифференцируя по | # | и приводя к общему знаменателю, получа- 
ем тождество 

—|tP = (ЗА + 2B] t]+C) (1 — |2) — (АР ВЕР 
+C\t| +D)+A, 

откуда 
[1 —1=—4А; |t| |O=2B—D, 
210 = — 3B; О =С-А; 
120 =ЗА—2С; 

Таким образом, 

3 3 1 
I= eet sree) 1 ere — в ася +o = 

я ИЕ Ox — = arcsin Er: a С (x<t— 2,x>0). 

154. При каком условии интеграл 

а1х? + byx + Cy 

V ax? + bx-+c 

представляет собой алгебраическую функцию? 
Решение. Интеграл представляет алгебраическую функцию, 

если в разложении 

a,x? 4+- bx + Cy — 5 ах ори ах = (Ax + В) Иа 4+ bx Fe + af ЕЕ 



коэффициент A равен нулю. Пусть A = 0. Тогда 

a,x? + bx + с== А (ах? + 6х + с) + (Ax + B)(ax+ >] , 

откуда 
х2 | a, = 2Aa; 

Xx b= 2 + Ва; 

x? cy = AC+ 

Исключая из этой системы неизвестные A и В, получаем требуемое 
условие: 

8а?с: + 36а, = 4а (а1с + 615) (а=2 0). 

P (x) 
Q(*)y 

P (x) 
Q (x) 

Найти dx, где и = Vax? + bx + с, разлагая рациональ- 

ную функцию на простейшие дроби. 

155 | хах 

 «— Ут ° 

Решение. Пользуясь тождеством 

х (x—1)+1 | 1 
(x— 1)? ~ (x—1)? УР (x—1)? ' 

получаем разложение 
_ хах ах 

5 ы V 1+ 2x— x = (х— DV 2—(x— 1} 

ах 

+ \ gps 
— ах + | ах 

2 2 | 
@—ne—nV @— 1 — 1 (e—epx— VV @— 1)? —1 

Пусть | т =. Тогда 

dt tdt 
[= —\ 2 —sen(x—1) | = 

= УЗ! + VIF Г — о Узя—т+с= 

—_ 1 V2+Vi+ 2x—x# V 1+ 2x—x? 
— V9 In х—1 о 2-1 +6 

(jx—1]|<V2; x1). 
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Решение. Имеем 

Уж - 2 — о _ 1 + | 

tT тоя Veta му тЯ 
dx __ 5 

УЕ =In(x+ V x? + 2). 

b 

Для вычисления интеграла | ат Е применим подста- 

HOBKY yas 5 = t. Тогда 

\ Gp WE = а = агсфо $ = arctg У 5. 

Следовательно, 

| yer? dx = In(x + V x? + 2) + arctg rs + С. 

Приводя квадратные трехчлены к каноническому виду, вычислить 
следующие интегралы: 

157. \ dx 
хуя 

| 
Решение. Полагая х-- +> = 2, получаем интеграл 

Тогда получим 
1 dt 1 | V38+2V2 
=z = — ft V6 о | te 

Возвращаясь к старой переменной, окончательно будем иметь 

| V3(@+x— I+ (2x +1) V2 ( | | vs) 
[= ——| = С — | >“. 

V6 пузо DV? т хт > |>-2 

xdx 

(4—2x ++ x2)VY2f2e— x © 

Решение. Имеем 

[= | 

158. | 

x*dx _ dx 4 

(4—2x- №) V2 + 2x — x? = | V2+2x—x 
4 (2x — 4) dx 

\ gop ye | 
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Первый из этих интегралов вычисляется непосредственно: 

\ dx =x | dx = arcsin x—1 . 
V 2+ 2x — x V 3—(x— 1} Уз 

Ко второму интегралу применим подстановку х — 1 = г. Тогда он 
преобразуется к интегралу 

22 —2 

(3 +22) ИЗ— 22 

который разлагается на два: 

2242 dz 

+= (З- 22) УЗ — 22 —? (3-2) УЗ— 22 ° 

Первый из них вычисляется подстановкой V3 — 2 = f: 

dt _ 1 Уб +2 
I; 2 = УЕ In etl: 

Возвращаясь к переменной x, получаем 

1 In Y6 + V2 +- 2х — x? 

в=- V6 V6—V2+2—x ° 

Для вычисления интеграла 1, = — 2\ а ay —= Полагаем 

2 e Vana = t; тогда 

2 dt _ _ 2 _ У? V2(x—1) 
ь=—2 | oF I = —— 5 arctgV 2¢ = — arctg УЕ 

Таким образом, окончательно имеем 

l= -,x—! 1 Уб--У2-+-2х—х _ 
arcsin Уз УЕ In уз у я 

—_¥2 2 ИЗ (х — 
arctg Valine = +C 

159. С помощью, дробно-линейной подстановки x = “te BbIWHC- 

лить интеграл 
ах 

(Хх ПИ х-1!. 

Решение. Применяя предложенную подстановку, получаем 
(a -+ В) — (1+) (& - в +а- 9. e—x+tl= (0 

24 (1-1 )- (1 aan @4ixti= (a -- Be) FUE (at BOL +4) 

Числа о и В определяем так, чтобы коэффициенты при ¢ были paB- 
ны нулю. Следовательно, 

208 —a—B+2=—0; 28+ а&-+В-+2=0. 

421



Решая систему, находим @ == 1; В = — |. 
Имеем 

р 
Их 1= re (для случая, когда 1--#>0, т. е. если 

х>— 1). 
Таким образом, 

1=—?( (Е-- 1) dt _ о tdt _ 

(32 +1) V2 + 3 (32 +1) V2+3 

-?| (32 +- УЕ 3) 

Для вычисления первого из этих интегралов применим подстанов- 

ку ИР + 3 = и. Тогда 
dt ц 

2) 32 НОУРЕЗ — 2 8—3 — 
__! 2V2+V3u|_ 1 In 2V2+V3(%+4 3) 

2V6 |2VY2—V3u 2V6 2V2—V3(F + 3)| 

Возвращаясь к переменной x, получаем 

—2 ( tdt = jp | 92 - Узи 
(32+ 1)V2+43 V6 Ух! 

t 
Второй интеграл вычисляется с помощью подстановки ЧЕ 2: 

— 0 т = 2 dz 
) (32-+1)VR+ 1 82? + 1 

Щи 22: _ 1 V3(I—x =— 5 arctg ——— = УЗ arctg a 

Окончательно имеем 

| C4924 V8 Ee $9) V2(1—x) 
“Vs Vet—x+1 — 73 arcle ЕТК О 

160. Найти 

dx 

(2 + 2) V2x9— 2-5 ° 

Решение. Как и в предыдущем примере, применим подстанов- 

ку x= a ‚ причем числа % и В выберем Tak, чтобы оба квадрат- 

ные трехчлена привелись к каноническому виду. Из этого условия на- 
ходим, что © = 2, В = — 1. 
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Следовательно, 

2—t _ 3dt 

1-2’ (12? ’ 
3 — 

V 2 — 2-5 = ИТ Е 

(для 1 +¢>0, т. е. для x > — 1); 

--= | (t+ 1) dt —~_ 1 tdt _ 

e+ aver x | aay 
dt 

3 (2 + 2) 
т? = п, 

(+2 VR+I1 _ 
Первый интеграл вычисляется непосредственно: 

—+) tdt -—+{ аУв-1 _ 
(@+2)VR+1 Vet 1-1 

== — + aretg 1. 

t 
Для вычисления второго интеграла положим Vi TH = 2. 

Тогда 

(2 + 2)V~H#+ 1 3 J2—2 6у2 z+y2 

1 ppl fe VED 
6Y 2 t+ Y2(e+1 | 

Возвращаясь к старой переменной х, окончательно получаем 

2 — |. — 2 — 

Применяя подстановки Эйлера: 

1) Vax? + с=-УИах-2, если а> 0; 

2) Vax? вх Ес = хё- Ус, если с>> 0: 

3) Yaxt+ bx + с= Иа(х— x) (x— Xx.) =г(х—х,). 

Найти следующие интегралы: 

161. = | a . 
x+V2+x+1 

Решение. Здесь а = 1 >> 0, поэтому применим первую подста- 
HOBKY: 

Vett+xe+1l=—x+2. 
— | 222 +- 22 + 2 

Отсюда ТЫ; dx = ЕЕ dz, 
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Подставив в интеграл, получим 

_ (222 22-2 
[= z(1 + 2) dz. 

Разложение подынтегральной Функции ищем в pune 

222 -++- 2z {+2 

2 (1 + 2z)? =apyrtipst= 

Для определения неизвестных A, В иС получаем систему 2 = 2B + 
+ 40; 2 = А-В 45; 2 = С, откуда А =—3; В =—3;С=2. 
Таким образом, 

dz dz dz 

1—3 ior 3+2 >- 
3 1 24 

а += ив te 

rmez=x+Vx?+x«+1, X= — 1, 

162. | a . 
НИ 1—2x—# 

Решение. Так как C=1>0, то, применяя вторую подста- 

новку Эйлера xt — 1 = У1— 2х— 48, получаем 
— ах _{ —@+2t-+1 dt. 

1+Vi—2x—x# == I @+ 1) 

Разлагаем подынтегральную Pyne на простейшие дроби: 

+1 Ct+D 
еек = + ата. 

Приводим последнее равенство к общему знаменателю 

—#-+ 24+ 1=A(P—fP+t—14+B(P +4 4+ (Ct+D) (#— 98 

и приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях X: 

‘3 O0O=—=A+B+C; 

| —1=— А—С-+ D, 

t 2=A+B—D; 

fo 1 = — А. 

Отсюда находим A = —1, B=1,C =0ир =2. 
Следовательно, 

Г dt [ит = In| -|— 2aretgt + С. t t—1 +1 t 

где tx=1+V 1—2x— x. 

163 {svete dx 

JS xt Vx + 8x4 2 

Решение. Здесь 7+ 3x+2 = (x+ 1) (х- 2), поэтому можно 
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положить: Vx? 3х+ 2 = #(х-+- 1) (третья подстановка Эйлера). 
2— в Qtdt | 

Имеем x= т, dx = — т 

—(х—Иж- 3x42 \ — 212 — 41 
ЕЕ dx = (¢— Fe Herr 4 

Разложение подынтегральной функции ищем в виде 

=i NE = Gep + pip t Fer tb 77 + 73 

откуда | 

— 22? — 4t = A (t— 2) @— 1) + BG— 2) (PF —1I) + C(#— 3t+ 2) x 

x (2 + 2¢-+ 1+ D(t— 2) (#2 -+ 32? 4+ 3t + 1) + 

+ E (¢— 1) (@ + 327 + 3¢ + 1). 

Полагая последовательно # = — 1, 1; 2, находим А = = = D= 3 

и Е = —>. Далее, приравнивая в тождестве коэффициенты при # 

и 2, получаем систему 0 =С + D+ EF; О= B—C + D + 2E, or- 

куда находим остальные неизвестные: 

1 p_ 5 
С= 5; B= 45 

Таким образом, 

l=: 1 5 17 
— 60+ веа+) 108 

16 

Injé-+ 1] +S injf—1|— 

Применяя различные методы, найти следующие интегралы; 
хах 164. | РУ ([х|1< 1. 

Решение. Полагая t= Ут», получаем 

хах _ 

"Ру зат! = 

1 4 4 dt = | (3 pr) 4 23 | зат (t > 0). 
4 >= 

Для вычисления последнего интеграла применим подстановку У ЗЕ = 
= и. Тогда приходим к интегралу 

dt — 1 du 

зи +1 vz | ust}? 
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который вычисляем путем разложения подынтегральной функции 
(см. решение примера 145): 

1 du _ 1 —1 1 и и И э-1 

УЗ Vat Vn ote = УЗ ay In и — uV2+1 +¢ 

Возвращаясь к переменной &, получаем 

хах t 2 A2Y3—1 
= —— — arct — 

Е. 3 зв Е ty/ 12 

1 па 4 ¢ 

VE. ВУЗ— 115-41 
_ 1-х 

где {= У т. 

165. 1 = | x+Vi-t«*+%3 

It+xe+Vi+x+x 

Решение. Пусть {= х + > + ИТя-я; 

тогда 
3 | 3 

¢_ 
1 2 3 1 8 — 6-3 

| т тит (4— й (22 1) ) dt = 
2 

Р-р 
Для определения coopbrnenron A, Bu C получаем тождество 

— 6¢ + 3 == А (2¢ + 1) + Bt(2é+ 1) + Ce, 

из которого находим: А = 3; В = — 4; С = 8. 
Следовательно, 5 ; , 

t 

Возвращаясь к переменной х, окончательно получаем: 

Г=У1-х- х? tin РЕ С 
(x 2+ 2V1+x-+ x)? 

166. | dx 
(x? + 7 Wet 1 

Решение. Преобразуем подынтегральное выражение 

х— 1 dx = ( 

(f+ )Yxe+l (x+t)Y a+ 
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Таким образом, 

ж— 1 1 . «V2 
= — =— чинно e \ a DY dx 75 arcsin +C 

167. . 
| ху x4 + 2—1 

Решение. Подынтегральная функция определена, очевидно, при 

|x|> VV2— 1. Применяя элементарные преобразования, получа- 

ем 

иран 
— 

dx 

\ ze - | у Е 

1 
dior 

=—-— = == aresin Vs С 

У 2- ('--=) 
ж-1 168. \ 7S 

Решение. Имеем 

1 
atl == (1+5 z)* send (2—— _ 

WWE TT SV V («--) +3 

ель 

— 3 x i+ Vets +1 |+ (4520). 

169. Доказать, что нахождение интеграла 

{В (х, Vax $b, Усх- а) dx, 

где А — рациональная функция, сводится к интегрированию рацио- 
нальной функции. 

= sen х [п 
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Доказательство. Полагая # =УИах- В, получаем интеграл 

| Rix, Иа 5, Уха -= (В 22 —2 ‚Ь у“ + 4—2 tat. 

который одной из подстановок Эйлера сводится к интегралу OT рацио- 
нальной функции. 

Интеграл от дифференциального бинома 

{ хт (a + bx") dx, 

где т, пи р — рациональные числа, может быть приведен к интегри- 
рованию рациональных функций лишь в следующих трех случаях: 

1. Пусть р — целое. Полагаем х = ¢%, где М — общий знаменатель 
дробей т и п. 

2. Пусть mrt целое. Полагаем а + 6х” = tf", где N — знамена- 

тель дроби р. 

3. Пусть —— mel + р — целое. Применим подстановку ax” + в = 

= ‚ где М — знаменатель дроби р. 
Если п = 1, то эти случаи эквивалентны следующим: 1) р — целое; 

2) т — целое; 3) т + р — целое. 
Найти следующие интегралы: 

0 (Ve + ах 

Решение. Имеем при x > 0, a также при x < — 1 
3 i 

= (Уврмах = [xP (l4x)%dx (х>0. 

Здесь п = 1, т = =, p= и m-+ p= 2 — целое. Поэтому, пола- 

ran x-! -- 1 =, получим 
22 Г= — aay, == — 2, — 2, 

где т -, п = 3, 4. 

Для вычисления последнего интеграла найдем рекуррентную форму- 
лу. Пусть 

Sera OO. 
Интегрируя по частям [,—, имеем 

dt t a1 = — —2(n—1 =m 
im = ay еб" 2 Na @— a 
= —2(n—1) 92 О at a 

(@— а) — at)" 

= aay 2 — Dea $2(n— Yat, 
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откуда 
___ t _ __ 2n—3 

I= 2 (n — 1) a? (В — а?" 2(n — 1) a? Int. 

Последовательно применяя эту формулу (при a = 1), получаем 

t 5 t 
= 2], —2 \— seo 5-1 — 372 —1p 3—1 = 

t ! —t 3 t 
= seo зе +1] = и” 

t 1 —# 1 
+ 12 (8 — 1)? tre en 7 ae 

t t—1 
+ 12 (@— 1)? = — Te п пт + 

Возвращаясь к переменной х, окончательно имеем 
2 —_ — — 

Иа ош (УИ ИС 

171. \ ух dx. 
((-НУ х)? 

Решение. Здесь р = — 2 — целое. Применяя первую подста- 
новку. x = №, получаем 

=} ae dx = 6) я — 

=6 (#22 $— 13 | dt— 
(1+ 2)? 

=: "418 — 18 та —6 | р. 

Поскольку 

вл =— я |4 (-в)= 
— за arctg f, 

TO окончательно имеем 

6 3t 
БЕ 4B + 18 + Ta 21 агсв 2+ С, t = x8, 

172. | xdx 

У Vie 

Решение. В нашем случае m= 1;. n=; p=—> и 

2 

РЕЗ — целое. Положим | + x? =t. Тогда 
п 
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l= ха 3 ( (2 1)?dt = 2 P28 + 9 +C, уе феи 3 + 3 

173. \V3x— xB dx. 

1 
Решение. Здесь та; п=2; р и р=1— 

целое. Положим 3x? — | =В. 
"Зи 9 Ва 

Тогда [een] ви = 

3t 3 dt 

= | (в=т)= р \ RET ° 

Поскольку (см. пример 110) 

dt 1, ¢+1) 2—1 
| 84-1 6 Napa t у arctg = , 

то окончательно имеем 

—_ 3 | (t + 1) V3 ot — 1 
’=seyn Ив 2 arctg = V3 +6, 

3х — x8 
где t= ——— (O<x< V3; x<—V 3). 

$ 4. Интегрирование тригонометрических функций 

Интегралы вида 

{ sin™ x cos” xdx, 

где т и п — целые числа, вычисляются с помощью искусственных пре- 
образований или применения формул понижения. 

Найти интегралы: 

174. | Sa 4 
Решение. Интегрируя по частям, получаем 

| ae dx = — | cos? xd az) = 

=~ [S32 + 3) SE ae] к 
ыы ‚ЖЗ (R=0; £1; £2; ...). 

175. | и 
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Решение. Аналогично предыдущему 

dx _ __¢ d(ctgx) _ _ сх _ [` с0% xd 
| sin’ x — | sin x “sin x “sin? x 

cos x 

sin? x —\ ape $113 x + 

ах 1 x COS X 

| sin? x зы 2 —Fanex t © (x kn). 

176. | dx 
sin? x cos® x ° 

Решение. Имеем 

dx a,j3 dtgx _ 
| sin’ x cos® x =((+te x) tg? x 

3 ! Е = — пая + 3in|tex|+ > хх С («# >}. 

177. | tg’ хах. 
Решение. Очевидно, 

1 о 9 4 (sec? x) 
{ tet xdx = > [ (sec x— 1) = 

sec? x 

= SOF — sec x -+ + In (sec? x) + C= 

= 18% Ш _ tn|cosx|+C (x + ke), 

или 
1 tet 

{ tebade = ( te*x(Say — 1) de = > | tex( Sa — 1) dx = 

_ “я _ tees _ a In|cosx|+ С. 

178. | ctg® хх. 
Решение. После очевидных преобразований имеем 

{ ete? xdx = ( ctetx (surg — 1) dx — 95 — 

1 {53 to3 
— | ete? = (Sarg —1)dx=— тя +. ——— —cigx—x+C 

(x kx). 

179. | Vsin® х с058 х ° 

Решение. Имеем 

х = dx _ ( Lt+tg*x _ 

Farner су | я а (tg x) 
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___2 Их ~Viex = atWwan +С= —2У сх = Ух С 

(лох Е =0, +1, +2, ...). 

ах 180. \ а 
cos хУ/ sin? x 

. | 
Решение. Полагая В = sin x, Le, имеем 

| ах _ J- d (sin x) _ 

Cos ху sin? x . . _ 
— sin?x) (sin? x) 3 

dt 

= 3{ —-в = ary 8 IEF 

_ | (1—2? V3 ot +- 1 n Lo) 
=——7 Napa tape arete уз тт i Natit 

3 2—1 1, (1-02 (8+ ЕТ) 
+p arclg = Ме 

+- vs ав уз! = РС. 

181. Вывести формулы понижения для интегралов: 

а) J, = \ т” xdx,; 6) K,= =(<5 (1 > 2) 
cos” 

Решение. Интегрируя по частям, получаем: 

а) il, = — | $1171 xd (cos x) = — со$х + sin’—!x + 

+ (п — 1) | sin"—? x - cos? xdx = —cosx- sin’—!x + (п — 1) In_2 

— (п — 1) Ги, 

откуда 

I, = —[(n— 1) In-2—cosx+ зи"  (и=3,4,...) 

6) к, = | d(sinx) ___sinx —(n+1)( sin? x dx = 

cos? +! x cos? t! х cos? t2 x 

Pare — (+ ПК + (2 + ПК, 
cos” +! 

откуда 
К — sin x п 

nye (в ++ 1) cos?t! x + n+l 

(x > + he k=0, £1, +2, ...). 

К.  (n=0,1,2, ...) 
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С помощью формул: 

I. sinasinp = ~~ [cos (< — В) — cos (a + В}; 

II. cos @ со$ В = ит [cos (a — В) + cos (< + В)]; 

Ш. sina + со$ В = + sin (a — В) + sin (a + B)] 

найти интегралы: 

182. | sin xsin -^ sin -— dx. 
2 3 

Решение. Имеем 

. хх 1 х 3x \. Xx 
{ sinxsin sin J dx= | (cos  —cos-}) sin } de = 

2 3 

1 . Xx . Ox . Tx . Их 
= | (—sin 1-5 + sin — яп 7 4х = 

3 x 3 5x 3 7х 3 1х 

= COS 5 — Fy 608-54 608-65 + 3 0085 +0. 
183. | $113 2x cos? 3xdx. 

Решение. Используя формулу III, имеем 

\ $113 2x cos? 3xdx = = | (3 sin 2x — sin 6x) (1 + cos 6х) dx = 

= = | (3 sin 2x — = sin 4х + + sin 8x — sin 6х— sin 12x] dx = 

3 3 3 1 
= — тв cos 2x + Sq COS 4х — -тоз- COS Bx + Fe COS 6X + 

+ ay cos 12x + С. 

Применяя формулы: 

IV. sin (© — В) = sin [(х + a) — (x + В)]; 

У. cos (& — В) = cos [(х + a) —(x+ B)], 

найти интегралы: 

ах 

184. \ sin (х + a)sin(x-+ 6) ° 

Решение. Имеем 

, dx — | о. dx = 

\ sin (x ++ a) sin (x + 5) sin(a—b) } sin(x + a) sin (x +- 5) 

= cos (x -- 5) cos (x + а) 

7 ие=5|} mere | ing ra) 7 
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—_ 1 sin (x + 5) 
~ sin (a— 6) In sin (x + а) + С. 

sin (a — b) 520. 

185. \ 4х 
sinx — sina ° 

Решение. Из тождества cosa = cos (* 5 “ — = *} следует 

cos| (75*) — (55°) dx | 
- = = : dx= 

sinx — sina 2 cos a _X—a x+ta 
sin cas 

2 2 

. *+—a 
' sin —> 

= — In tra С (cosa 0, sin х 52 sina). 

2 

186. | tg xtg(x + a) de. 

Решение. Имеем  texte(x+a)de— 

— (| cos x cos (x + a) + sin x sin (x + a) _ 1] dx = ( cos a dx—x= 

cos x cos (x - а) J} cos x cos (x + а) 

= —х- са. In cet а) | ы С (sin a 0; cos x = 0; cos (x +-a)=0). 

Интегралы вида 

| R (sin x, cos x) dx, 

где R — рациональная функция, в общем случае приводятся к инте- 

грированию рациональных функций с помошью подстановки tg >=. 

a) Если выполнено равенство 

R(— sin x, cos x) = — R(sinx, cos x), 

или 

R (sin x; — cos x) = — R(sin x; cos), 

TO выгодно применять подстановку COS х = или соответственно 
sin x = $. 

6) Если выполнено равенство 

R(— sinx, — cos x) = R(sin x, cos), 

то полезно применять подстановку tg x = $. 
Найти интегралы: 

187. 1= \ 4х e 
2sinx —cosx + 5 
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Решение. Полагая t=tg—, (Qn—1l)n<x<c(2Qn+ 1)x 

(n0; +1; 42; ...), получаем 

За +1 
_ dt ol 3¢ +1 _ ot 2 [= | враги — pe атс + С, = ур ага — У С, 

Из непрерывности первообразной следует 

[(2nn + л — 0) = 1 (214 +2 +0), зу + С" = Зуд + бы, 

+C, где С = С, — произвольная постоян- п 
V5 

ная. Из неравенств 2nn < х- п (2n-+ ?л; пп! 

откуда находим C, = 

следует, что п = я | Таким образом, 
2 

, stg +1 tn 
po - xz | C, . Е arctg УЕ -- УЕ | Da +- X= (2n 4+ 1) пл; 

— . — 28-1 = (2 
I dm 9 VE л, x = (2n + |1) л. 

sin x cos x 188. r={ eee dx, 

e 1 e 

Решение. Пользуясь  тождеством sin xcosx = —- (sin x +- 

1 1 ,. 1 x 
+ cos х)* — >, находим Г = > (sin x — cos x) — 2у5 In|tg (-5- + 

+ +} +C {яч + kn). 

189. [= \ sin? x cos? x dx. 

$118 x + cos® x 

Решение. Положим ¢t = tg 2x; rats tS (n = 

=0, +1, +2,...). Тогда 

F -( dt _ 1+V2 | dt | dt — 
~ J изв 8 2 УР-42У2 2 422 — 

2+ У5 t V2—y2 arct — arct C,= 
4 OV s42V3 4 ‘уз: 

V2+V2 tg 2x У2—у? tg 2х _ arct — arctg ——82*__ С, 
4 ГУУ 4 °Vs—203 ,



Из условия непрерывности первообразной следует 

5—0) = +5- +0) MH 41, +2...) 5 

V2+V2 л V24V2 л V24+V2 
4 2 — 4 zy +, = — 4 + 

ИУ2—У3 a 

откуда (по аналогии с примером 187) находим 

с, = 4 (Уз + —У2—У тс (C=C); 

с, = V24V2—V2—Va |=. 

Следовательно, 

Vo+02 
4 

tg 2x V2—V2 tg 2x — t 
V4+2y2 о бу 

л 5 = 4x-+ д , +4 ИУ —У2—У3|- = |+; 

хе; Ца ]= lim (x). 
д пл 

что 

Г(х) = arctg 

190. Доказать, что 

| ay sin x ЕЁ Cos x dx = Ax+ Bin|asinx + bcosx|+C, 
asin x + bcosx 

где A, В, С — постоянные; x= kn — arctg — . 

Доказательство. Положим 

a, sinx + b,cosx = A(asinx + bcosx) + B(acosx—bsinx), (1) 

откуда a, = Aa — Bb; В, = Ab + Ва; поскольку а? + 5? 0, то из 
данной системы уравнений находим 

__ Q,a + b,b . __ ab, — ba, 

A= аз 5? ’ В = a® +. 2 

Наконец, подставляя (1) в интеграл, получим требуемое, где С — 
постоянная интегрирования. 

Найти интегралы: 

191 I= | sin х — Cos x dx 
sin x + 2cos x 

Решение. Решение состоит в непосредственном использовании 

предыдущего примера. Замечая, что а! = 1; = — |1; a=1; b=2, 

находим [== — =— >- In|sinx + 2cosx|+C, x Ел — агс 2. 
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(a sin x - В cos x)? 

192. \ a, sin x + В cosx d 

Решение. Используя пример 190, получаем 

a, sin x + 6, cos x dx=A dx __ В _ 

(a sin x + 6 cos x)? — asinx +- В со$х asinx--bcosx — 

__ А dx __ В _ 
узы) sin(x+ 9) asinx +bcosx — 

___A x ф В 
уфы In | tg (++4)|- asine bbeosx К С, 

rye 

b a , 
V a@ в? VY a+b’ 

a, sinx +b, cosx +c, __ . 
193. Доказать, что ТЕ dx = Ах-- Bln|asinx+ 

d 
t+bcosxtel+C | запивать где А, В, С — некоторые по- 

стоянные коэффициенты. 
Доказательство. Положим 

a,sinx - 61 со$х - с, = A(asinx+ bcosx+c)+ 

+ B(acosx—bsin x) +C, (1) 

откуда а! = Аа— Bb; В, = Ab+ Ва; cy=Ac+C. 
Из данной системы уравнений находим 

sin ф = ‚ COSg= ХУ kn — arctg — . 

A = oa ; B = or ; С = i AC, 

Подставляя представление (1) в интеграл, получим требуемое. 

194. Найти \ sing 2508 —3 yy 
sinx —2cosx+3 ~~ 

Решение. Используем результат примера 193. 

Здесь: А = —-, В =. С = ——=. Таким образом, 

sinx + 2cosx — 3 _ 3 4 _ — 

\ пя оо з = tt 9 1 | шх 2cosx -+ 3| 

—__ 6 dx 

5 \ sinx —2cosx +3 ° 

Произведя в последнем интеграле подстановку # = tg > (21 —1)л—< 

<x<i(2n-+1)n (n=0, +1, +2, ...), находим 

I= | dx -? | dt _ 

~ \ sinx—2cosx+3 — = 12.4 — 
БЕ —— — (у +73) +3 

-s 5 tg > +1 
= arctg—t— +C, = arctg 5 +C,,. 
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Из условия J (2пл -- л — 0) = 1 (2nn + л-- 0) находим С„ = лп + 
+ С; С = С,. Окончательно имеем 

5 > +1 
[ = arctg 5 я |, х=Е 21пл + п; 

[(Qnn-+-x)= lim [(». 
Xr WnT-4-1 

195. Доказать, что 

a, sin? x + 26, sin x cos x -- с1 cos? x dx 

asin x -+- bcos x 

asinx + bcosx 
=c\ dx + Asinx+ Bcosx, 

где A, В, С — постоянные коэффициенты, x4 kn — arctg —- . 

Доказательство. Запишем числитель дроби, стоящей под 
знаком интеграла, в виде 

a, sin* x + 26, sin x cos x + с1 cos? x = 

= (asin x -+ bcos x) (Acosx— Bsin x) + C(sin?x + cos?x), (1) 

откуда, приравнивая коэффициенты при функциях sin? x, cos? x и 
sin x COS х, получим систему уравнений: 

а: = — аВ + С: 

2b, =аА— bB; 

С1 = Ab - С, 

решая которую, находим 

A= b (с1 — а!) + 2ab, . Ba 21 = 9) — 2hy , С — Е аа? — 2abby 
— а? +. 52 , — a® -1. 62 , — a +. 53 

Наконец, подставляя выражение (1) в интеграл, получим требуемое. 
196. Доказать, что если (а — с)? + 6? ~ 0, то 

| (a, sin x + b, cos x) dx = A\ a + в\ du, 

Ри + Ay 

ry 2 ® 3 ’ asin? x -- 2b sin x cos x - с cos? x Rous + dg 

где A, В — неопределенные коэффициенты; A,, Ag — корни уравнения 

а—^ b 
= 0 А №2); b an (Ay = Az) 

и; = (a—A,)sinx+ bcosx и Е, = —х (i= 1, 2). 

Доказательство. Приводя квадратичную форму asin? x + 

-- 26 sin xcosx - ccos? x к каноническому виду, получаем 

asin* x + 2bsin xcosx + ccos? x = МУ! + А, У, 
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где 

Y — ——! НИ cos x — bk, sin x); 
nn Ae ( 1 sin. x) в 

У. = НИ cos x — bk, sin x). 2 Vi+ eR ( 2 ) 

Разрешая уравнения (1) относительно COS X и SIN X, а также поль- 

зуясь тождеством Y; + Уз = 1 (вектор x = {sin x, cos x} при переходе 
к другому базису не меняет длины), представляем левую часть доказы- 
ваемого равенства в виде 

— a,d (cos x) -- yd (sin x) — — b, bk, + a, dY, _ 

MY + YS Viper? J бы — МУ 

__ _ баз + аз | dY , . (2) 

Vitor J @:— МУ +h 

Замечая, далее, что == = —bk,, из (1) получаем 

Y — oo ’ Y — — 1 . 3 

"pV BR "pV oe? 

Подставляя (3) в (2), находим окончательно требуемое равенство. 
При этом получаем 

— bybk, + ay В— — b, bk, + a, 

b(1 + 522} ' b (1+ 522) ° 

Найти интегралы: 
197. | 2 sin x — cosx 

3 sin? x +- 4 cos? x х. 

Решение. Имеем 

| 2sinx — cosx eos d (cos x) —{ d (sin x) 

see aan 4 — sin? x 

cos x —sinx 
7 —7= arclg 7 ++ Span + 

198 (sin x ++ cos x) a 

2 sin? x — 4sinx cos x + 5cos?x ° 

Решение. Пользуясь предыдущей теоремой, находим 

(sin x +- cos x) dx _ 3 du, 4 
2sin?x—4sinxcosx-+5cos?x 5 us +1 

+ J диз = 2 arctg (sin x — 2 cos x) + 
10 Г 9 5 

ate 
1 6 + 2sinx + cosx 4+ —_ jn | -Ve+2sine+ + С. 

10y 6 V 6—2sinx— cosx 
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199 r= | sinx — 2 cosx 

1-+-4sinxcosx 

Указание. Представить знаменатель в виде 

sin? x -- cos? x +- 4sin x cosx 

и воспользоваться предыдущей теоремой. 

Ответ. [1—3 У? (sin x + cos x) + 1 |- 

4YV 2 V 2 (sin x + cos x) — 1 

_ i V3+ V2 (sin x — cos x) ( . +) 

4y 6 V 3—Y 2 (sin x — cos x) НС sin 2х 5 2 

200. Доказать, что 

' ах Asinx + Всозх dx | =— —- +¢ | — - 
(asin x + bcos x)” (a sin x + bcos x)” (asin x + bcos x)"— 

где A, В, С — неопределенные коэффициенты. 
Доказательство. Интегрируя по частям, получаем 

L= d(—acosx-+bsinx) |= —acosx-+bsinx __ 

" (a sin x + bcos x)*t! (a sin x +- bcos x)"t! 

(n+ | (acosx—bsinx)®? _ =—acosx-+bsinx _ __ 

(азтх + bcos х)" 2 (a sinx + bcos x)"t! 
—_ ; 2 H 2 —(n + 1) { (a cos x — bsin x) 1 (boos xr asin s) dx, 

(a sin x + bcos x)*F 

откуда 
1 bsin x — acosx 

n(n — 1) (a? + 8) ( 1-2 + (a sin x +- В cos x)?! 

что и требовалось доказать. 

ах 201. Найти \ ante 
2 cos x)? * 

Решение. Используя доказанную выше формулу, находим 

L= 1 ах 4 2sinx——cosx | __ 
3— 10 sinx-+2cosx '` (sinx-+2cosx)?| — 

2 sin x — cos x 

+ (sin x + 2с0$ | +С 

1 1 x 1 

(x 52 Ел — arctg 2). 

202. Доказать, что 

Asin x dx _ 
dx 

| (a+ bcosx)* = (a+ bcos x)! +B (a + bcos x)! -- 

ах 

+с} (a + bcos х)"—2 (a|*|6)) 

и определить коэффициенты А, В и С, если п — натуральное число, 
больше единицы. 
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Доказательство. Интегрируя по частям, получаем 

] ‚= | dx - | a-+bcosx dx = 

a (a +- bcos х)"—2 (a +- bcos x)"—! 

dsinx 

= alam + b | (a + bcos x)?! — 
bsinx 6? sin? x 

= na + (a +- bcos x)?! —(a—I) | (2 + bcos x)” 4х, . 

откуда, используя тождество 

' b? sin? x = — (a? — 6?) + 2а (а + 6созх) —(a-+ 6 созх)?, 

находим 
— b sin x 2 pe _ _ Ina = Ona + a + (at — в — IT, 

— 2a (n — 1) | Pa (n — 1) | 

bsin x 

(n — 1) (a? — 62) (a +- bcos x)" т 
(2n — З)а n—2 

т (n — 1) (a? — 64) BR "1 — (п — 1) (a? — 6?) 
Таким образом, 

_ b ; _ (2n — 3) a , __ п 2 

A=— (п — 1) (a® — 6°)’ B= (п — 1) (a? — 5)’ C= (n — 1) (a? — №) ° 

Г. = — 

[н—2. 

Найти интегралы: 

203 sin xdx 

| | cos x V 1 + sin? x 

Решение. Полагая cos x = & имеем 

\ sin xdx _ dt 

cos ху 1 +- sin? x T= 

Если t > 0, то 

-{_2_--| Van “ут - 

1 V2 9 | м У Ис 

Если же [< 0, то 

| 

5 ут —1|+¢. 
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Объединяя оба ответа в один, получаем 

sin xdx Lp V2tV2=F# С 
cosx УТ + sin? x — Уз |¢| 

1 V2+V1-+ яп x ( л 
= уз In [cos х | +C re Zt kn). 

204. | sin? xdx 

а) costxV tax ° 

Решение. Произведем замену переменной, полагая tg x = 23; 

kn<x< {м (Е =0, £1; +2, ...): 

3 
sin? x _ > _ 2 _ 9/__ dt ана = | te de = [рн = 2\ ta 

Используя решение примера 145, получаем 

sin? x 1 В — | 
| wot Vee ах = 2t — Vr arctg as — 

_ #+tV2+1 _ tgx—1 _ ye in УЕ +C=2Vtgx Ут arctg Vie 

_ 1 tox +V2tgx+1 

2V2 In tgx—V2tgx+1 + 

sin x 
205. 

V 2+ sin 2x 

Решение. Используя тождественные преобразования, получа- 
ем 

Sinxdx _ _ _ 1 d (sin x +- cos x) 

V 2+ sin 2x 2 J) УТ (sinx + cos x)? 
1 а (sin x — cos x) 1 . 

>" = ——> n (SIN xX COS x 
2 | V 3— (sin x — cos x)? ( + + 

sin x + Иа sin dx) + > arcsin a + С. 

ах , , 
206. | ГГесосх » СПИ: a) Oxce<1; 6)=>1. 

Решение. Положим t=tg>; (Qn —Il)n<x<i(2n+ 1)ax 

(n=0, 1, +2, ...). Тогда 

Г= | ее =) TT ° 

Oris 

2 tVi—e о ИГ 
а) Г = = arctg = +C,= —_ arctg УЕ + С». 



По аналогии с решением примера 187 находим 
——, Хх 

_ 2 21 x+n ; 
[= У arctg Vitae +7 | 5 |+¢, ХЕ (2n+-1)x; 

[(2n + 1) л) = lim / (x). 
x ->(2n-f-1)at 

e+ | 

! You 
6) [= In ———|+C, x A2Qnn+n. 

yet— | Vet 
+ e— | 

dx 207. | @есзх’ СИ O<e<l. 

Решение. Применим формулу, полученную в примере 202. 
Полагая там а = 1, b = в, п = 2, получим (см. пример 206): 

dx 1 —esinx dx I(x) = | ре та] 1 ecosx + | 1 + ecos x |= 

Vi—etg — 
1 — esinx 2 2 

~ (4584 + Sq arcle Vite 

27 X-+ 2 +73 | on +6, x-%2nn+ Л, 

[(2nn-+- nm) = lim J (x). 
х-2пл--п 

cost EEO 

208, \ dx 

sin?! 2—6 
2 

cos 18 

Решение. Положим при xa+2nn t= ——- 
sin 5 

1 cos adx 
Тогда di = — > а х—а 

sin 

И 

cost EEO 
п te 2 (mi -— 4c 

sintt! #— а а п с05 a 

5 cos 9 ” 

я ыы ==) +6 (cosa = 0). sin— 
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209. Вывести формулу понижения для интеграла 

sin =— ° 
2 

Г. = > == ах (п — натуральное число). 
sin 

2 

. xX—a . x+a—!l 
Решение. Обозначим { = sin—— , (sin — } и рассмотрим 

интеграл 

sin? =! _ ins 

— = n—2 (12 __ — п 2 а | (Idx = |1 — = 4 
sin 

2 

Так как df = — 194% ‚ то 
2 sins ES 

1,—In-2 = —2 ип xdt = 2 | "2 [sin a — (sina + sin x)] dt = 

= 2sina | t'—*dt — 2 | #"—2 (sin a + sin x) dé, 

откуда 

I, = 2 ne jn—1__ 9 ( jn—2 (sina -++ sin x) sina dx = 

a 2 sine X12 
2 

— zane jn—1 __ 2 | rte — 9 | jn—2 (sina -++ sin x) sina —ildx= 

a 2 sin? Е e 
2 

_ 2sina jn—l о] 
== — Zino 0, 

где 

(sin a + sin x) sina — 2-9 

= —2 | fr а ea dx = 
2 sin sin 

2 2 

___ 2|#- sin? а + sin хзта — 1 + cos (x + а) dx = 

= cos а — cos x 

— __ „—1 COS а (cos xX — cos a) — и —_ 
2\ oa og aX = 2 cosa | 4х = 2/1 cosa. 

Окончательно имеем 

Г. и 2] ,—1 COS а (n > 2) 
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$ 5. Интегрирование различных трансцендентных функций 

210. Доказать, что если P (x) — многочлен степени п, то 

Pl (x) 
a2 

P pt) 

реак = one | POD + ses +(-— 1) ac [++ 
a 

Доказательство проводится методом интегрирования по 
частям. Имеем 

| P (x) ехах = = e*P (x) — = | e%* P* (x) dx = 

= — etP (x) — + (= em P! (x) — + | eax P" (x) ax) — 
а а 

— en ( P (x) __ р’ = | esp” (x) dx. 

a а? 

Применив метод математической индукции, находим 

а? qkt! 

(ky 

+ De } ег (xydx = (Rn). 

Положив k = п и приняв BO внимание, что Pt! (x) =0, получим 
требуемую формулу. 

211. Доказать, что если Р (x) — многочлен степени п, то 

. , (IV 
| Pwo cos ахах = sing | p(x — — += 3 — ...]+ 

+ S82 pr (x — a + ri —...|4¢ 

и 
, 

р" РИУ) 

ры — —...]+ 
wr (V 4 Sina | prog Ph Ро _ ...] +e. 

Доказательство опирается Ha доказанную выше теорему. 
Заменяя там а на ia, где i = У — 1, получаем 

р" 
+i и: 

Р 
| P(x ея = ве] — РЯ + | 46. 

Пользуясь формулой Эйлера и разделяя вещественные и мнимые 
части, найдем требуемое. 

Найти интегралы: 

212. | хЗезхах. 
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Решение. Пользуясь примером 210, находим 

ee с- 
213. | x7e—*dx. 
Решение. Полагая x? = ¢t, имеем 

| мех = =| x8e—*d (x?) = = | Ве = 

— 73 e * 

5— (x + 3x4 + 6x? + 6) + С. 
—t 

= (—#&—3f— 6f—6) + C=— 

214. | хех sin xdx. 

Решение. Полагая sinx = 
ix om bh X 

57 ‚ пользуемся примером 210: 

| хех sin xdx = +) x (e* 10 — ex l—)) 4х = 

1 х | [Хх 1 — 
= le (a — appr)" (7 а—7: \|+e= 

= = [x (sin x— cos x) + cos x] + С. 

215. | xe* cos xdx. 
ef 4. efx 

Решение. Полагая cosx = 
2 

| xe cos xdx = = | x? (ex +4 +4. ext) 4х = 

ГГ, x 2x 2 

=> |e" (three tar) + 

‚ пользуемся примером 210. 

_ x? 2x 2 _ 
+ ere (G5 И-М Та +с= 

= © [2 (яп x + cos x) — 2xsin x + sin x—cos x] + С. 

Примечание. Этот пример, как и предыдущий, можно решать, применяя 
многократное интегрирование по частям, положив (для начала): и = хе”; du = 

= cos xdx. 

216. (cos? Их dx. 

Решение. Положим Vx = & откуда x = В, dx = 2 Тогда 

| cos? И хах = 2{ tcos*tdt = [#(1 + cos 24) df = + + sin 2¢+ 

+ eos + C= + + п ИЯ + 4-008 (2V%) + С. 
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217. Доказать, что если R — рациональная функция и числа a), 
Qs, ..., а, соизмеримы, то интеграл 

( R(e%*, em, ..., e%*) dx 

есть элементарная функция. 
Доказательство. Напомним, что числа аи, ао, ..., а, Ha- 

зываются соизмеримыми, если отношение любых двух из них рацио- 
нально, т. е. их можно представить в виде 

92 дв 

где @ — действительное число; р;, J; — взаимно простые целые числа. 

Пусть г — наименьшее общее кратное чисел ду, 4, ..., 9,. Тогда, 
AX 

положив в рассматриваемом интеграле e =u, получим 

в (e%*, еазх, ..., вп”) dx = — | R (urs, urs, „.., и Гир) © 

— од 
, 

где п; = -„-— целые числа, а Ф (и) — рациональная функция. Так как 

интеграл от рациональной функции есть функция элементарная, то 
теорема доказана. 

Найти следующие интегралы: 

2х 

218. | oe 
1 + e* 

Решение. В соответствии с доказанной в примере 217 теоремой 

положим e” = и. 
Тогда 

(“a= | тиф Ш С=е—ш (1+) + С 

219. | - “E =: 
Ite? +e3 26 

Решение. Положим е 6 = и. Тогда 

ах = 6{ du =6 | и _ 

+ = и(1 Ни и? - из) — и(1-и) (1-- 42) — 
lte? +e3 tes 

x 

Bd С D в уч | Pe 4 |e? du = A+ 4 Bin(i+e*) + 

+ Darctge® + © та +e®)+4C, 

447



где A=6, В = С = р = — 3. Окончательно 

\ и низы И 1+ | 
1-е? + е3 + е8 

x 

— 3arctg еб + С. 

Решение. Положим ¢ = е*. Тогда 

= Унтт- = a ЕТ 2 УЕ=1 

=In(¢+V@—1)+ 
—| WES 

-+- arcsin = + С = Ш (+ У e* — 1) + arcsin (e-*) + С. 

dx 

Vi-e+Vi-e 

Решение. Положив 6” = и, имеем 

— ди 1 Vi-+u 1 ¢ У! и 

\pitiavicy = dup \ de 
Вычислим один из интегралов: 

\ yitu du = \V1Fad(—+) =— yitu АЕ _ 

221. r= 

ув. ( d(V1+u) Е 4 In Уи, 

u } (УТ-Е м) — 1 и Ут-Еи-1 

4+C=— Vite ++ in О 

Vi-et+1 

Второй интеграл получаем из первого заменой и на —и. 

222. Доказать, что интеграл { Ю (x) ем dx, где Ю — рациональная 
функция, знаменатель которой имеет лишь действительные корни, 
выражается через элементарные функции и трансцендентную функцию 

бак = 1 (25) + С, 
dx 

Inx ° 
где lix= | 
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Доказательство. Рациональная функция представляется 
в виде 

М 
К (x) = On 

где M(x) и М (x) — многочлены. Выделяя целую часть P (x) (если она 
имеется), получаем 

<“ Ani 

2 (х— xp¥ ° i=] 

R(x) =PW+T 
Е 

где т, — кратность корня х;; А; — неопределенные коэффициенты. 
Наконец, интегрируя R (x), получаем 

mR ax 

| R (x) etdx = | Р(х) ах + У У Ак | a = de. 
Е i=l 

Первый интеграл вычисляется /-кратным интегрированием по час- 
Tam (/ — степень многочлена Р (x)). Вычисляя второй, находим 

lie = me = [ма] en ВИ oo 
" \ gow (i — 1) (x — xg)’ (i — 1) (x — xp) + 

а e*dx — мах (__ , 1 __ 

т ет ЕП) 

— a we ee ai + 
(i — 1) (6 — 2) (х— хь? (i — 1) (1—2)... 1 (x — xp) 

qa’? ‘хх x 1 
+ (i —1)(—2)... 1 \ X—Xp — —e [= + 

i—2 a a 

+ (i — 1) (i — 2) (x — 47? Fore =) + 
é 

ага a ей (x—x,) “ 1 

+ (i— 1)! \ X— Xp 4(х— х,) = —е (i — 1) (x — г 

a qi? 

т (i — 1) (i — 2) (x — xp) ro gS Е) + 
‚о ax a! 20 k 

га (х—хь) Ней" *). 

Итак, 

Mp 
| К (x) e*dx = К, (х) + У У Avila, 

1 {= 

что и требовалось доказать. 
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223. В каком случае интеграл \ p(+) ех4х, где p(+) = A+ 

a a 
+ —- ose Л и а, Qy, ..., а, постоянны, представляет собой 

элементарную функцию? 

Решение. Интегрируя по частям, получаем 

уе + 

= Ape* + Qi li ( + agli (22) —B- — + 

a3 1 — ее — an — Gn — 60 — 

т li (@) De ne 

а + = r li (e*). 

Отсюда следует, что если 

Qn 
a, + —*- 4 s+ ses + GH = 0, 

то данный интеграл есть элементарная функция. 
Найти интегралы: 

294. | ( — =) erdx. 
x 

Решение. Интегрируя по частям, имеем 

== (1-4 wr) ede = 

et — Ali (2) — де" -+4Н(е) == (1) +С (0. 
e*dx 

x2? — 3x +2 ° 

Решение. Разлагая рациональную функцию на простые дроби 
и интегрируя, находим 

e-*dx eek е2х 

и = | x—2 dx —| x—1 ах = 

= e* |i oe li (e?4-)) + С (х5Е1, x2). 

226. \ 2S @&— т dx. 

Решение. Выделяя целую часть и применяя интегрирование 
по частям, получаем 

х4е2х 

(x — 

225. | 

2х 

a dx = \ (x? -- 4x + 12) e**dx + | - 92 es — = dx = 
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= (+ +3) (2х—48) end (— |= 
x—2 

= |x? 3x— 8 =” 64е* li (e2*—-?)) + С X= 2). (x8 + P| -- Bde! Hi (22-2) + (x = 2) 
Найти интегралы, содержащие функции In f (x), f (In x); arctg f (x), 

arcsin f (x), arccos f (x), где f (x) — алгебраическая функция: 

227. { In" хх (п — натуральное число): 
Решение. Интегрируя по частям, получаем 

1, = § In" xdx = xIn"x—n J In"! хах = 

= xIn"x—nl,-1 (n=1,2,...), у =х, 

откуда 
n—l I, = xin" х— п (Хх Ш" x— (n—1) Ino) = x In" x— nx In® 1 x + 

+a(n—1)/,-2.= xIn®x—nxtn? x + n(n—1) (x In"? x — 

— (n — 2) 1.3) = x In" x—nx In"! x + n(n — 1) x In? x— 

—n(n— 1) (n — 2) I,-3 = x (In" x —n In"! x + n(n—1) In*™?x— 

— eo. +(— 1)" n(n—1)... 2-Inx+(—1)"- al) +C 

(x > 0). 

ах 
228. | In [(х + a)*** (x + 5)" ] статы 

Решение. Преобразовывая подынтегральную функцию, нахо- 
uM 

x-+a x-+b dx _ 
| int(x+ 4) (x + 6) | (x + a) (x + 5) — 

= || mete) +. net dx = | [In (x + a) d(In (x + 6)) + 

+ In (x + 6) d (In (x + a))] = | аа (x + a)-In(x+5)) = 

= In(x+a)-In(x+b)+C. 

229. ( In? (x + V1 + x?) ах. 

Решение. Применяя интегрирование по частям, находим 

ии Ут я) dx = х 11? (Хх И1- x’) — 

| T+ xt ——_—. 
—2\ sneer ах = хп? (x +V1-+ x?) — 

—{In(e+Vi+x)d(2VI + x8) = xIn?(x + VI+ x?) — 

—2V i+ @in(x+V 1+ x*) + 2x +. 

230. {In(Vl—x+V1 +x) dx. 
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Решение. Интегрируя по частям, получаем 

fin 1 ХИТ х) ах = хш (ИТ Хх ИГ» — 

Щи x я 2 \ yrs (УЕ ут!" 
= xin(VT—2+ViFH—+4f тя У — 

+= | аа ЩЕ = =xlnVil—x+V1+x) + 

+) (Ут дач) (УЕ) 
=xinViI—x+ViFH—++|( joey V t=) a= 

=xInVi-—x+Vi+x—3+4+ —> aresin x + С (|x| <1). 

231. \( (==) ах. 

Решение. Интегрируя. по частям, находим 

Inx №, _ 3 ( | ) = In? x | Зшх 4 
\( х )de=—Jin ха\ та) = 9 + | ga = 

113 x 2 3 In3 x 3 In? x Зтх | 
В. 4-8) = бе — Se a +) = 

— In? x 3 In? x In 4 3 ) = Insx _ Зх _ 
4 = xO 48) ~~ oe 4x2 

Зшх Зах 3х 3 In? x 3 In x 3 
a oe + \ в = ой да ae т C= 

certs In?x + > Inx +7) С (x > 0). 

232. io 
(1 + x*) я 

Решение. Положим пх=и; 4х z- = dv. Тогда (см. при 

(1-Е х2) 2 

мер 11) 
x _ dx 

= —_——, du 
Ут x 

Интегрируя ИСХОДНЫЙ интеграл по частям, получаем 

Inx хх __ а. 
\ x ax УЕ 1 (ХР ИТ- 2?) С 
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233. (x arcsin (1 — x) dx. 

Решение. Применяя простейшие преобразования и интегриро- 
вание по частям, находим 

| xarcsin (1 — х) ах = { (1 — x) arcsin (1 — x)d(1— x) — 

— | arcsin (1 — x) d(1—x) = | tarcsin tdt — 

j arcsin tdf = —< arcsin # — > И —tarcsin ¢ + 2 VI— 

+ = Я = —aresin ¢ —tarcsin # — и —#—[, 

где J = | Рф 
Vi—#— 

Положим ¢ = sin ф. Тогда 

sin 29 = 1 aresin {= Vi—#. _ 1 НИ _Ф_ 1 I= = {sin gdp = => а 
8 

Окончательно имеем 

2х2 — 
i 3 arcsin (1 — x) — Е V 2x—x?+C 

(O<mx< 2). 

| xarcsin (1 —х) 4х = 

234. | xX агссо$ + dx. 

Решение. Интегрируя no частям, находим 

2 2 

J sassy r= | arceos+ (=) — ~*~ arccos Тая _ 

= — arecos —- — 5 И — I sgn x + С (|x| > 1). 
р 

nas, [ее gy. 
(1 — x?) ? 

Решение. Интегрируя по частям, получаем 

x агссо$ Xx 1 arccos x dx 
3 4х = агссо$ xd ( = = 

) м J я) yi-2" | \i-7= 
(1 — x?) 

о six 
236. [ xaretg x-In(1 + x?) ах. 

Решение. Интегрируя no частям, находим 

| xarctg x - In (1 + x?) dx = = | arctg x - In (1 + x2) d(x?) = 
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== s-arctg x (In (1+ 42) 959) — + ( (+ 1) In(1 + 4) — 2] x 

кт 3 arctg x {(x? + 1) In (1 + 48) — #1 — [ In (1 + 94) de 

++) Е = arctg x + + 1) In(1 2) — 8] — 

— и (1 + 22) — 2х + 2aretg x] + + — > arctgx + С = 

= 5 х— (38+ #) arctgx— In (1 + 4) + 

+. == arctg х - п (1-х?) + С. 

237. | ne VIER dx. 
3 

(1 + 49) ? 
Решение. Используя результат решения примера 11 и интегри- 

руя по частям, получаем 

{Petry 5 х) ах = | in(x+ VIF Aa 
(1 + x2) ? 

x — 1 —+ 2 “SSS In(x+V1+ 22) In(I + 2) + С. 

Найти интегралы, содержащие гиперболические функции: 

238. | chtxdx. 
Решение. Применяя формулы понижения степени, получаем 

cht жах = | (1 ева = | (3 +2е2х + char) к = 

— я (5 + shoe + | sh de) + С. 

vera) 

239. {sh x-sh2x- sh 3xdx. 

Решение. Последовательно применяя формулы перехода от 
произведения гиперболических функций к сумме, получаем 

| shx- sh 2х - sh Зхах = -- | sh 2x (ch 4х — ch 2x) dx = 

1 h 6 h4 h2 
= | (sh 6x — sh 2x — sh 4x) dx = a — т ——— + С. 

240. | Vth xde. 

Решение. Положим #= У thx. Тогда х = 

_ 24. 
— Jf? 

1 1-2 

5 ти, = 
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— nat dt =1, I4+¢ = (4 = ти 

нае aid he )—arcteVhe + C (x > 0). 

241. | sh ax - cos bxdx. 

Решение. Применяя последовательно дважды интегрирование 
по частям, находим 

| shax - cos bxdx = sh ax sin bx —— | ch ax + sin bxdx = 
b 

sh ax - sin bx 

b 
— 
нь 

2 

ba chax - cos bx — a | shax - cos bxdx, 

откуда 
аспах - cos bx +- b sh ax - sin bx + С. 

а? +. 6? 
| sh ax - cos bxdx = 

$ 6. Разные примеры Ha интегрирование функций 

Найти метал 

242. ) Е 
1 

Решение. Положим х = —. Тогда 

dx 16 dt 

} wos =~ Sart -—J@—e+ a+) [+a = 
{5 в 1 1 

—— +arctg + + С (x = 0). 
x2dx 

Решение. Применяя метод интегрирования по частям, имеем 

ха4х =\x xdx _ +) __ 
(1 — х2)3 ~~ (1 — х2)з = 7s па a 

_ x | | — x? ax—4-( 4х  _ 
41—24) 4) (м 4) 1-м} — 

_ Jy 1+ Ш = FI wy 3 In | —ah 
где 

l= x*dx =| хах __ x 
= == Tee FT 
_ 1. ах  _ x ЦА 1+ x 

2 1—2 — 2(1 — x?) 4 1—х |° 
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Итак, 

ах xt 8 1 lx 
| (1 — x2)3 — ee — ag ln Toe} С (x + 1). 

dx 
244. \ рати. 

Реш Е ние. Представляя знаменатель в виде | + ^^ + x8 = (x4 -- 

+ 1)? — x4 = (x4 4+ x? (м — 2-1), разложим подынтегральную 
ие на простые дроби: 

1 — +( x24 1 — x? ). 
аа оо + x8 — x2 4+. | 

Интегрируя последнее выражение почленно, получим 

1 
ах — — 

ИИ 
x 

! 
( Ш 4 (5+) 

4 — — == xt xP | («+—) —з 2V 3 

Итак, искомый интеграл равен 

1 x? — 1 1 
sya (ete V3 - > In 

245. ad 45 l/r 

Решение. Произведем подстановку V x = ¢. Тогда 

х ва 20° dis) 
Ия ув 3 )yi—é 

=—ZVI—-#4C=—ZV1—-x1Vx4+C 

246. м 
Vv (1 — x) 

ха -- ху 3+ 

2 — ху 3+1]- 

e4+xV3+1] , a УВ |+ 5 sen x) + С. 

(O<x< 1). 

Решение. Рассматривая подынтегральную функцию как диф- 

ференциальный бином, имеем т = — 1 
> n=l, P= 5 a=], 

m+ 1 
v = —1. Тогда подстановка [и + p— целое) 3 =——|1 при- 

водит к интегралу 

24 

—3\ ег, 
456



который можно вычислить методом неопределенных коэффициентов: 

242 Bz + О 

та | [ат 4*, 

1 
где А = — В = —Р = — -з. Выделяя в знаменателе второго инте- 

грала полный квадрат, получаем 

1 
2 — —- 

Bz +- D 1 2 
J 22—z+1 dz = ‚| 1 \2 3 dz + 

-5) ++ 
| dz 1 +> 5 = In(@@—z4+ 0+ — 73 arctg — = 

dx _ га _ 1. (1 +- 2)? — 1 — 22 
те = 3\ aor => In a -- И Загс Е +C, 

где г= (=—1) (x=40, ¥ 1). 

dx 247. \ WSS 

Решение. Произведем подстановку x°=f¢. Тогда 
ах =+| 

| ieee 3) tWVi+t+e 
(здесь мы воспользовались тем, 

что всегда a <=. = a ‚ где t= 5“). 

(#> 0), 

Полагая далее Ё= и выделяя затем полный 

—— (<0 
квадрат, получаем 

—— — 
| dt =-+/ 
3) tV¥i+iteé 3) V2+z2+1 

_ | dz 
8 ry? 3 

Veta) ++ 
=— In (2 + + t+VFFzF1/4+C 

(¢ > 0); 
1 / 

=—gln(e—y+VA—241\ +e (< 0). 

—— 

| 
> | ТУРЕ 
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Объединяя два ответа в один, окончательно имеем 

2 dt _ 1 241+ 2Vitife 
\ tVi+ite зп 211] + С. 

arcsin x 1+ x? 
248. | 2° poe dx. 

Решение. Произведя подстановку x = sin Ёи интегрируя за- 
тем по частям, получаем 

arcsin x 1+ x? = tdt 

\ x У! — х? dx = | лет sin? { (1 + sin®)dt = = (т sin? 

12 

2 — | чо = —tetgé + In|sint]|+C = 

= + arcsin® x— —* arcsin x + ш|х|-+С (O<|x|< 1). 

249. \ хи 1 In Vx? — Idx. 

Решение. Положим Ё = V x? + 1. Тогда 

фхуз-тшиИ я — Idx = +f 2 In (# — 2) dt = 

=+)\in(@—2)4(4)= tein —2—+t | #4 dt a 

{3 1 / 2 = t_y2 

dx. 
x x 

. ] 250 \ 7S n Vix 

Решение. Интегрируя по частям, получим 

dx — — (In Vix d(V1— x) = 
x x 

уе У1 —х 

1 УГ + [Ут (+ aay) 4% = 

утв x dx 1. ах —_ 

Vi-# ln yes tN aes tales 

1. xdx a x, LA VI # 
хуя. У! ein In x + 

+ -g-aresin x + ~VI=#+6 (O<x< 1). 
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- ах 
251. [ = | “(2+ sinx)? ° 

Решение. Пользуясь теоремой примера 202 
л 

} = --\ {я д = — in 2 +- sin x) л . 
e+ (2+ cos (= —»)} 

1 Cos x 2 dx 

— “32-4 sing +4 Q2+sinx ’ 

последний интеграл вычислим с помощью универсальной подста- 

HOBKH { = tg >; 211 —a<x<n-+2nn (n=0, +1, + 2, ...): 

dx 2 28 5-! 
I(x) = | о япя — 73 arctg уз 

Из условия TI (mn + 2nn — 0) = Г(л + 2пл + 0) аналогично тому, 
как мы поступали при решении примера 187, находим 

+ C,. 

C, = an +C; C=C); 2nn—n<x<cnm-+ 2Qnn. 

Таким образом, 

=| dx _ 1 cos x 
~ J (2+sinx)? 3 2+sinx + 

x 
2tg— +1 

2 4 х+л 
arctg V3 -- уз | = 

T(2nn + л) = lim I(x). 
х-2плл 

I (x) 

+ + C; х = 2пл + п; 4 
ЗУз 

252. \ ах 
sinx V 1+ cosx 

Решение. Произведя подстановку # = Vi + cos x, находим 

a = dé tf A, В, Ct+D 
| sinx V 1+ cosx = 2/ В (t2 — 2) =\(++ 72 + во ) dt, 

где А = 0; В = — 1; С = 0; р = 1. Таким образом, 

ах _ ti 1 t—V 2 — 

) зтх УТ - сх т OV3 0 t+YV2 [+e 

_ 1 1 У 2—V 1+ cosx 

УГ со! т 2V 2 In V 2+V1-+ cos x (x54 kn). 
e 2 b 

253. \ I arctg xdx. 

Решение. Положим x = tg ?¢. Тогда 
21 p bt? \ а arctg хах = | t (a tg*t + 6) dt = + al t- tg? dt. 
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Последний интеграл вычислим интегрированием по частям: 

|2. tgtedt = (98-9 0 (tet) — 

— (tgt—a dt =t- tei— + In|cos#|+C. 

Итак, 

ах В arctg хах = 2—9 arctg? x + a xarctg х — Lin(1 + 42) +C 
x? -+ 1 2 2 

954. \ E+? tn Zot ae. 

Решение. Положим x = tht. Тогда 

a+b 
| Е Е ах = 29 (ath? t+ 6) tat = bf? + 2a\t- th?dt. 

Последний интеграл вычисляем интегрированием по частям: 

(tthe édt = ¢(¢—th = { ¢—thy dt Е. tht + In|cht| +. 

Итак, 

| ax? -+- 6 

x2 — | 
sat 1 | 4 a(x In | —— 

—ш|1— 42|) + С. 

х—1 _ аб уз 
к dx = In In 

955 | sin 2x 

| V1 - cos‘ x 

Решение. Переходим к удвоенному аргументу в знаменателе: 

sin 2x __ sin 2х4х 

V 1 + cos! x 7 \ У cos? 2x +- 4 cos 2x +5 

= о \ d (cos 2x) 

У cos? 2x - 4 cos 2x - 4 

Последний интеграл вычислим, приводя знаменатель к канониче- 
скому виду: 

= — - = 74 46+ 5 
ЕТ УЕ 2-1 ШНУР 4+ 51+ С, 

rye { = cos 2х. 
Итак, 

$2 —In|cos 2x-+ 2+ 2V 1 + cos*x|+C. V 1+ cos! x 

256 \ x3 arccos x dx 

| ИТ — я | 

Решение. Положим x = cost. Тогда 

x3 arccos x Ш __ 3 _ _ . $113 { = 
Vio dx = | {0$ tdt {ta ( 
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= —t(sint— sin® =) { (sine— "4-15 f —sin#) — 

a(S i cost) + C= —VI—# (5 arcoos x— 

3 

— SFE + C(|x1< 1. 
"x4 arctg x 

257. | Е dx. 

Решение. Подстановка x = tg ¢ приводит к интегралу 

{ Ё. tg* ¢ dt, который вычисляется методом интегрирования по частям: 

2. steam dia “T-)—S (t-tet +4) at = 

— cos ft— 

+ eet ig — 1 — 5 — 3 Ш] со | + С. 

Поэтому 
x arct tg? 3 2 StS gy = MA (= yl aretge— E+ 

ас иж). 

= xIn(x +V1-+4 x) 258. 1 = | UTES ae. 
Решение. Интегрируя по частям, получаем 

| d (x? 1 ИТ 
"ноу L + x) 1 = = La — 

a + x 
Последний интеграл вычисляется с помощью подстановки f= 

x 

— Угря _ 
dx = ( dx In 1+V 2 

| (1 — х2) Ут 11-22 oy? 1—y 2 

9 

ly Vi+txet+txV 2 
——— In ———— = 
QV 2 Vi+ x2—xyp 2 

Окончательно имеем 

l= In(x + V1 + x?) _ _ | 

2 (1 — x?) 4y2 

259. | x#(1 + In x) dx. 
Решение. Положим x* = ¢t. Тогда x* (1 + In x) dx = dt. Ta- 

ким образом, 

fx (l+Inx)de=(dt=t+Cax4+C  (х>0. 

In 
VitxwettxV2 —_ rete [+¢ (c= +1). 
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260, (He ay 
Решение. Положим ¢ = е* и применим метод интегрирования 

по частям. Тогда 

| г e dx = \ arene dt = —_+ arcsin ¢ + 

dt | 1-Е У1— В + | Wik = — — arcsin¢ — In ; +C (O<t< }). 

Окончательно имеем 

in е* 
\ a dx = — e~*arcsin e* —In(1 +V 1— е2*) + х-+С 

(— co <x<0). 

261 arctg e2 dx 

e2 (1 + 2”) 

x 

2 
Решение. Положим е“” =. Тогда 

_х 

arcte e? __arctgt _ атс t dx = 2\ at ay dt = 2 | SE di — 
2+ e) 

tgt 
of TE А, ГВ 

Но \ ав) = In УЕ ‚ поэтому 

x 
> —-^ = > arctg ¢ dx _ ор 2 arctge? — (агсее *) + х— ш (1+ е*) + С. 

е? (1- г”) 
( Il-+sinx | 

262. | 1 -- cos x erdx. 

Решение. Интегрируя по частям, получаем 

| l+sinx . нах = | 1 +- sinx d (et) =e. l-+sinx _ 
1 +- cos x 1 ++ cos x 1 + cos x 

l+cosx+sinx, oy. fing _ | e*dx 
— |e. (1 + cos x)? dx =e 1 + cos x 1 + cos x + 

+ e*d (cos x) — px. 1+ sinx —| edx _ _ 
(1 М x)? 1 + cos x 1 +- cos x 

e* sinx 
x dx — 

=‘ я +|= 1 + cos x +o= 1 + cos x + С. 
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263. | [х| 4х. 
Решение. При x >0 имеем 

| de= 4c, 
аналогично при x <0 

—|wdr=—-2 С, 

В точке x = 0 согласно определению первообразной должно быть 
С; = С, = С, где С — произвольная постоянная. Поэтому при всех 
х имеем 

x|x| крах = senxt+ Cal ic. 

264. ({|1 + x«|—|1—x|} ах. 
Решение. Разбивая интеграл на два и пользуясь результатом 

предыдущего примера, находим 

ххх = (1+ хх fj1—x|ddi—x = 

= +214 1+ а-—5 1—1 С. 

265. ея 4х. 

Решение. Рассмотрим случаи: x > Ou x 0. Имеем 

ет х = | etdx=er + С: (х<0); 

( e-l#ldx = | e-*dx = —e* + С, (x > 0). 

Первообразная функция непрерывна, поэтому в точке x == 0 име- 
ем — 1+С, = 1- С:, откуда С, = 2+ С.. 
Итак, 

2—e-*+C, x>0; 
| e—\*\ldx = 

, ех -- С, х< 0, 

где С — произвольная постоянная. 

266. | max (1, д) dx. 
Решение, Рассматриваем случаи: |х|<1и|х|>> 1. В пер- 

вом случае находим 

тах (1, х?) 4х = | 4х = х-- С,; 

во втором 

{ max (1, х?) 4х = \ х2ах = ae + C,. 

Поскольку первообразная функция непрерывна, то в точке х= | 

должно выполняться равенство | -+ Cy = = +C, (при х>0). 
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Аналогично в точке х = —| имеем —1+C, = — = +C, (при 

х<0). 
Итак, при x >> 0 находим 

x+C, O<x<l; 

x3 max (1, x?) dx = 2 пах (1, 2) + +С, 1<х< +. 
При x < 0 получим 

x+C, —l<ox=<0; 

2 | max (1, dx = # 2146, were. 

Объединяя Два ответа в один, имеем 

x+C, lx] < 1; 
2 — { max (1, 2) ах = + — а sgnx + С, |x| > 1, 

где С — произвольная постоянная. 

267. Sp (x) dx, где ф (x) — расстояние числа x до ближайшего це- 
лого числа. 

Решение. [lo определению Ф(х) = |х— 11|; п <х< 

<n+ (п = 0, = 1, 2, ...), поэтому (см. пример 264): 

I(x) = | Фа = (x—n)|x—n|+C,, п < 

< х<п- + . 

Из непрерывности первообразной получаем 

I(n+ z—al(n+>), 

те 2 +С, = —-+Сьы, Сьы = С, +, откуда С, = + С, 

где С = С, — произвольная постоянная. 

Поскольку п < х- > п -+ 1, то п= E + >| . Окончательно 

находим 

ыы 
268. | [x]| sin лх| dx. 
Решение. По определению имеем 

[x]|sinax|=(—1)"nsinnx, ngx<n+1 (п=0. =1-2...). 
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Поэтому 

(— rt 
д 

| [x | sin лх| dx = neosax+C,; n<x<tat+l. 

По непрерывности первообразной в точках х = п -{ 1 должно быть 
__ ра-Ы 

Ё z ncosnx-+C,|| = 
[х=и-Ы 

(— yet? 

= 5 — (a 1) cos mx + Са 
хп’ 

2n + 1 
откуда Си = С, + Е. 

Решая это разностное уравнение, получаем C, = С + = (C = (C)). 

Поэтому 

п 

п 

__ 17-1 

яя x | dx =| 2 cos ax + n| +C; nxx<n+l. 

Так как х меняется в указанных пределах, то всегда n = [x]. Ta- 
ким образом, окончательно имеем 

{ [23 | яп лх| dx = 4] {[x] — (— 1)? cos mx} + С, 
д 

где С — произвольная постоянная. 

269. {f (x) dx, где 

1—x* при |x| <1; 

f(s) =| 1—|x| при |х| > 1. 

Решение. Интегрируя на различных участках, получаем 

[xt + С, при — © <х<— 1; 

\ Fj dx = ~ 

х— 3 +C, при —1<х<0; 

х— + С: при О<х<х 1; 

Го . 
ey + «а при 1<х<-+ oo. 

По непрерывности первообразной должно быть 

откуда С, = С. = = +C,;; Са= = -- С1, где С, — произвольная 

постоянная. 
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] 
Полагая для симметрии в ответе С; = ——-+ С, где С — новая 

произвольная постоянная, получаем 

x3 

5 ЕС, [1х] < 1; x— 

\ f(x) dx = 

xp |+ -5 senx te, 1<|х|< +o. 

270. \f (x) dx, где 

|, если —coo<x<0; 

[(®) = х+1, если 0<х<!1; 

2x, если |< х< + о. 

Решение. Интегрируя на различных участках, находим 

x+C,, если — © <х< 0; 

{ fl) dx =. + х- С» если Ох х< 1; 

| -С., если |< х< + <. 

По непрерывности первообразной полагаем C, = С, = C; — > Итак, 

Г Х-С, если — © < хж< 0; 

ток = |-> +246, если O<Cx<l; 

+++, если L<x<t-+ oo. 

271. Найти f(x), если f’ (x?) = —(x>0). 

Решение. Положим x= V Ё Тогда f’ ()= ==, откуда по- 

лучаем f(t) =2V + С. Следовательно, f(x) =2Ух- С. 
272. Найти | (x), если 

, 1, при О<х< 1; 

| (inx) = | x при 1<х<- о 

и { (0) =0. 
Решение. Положим ¢t = In x. Тогда 

, 1, при — © << 0; 

| о- | ef при O<t< +00. 

Интегрируя, получаем 

tiC, при — << << 0; 

но - | e -- С, при << - ow. 
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По непрерывности первообразной f (1) должно быть Cy = 1 + Cy. 
Поэтому 

, | t+C, при —©<{<0; 

Г = e'—1+C, при O<i<+ ov. 

Произвольную постоянную находим из условия: f (0) = 0. Это дает 
1 — 

273. Пусть | (x) — монотонная непрерывная функция и i" (x) — 
ее обратная функция. 

Доказать, что если 

| f(x) dx = F(x) + С, 
TO 

| К (x) dx = xf" (x) — Ff" (x) С. 

Доказательство. В силу условия теоремы справедливо pa- 
венство х=}( —1 (х)) = F’ (Г (х)). 

Интегрируя это тождество по f—' (х), получаем 

| ато) = FUT (9) + С, 
откуда 

ха о) = af" (9) — Jp (dx = ЕР") + С, 
что и требовалось доказать. 

Рассмотрим примеры: 

а) f(x) = x"(n>0); 6) [(х) =e; в) [(х) = агсяпх; г) f(x) = 
= Arth x. 

Решение. а) f(x) = x* (n> 0). 
1 

—1 п д" 
Отсюда находим {Г (хх) =х и F(x)= FET * 

По доказанной теореме получаем 
i ! — 4 

—1 _ по "п м 
|; (x) dx = x Хх п! — тг * п , 

что подтверждается непосредственной проверкой. 
Аналогично поступаем и в остальных случаях. 

Задачи и примеры для самостоятельного решения 

Пользуясь свойством инвариантности формул интегрирования, найти инте- 
гралы: 

In (1 +- x) — Шх x [In (1 + x) + In (1 — x)]? 
1. \ ая ах. 2. | | ах. 

3 | хах 4 | хзах 

3° Jd зу +1 | 
(1 + x?) 
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| (х8 — 1) dx 6 х—х р 
И тр et) Ve ae 1 

(x8 — x?) dx 5 Зет 8. УГ = Txt dx. 

9. { aresin (sin x) dx. 10. } arccos (cos 2) dx. 

Методом подстановки найти интегралы: 
| 

Vix 
xe eee 

13, ( CED 14. 2х +} 4х. 
x (1 ++ хе”) У (x8 - 2x4 +. 2x? + 1) 

x3 — x 2х6 +. 1 

15. | x8 + 4х4 42-1 dx. 16. | x8 (1 + x?) 

Применяя интегрирование по частям, найти следующие интегралы: 

17. \ cerns’ 18. | arcsin x - arccos xdx. 
V1—x? 

19. х2е* 2рх oj | GDF dx. 20. | xe” sin xdx. 

x* arctg x мах 
1. ах. 22. . и 4 и) 

23. | wide 24. [7 
Jv (x —1)8 (x* — 1)° 
Методом неопределенных коэффициентов найти интегралы: 

. 2х2 — 5 x 2 
25. dx. 26. =} dx. 

° | oe pe (ев) * 
21. ах 27. \ РЗ ay. 28. | 

(x — 1)8 (x? + 1) х (4 + x?)? (1 + x?) 
dx x5 — x2 — | 29. \ 30. 

x? —4х5'-|- 6х3 —4х x5 4 xh +. x8 -х-1 

Найти алгебраическую часть в интегралах: 

3 9—3 2 
gi, я ay 32. \ хх 

(x3 +- х-Е 1)? (x + 1)? (x? + x-+ 1)? 
2 — 5x6 1 — 64x? — 7x8 

3. dx. 34. d у аи ° | ая 
Найти интегралы от иррациональных функций: 

5. (tt а 36. V(x ter?) 
(Vx +1—1)3 2x3 4- 9х2 4- 15x +-9 

a ® —_ 

37. dx . 38. | v=} dx 
(Vxt2+)0VVx+ 2-1 Jxp хе - 32+ 1 
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39. 

41. 

43. 

4 

47. 

49. 

52. 

55. 

57. 

5. | 

40. | Ве + 7x9 + 6x? + 2x + 3 dx 

V e+ex+1 

xdx 
42. —. 

ие VRE RTD \ (x + 2) V + 1 

Иж. 

x8 — x8 +. x -+ 1 

ah У жЩьх--1 

ах 

хи ут м. 

44. . wal 
xV xA+ 1 

У 
Найти интегралы от тригонометрических функций: 

м 

dx 

(cos x - sin x)* ° 

dx 

056 x —sin®x ° 

dx 

sinx « cos x V cos? x -+ sin® x 

Найти интегралы: 

бхз 

х е 4 

(e** + 1)? 
cos xdx 

И cos? 2x 

59. | tg x V cos 2x dx. 

61. 
x2dx 

(x sin x +- cos x)? ° 

dx. 

dx 
48. - . 

sin? x +- cos? x 

dx 
(sin x +- 2 sec x)? ° 

Ух 

53. \ Cos Хх -++ sin x 

} sin 2x 

56. \ sin x ах 

У cos? 2x | 

58. | — , 
sin x y/ cos 2x 

60. | =+ sin x 

J» 1+ cosx 

. 2 

62. \ __ “dx 
(sin x — x cos x)?” 

dx 
° \ sin’ xcosx ° 

54. \ dx 
4+ 3tgx°



Глава IV 

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

$ 1. Определенный интеграл как предел суммы 

1°. Интеграл Римана. Пусть функция f (x) определена 
на сегменте ia, ] и П= а=лх<лац-.... <x, = 6} — произ- 
вольное разбиение этого сегмента на И частей. Обозначим Ах; = хи — 
— x;,4 = Шах Ах,. Выберем в каждом из сегментов [x,, №141] (i = 0, 
1,...,2— 1) точку & € [x,, жа] и составим выражение 

n—l 

Эт — >! (E;) Ах,, 

которое назовем интегральной суммой. 
Если существует конечный предел J = п S,, не зависящий от 

^-—0 

способа разбиения сегмента la, 6] и выбора точек E;, то число / назы- 
вают определенным интегралом функции | (x) на сегменте [а, В] и обо- 
значают символом 

b 

I= \f (ode, 

а функцию f (x) называют интегрируемой по Риману на этом сегменте 
(в собственном смысле). 

Из данного выше определения следует, что если функция f (x) 
не ограничена на сегменте, то она неинтегрируема по Риману на нем. 

2°. Нижняя и верхняя интегральные суммы 
Дарбу. Нижней и верхней суммами Дарбу функции } (х) на сегмен- 
те [a, 6] при фиксированном разбиении II этого сегмента называются, 
соответственно, суммы 

n—l n—l 

$„= DimAx, S,= YM Axp 

где т = ШЕ {7 (%)}, М= sup  {f(x)}. 
xE[x,x¢41] хЕ (x;x144] 

3°. Критерий интегрируемости. Для того чтобы 
функция } (х) была интегрируемой на сегменте [а, 6], необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялось равенство 

_ n—l 

Hin B.S.) = fin os =o 
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где ®; = М; — т, — колебание функции | (x) на сегменте [x,, жи]. 
В частности, непрерывная функция, кусочно-непрерывная функция и 
монотонная на сегменте функция интегрируемы на нем. 

4°. Нижний иверхний интегралы Дарбу. Пусть 
S, = {S,} uS* = {(5,} — множества всех нижних и верхних сумм 

Дарбу, ограниченной на сегменте [a, 5] функции | (х). Числа 

I, = supS,, J* = inf S* 

называются, соответственно, нижним и верхним интегралами Дарбу 
функции f (x) на сегменте [а, 6]. 

Если f (x) интегрируема по Риману на [а, 6], то 

I= [t= I. 
5°. Жорданова мера множества и жордано- 

ва мера нуль. Пусть Х есть некоторое подмножество множества 
всех точек сегмента [а, 6]. Функция 

| |, если x EX; 

9 (x) = 0, если x FX, 

называется характеристической функцией множества X. 
Определение 1. Верхний интеграл Дарбу функции ф (x) 

на сегменте [а, 6] называется внешней жордановой мерой множества Х. 
Определение 2. Нижний интеграл Дарбу функции ф (x) 

на сегменте [а, 6] называется внутренней жордановой мерой множест- 
ва Х. 

Таким образом, если С (x) — внешняя жорданова мера множества 
X, аС (Х) — его внутренняя жорданова мера, то по определению 

С(Х) = inf {Se = > MigAx; = У Ах , 

C (X) = sup {Se = pa MigAx, = > Аж} 

где Му = sup {@(x)}, mip= inf {ФС}. 
XE(xpXi41] XE (xp X41] 

Символом У'' обозначена сумма длин тех сегментов [x;, ма 1 разбиения 
i 

П сегмента [а, 5], которые содержат точки множества X, а символом 
ЗУ" обозначена сумма длин тех сегментов [х;, x;41], все точки которых 

i 
принадлежат множеству X. 

Из определений | и 2 следует, что внутренняя жорданова мера мно- 
жества не превосходит его внешней жордановой меры. 

Для множеств, у которых внешняя и внутренняя жордановы меры 
совпадают, употребляют термин «жорданова мера». 

Определение. 3. Конечная (или бесконечная) система сег- 
ментов (интервалов) {№} покрывает числовое множество Х’, если 
каждый элемент x’ € Х’ принадлежит, по крайней мере, одному сегмен- 
ту (интервалу) множества {№}. 
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Определение 4. Будем называть числовое множество Х 
множеством жордановой меры нуль, если существует конечная система 
сегментов A,, А.,..., А» с длинами, соответственно, 61, 55, ..., бь, По- 
крывающая множество Х и такая, что 

Е 

> i<e, 
i=! 

где = > 0 — произвольное, наперед заданное число. 
При этом предполагается, что для каждого x Е Х существует сег- 

мент покрытия {A;}, для которого х является внутренней точкой; 
таким образом, концы сегментов А; не принадлежат множеству Х. 

Пример. Множество | = _; п=1, 2, | имеет меру нуль 

по Жордану. Пусть = >> 0 — произвольное, наперед заданное. Най- 
1 

дется, очевидно, такое М, что при п > М —<- [для этого доста- 

точно взять М = |= |} . 

Таким образом, начиная с некоторого номера, все элементы мно- 

жества принадлежат сегменту |, =. Каждую точку x, = = 

$5 =1,2,..., №) множества покроем, соответственно, сегментом дли- 
= 

НЫ ont? сумма Длин этих сегментов равна 

1 g g g 
> w= (= — ger) = par <=. 

Все рассматриваемое множество оказалось покрытым конечной системой 
М + 1 сегментов, сумма длин которых < =. По определению это мно- 
жество имеет жорданову меру нуль. 

1. Найти интегральную сумму S, для функции f (x) =1--х на 
сегменте [— 1, 4}, разбивая ero на п равных промежутков и выбирая 
значения аргумента &; (i = 0, 1, ..., п— 1) в серединах этих проме- 
жутков. 

Решение. Длина сегмента равна 5, поэтому Ах, = 2. По 

условию § = * amas ((=0, 1,....п— 1). Так kak x, = — 1 + , 

i++ 1 nu = — 1+ 2 EF, FR) = 148, то 
n—l 

п п 

р — 7 в аня) [Е] 12,5 
2. Для данных функций f (x) найти нижнюю S, и верхнюю $. 

интегральные суммы на соответствующих отрезках, деля их на п рав- 
ных частей, если: _ 

а) f(x) = 8, —2<х< 3; 6) f(x) =V x, О<х<х 1; в) f(y =", 
0<x< 10. 
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Решение. а) В силу возрастания функции f (x) = х3 и непре- 
рывности ее на [— 2, 3], при любом разбиении П = {x =— 2 < 
< х.<...<5х, = 3} этого отрезка } (x) достигает наименьшего и наи- 
большего значений, соответственно, в левом и правом концах отрезка 
[x;, x41], когда x € [x;, ха]. 

По условию Ax, = >. Х; = —2+4+— (¢=0, 1, ..., п). 

Таким образом, 

Принимая во внимание, что 

howe 
i= i=! i=l 

получим окончательно 

| 175 125 < 1 175 125 
Sn = би Тя, Sa = бы Руж. 

Rk k Rk 
\;— ket 1) , Yea b+ +N | Ув eet I 

Способ решения примеров 6), в) TOT же, что и примера a), поэтому ог- 
раничимся лишь приведением ответов: 

эх У, "ХУ: 
10 230 =  10230-27 

B) Si — 10 ’ S,, = 10 

n(2"% —1) п (2”" —1) 

3. Найти нижнюю интегральную сумму для функции f (x) = x4 
на сегменте [1, 2], разбивая этот сегмент на п частей, длины которых 
образуют геометрическую прогрессию. Чему равен предел этой суммы 
при И -— co? 

Решение. По условию х; = Xo (1 = 1, 2,..., п), х = 1, х, = 
р 

п по: 
= 2, откуда 9 = УЗ, х =2" (i =0,1, ..., п). В силу непрерыв- 
ности и возрастания функции f (x) = x* на каждом из сегментов 
разбиения [x;, х44] она принимает наименьшее значение в точке 
x, (Г = 0, 1,.... п — 1), следовательно (принимая во внимание, что 

Ax, =2" (У — 1), 
4 Г nat ot 

S,= 3,2" -2" (f2—1)=(/2—1) 2” = 
i=0 i=0 

_ W3-N)E—1) Ща. ¥ 2-1 
у 32—1 У 35 —1 
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Переходя к пределу при п — со, получаем (разделив предварительно 

числитель и знаменатель на п): 

. ш2 31 
lim S, = 31 135 = 5. 

T 

4. Исходя из определения интеграла, найти | (uv, + 24 dt, где 

2
.
 
—
 

Uy) и g — постоянные. 
Решение. Подынтегральная функция линейна, поэтому, взяв 

при любом разбиении П отрезка [0, Т] в качестве &; среднюю точку 
отрезка [{, &+1] и образовав интегральную сумму, получим, вычислив 
ее, точное значение интеграла. 

t+ ti nw "а 
Пусть & = 5 +! ; тогда S, = = (Uo + gE,) At; = v9 2 At, + = x 

n—l 

x 2 (744 — В) = UT + = (tn — to) = 90 Г + se, Tak как & =0, 

t, =Т. 
В силу сказанного выше 

T 

| (Up + gt) di = oT +£F . 
0 

Вычислить определенные интегралы, рассматривая их как преде- 
лы соответствующих интегральных сумм и производя разбиение про- 
межутка интеграции надлежащим образом. 

2 

5. | x*dx. 
—1 

Решение. Деля отрезок [— 1, 2] на п равных частей и выбирая 
в качестве &, левые концы отрезков [х;, жи] (i = 0, 1,.... п— 1), 
получаем 

= $Y (1+3) =3 (1-9 + 

_ 3 3 (п — 1) 
в [и 2 | ° 

2 
Переходя к пределу, находим | х24х = limS, = 3. 

1 п-со 

9i? 
ni 

1 

6. \ а*Ах (а >> 0). 
0 

Решение. Аналогично предыдущему имеем 

S,=—Ya"= q—l 1 

<0 п(а" —1) 
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Переходя к пределу, находим 
1 

\ a*dx = lim S, = 2—1 
0 

во па 

- aX —1 
воспользовались пределом lim —~— = ша (a>0)}. 

0-0 
wt 

“2 

7. | sin xdx. 
0 

Решение. Поступая по аналогии с двумя предыдущими слу- 
чаями, получаем 

_ & . (пл 
л ms ist л my" sin 4n 

Si = or SINS = ae a = 
{=0 яп =—— 

4п 

за ( м * \ 
__ У 2n . 4 4n 1 

an sin 7 
4n 

Ея ka 
k sin ( me ‘ sin—— 

воспользовались формулой у, sin ja = = 
j=! sin 

Переходя к пределу при П-—> со и принимая во внимание, что 
п 

. 4л . . л 1 - п 
lim = 1, limsin (= —*) = sin-- (в силу непрерывности 
п-со sin л п-со n 

4n 

sin xdx = lim S, = 1. 
N=» 0o 

функции y=sinx), находим 

>
—
 

>]
 

а 

x 

8. | cos #4. 
0 

Решение. Разбивая отрезок [0, х] на п равных частей и пола- 
— — ; x ran & = В = i—-, Получим 

n—| 
5 4 ix 5 4 x 2x 

Sq (x) = 3B cos = (1+ cos + cost +++ + 
cos * sin (= _®_ | 

(п—Пх\ _х 2 2 Qn _ 
+ cos = = 1+ —2 _ 

sin —— 
2n 
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x. x x 
2 cos —- sin (= — 

x x 2 2n 

п + 2n ох 
sin —— 

2n 

Е! k 
cos + VO ig PH k 

. < АИ 2 2 воспользовались формулой » Cos ta = —а 
i=] sin--— 

2 

x . x . x x . x 
—: —— — —- —— |} > SIN— При n> оо, TO Поскольку 5:1 = l, sin ( 5 Sn n-> пр , 

{ cos tdt = lim S, (x) = 2cos = sin = sin x. 
0 Ne» OO 

b 

9. \ т (0<а—<5.. 
а 

Решение. Пусть П — произвольное разбиение отрезка [а, 6] 
точками x, (i =0, 1,..., п). Полагая & = Уххьь OM 4 CE < 
< ми (=0, 1,..., п — 1), получим 

о |1 1 oa 14 i . 

б„ = У [=== MiXj --1 Ро xj Xj4] Xo Xn a 

b 
.. | | 

Таким образом, \ a = Ит5, = —-. 
а песо 

b 

10. | x"dx (0<a<b, m#—}). 

Решение. Выберем точки деления отрезка [a, 5] так, чтобы их 
абсциссы образовывали геометрическую прогрессию: 

X; = №9, № =a, x, = 6 (i = 1, 2,..., п). 

i 

n = n 

Тогда g= у ~. ‚ Х, = a(*)} , = У, f (x;) Ax, (в качестве точек 
i=0 

п—1 

&, берем точки деления отрезка). Получаем 

i n—l t(m-+1) 

[о ” b\ п sole) Ч) = 
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b\” 

(т __ mela) — | 

г т 
= m+1 — ml x 

b п b п (Hy - (a) ~ a a 

m-—- 1 

п 

1 

Х тг. 
Переходя к пределу при Я — oo, получим 

ь b 
pmtl __ jm-+i In = pmtl — ат 

| хтах = limS, = 5 = i 
a fiw» CO m + In __ m + 

a 
b 

п. | ^^ 0<а<5. 

Решение. Полагая x,=aq', & =х,, 9 = И =. пример 10), 

получим 

д 

12. Вычислить интеграл Пуассона | In (1 — 20 со$ x + a?) dx при: 
0 

а) |[“|< 1; 6) ja|>l. 
Решение. Разобьем отрезок [0, л] на п равных частей и вы- 

берем в качестве точек & в интегральной сумме точки деления х,; 
л . - . 

Ах, =—, & =x, Пусть z=e* иг=е *. Тогда 1 — 24 cos x + 

+ a? = (a — 2) (&—2), 
ism _ tsa 

f(x.) = ш(а—е” )(a—e "), 
n—l ism iss п—1 ism 

5. = У infa—e” )(а—е " = шП(а-е")х п = na s=0 
ism 

x (a—e "”). 
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п—1 iss ism 
=> 

Так как I] (a—e ")(а—е ")= (ап — 1) (@а— 1) д 
» TO б, => Х 

© -|- 1 

(a — 1) (а — 1) on х In ar . Пусть |a|<c1; тогда a*-»+0 при п со и 

limS, = 0 

Пусть |a| >> 1; представим S, в виде: 
2n и (51 antl + a) = 2x in|a| + 

a-+ 1 q2n 

л © — 1 ап — | 
тв ° on ) 

2n 

Поскольку —= —1 при п-> со, то limS, = 21 ш|а|=л шо’. 
пс 

Итак, 

0, если jal<l; д 

— 2a cos x + <?) 4х = 
Jina Sx ra’) | tna? если |a| >I. 

Примечание. При решении примера мы воспользовались формулами Эйлера 

é tx — cosx —isinx. e‘*—cosx--+isinx, e~ 

13. Пусть функции f (x) и ф (x) непрерывны Ha [а, 5]. Доказать, 
что 

n—l b 

lim DFE) 9 0,) Ах = (10) 9 (x) dx, 
max Ах,-0 i=0 a 

где x,;<& < x41, х< 0, < мы (1=0,1, ..., a— 1). 

Решение. В силу непрерывности функций f (x) иф (x) их про- 
изведение f (x) ф (x) есть интегрируемая на [а, 6] функция. Далее, 
lf (<) | < М (М >0— const) при x Е [a, 6], а в силу равномерной 
непрерывности ф (x) Ha [а6] \=>0 35>0 такое, что при 

Ах; < 6 09 [%;, x41] < -и = a) (Oo [X;, Xi4-1] —колебание функции Q(x) 

на отрезке [x;, %:41]). 
Фиксируем разбиение П отрезка [а, 6] с Ах; < 6. Очевидно, 

n—l 

Эл = 0; + Vn, где Эл — Pa f (Е) Ф (9;) Ах,, 

п 1 п—1 

в, = я FE) Ф(Е Ах, Va = p> f (E:) [Ф (0,) — @ (1 Ах. 

b 

В силу сделанных замечаний on | f(x) @(x) dx при maxAx,—0, 
a 
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а у,-—-0 при тах Ax,—0, так как справедлива оценка 
n—l 

Iynl<M 219 (6) — 9 (1) | Ax < 
n—l 7 

Me(b—a) _ 
<M чо, м] Ах < M (6 =a) —= € 

при Ах; < 6 (i= 0, 1, .. |). 

Поэтому lim 5, = | f (x) @ (x) dx. 
max Ax,-+0 

14. Пусть f (x) ограничена и монотонна на [0, 1]. Доказать, что 
1 п 

1 |. 1 {fe ax—— УР) =0(+). 
Доказательство. Пусть $, и $„, соответственно, нижняя 

и верхняя суммы Дарбу для функции f (x) при произвольном разбие- 
нии отрезка [0, 1] на п равных частей. В силу монотонности [ (x) на 
[0, 1] имеем 

5—5. == |F (1) —F (| = (+). 
! 

Поскольку 5, < \ F(x) dx<S,, 5, < 5, < S,, где 5, — любая инте- 
0 

гральная сумма для функции f(x) при фиксированном разбиении 

отрезка интегрирования, то \ F(x) dx —— > t (+) = 0 (=) . 
0 k=1 

15. Пусть функция ] (x) ограничена и выпукла сверху на сегменте 
[а, 61. Доказать, что 

b 

(o—a) LOTITO < | Fae <(b—ayt(*$*). 
Доказательство. Так как f (x) выпукла сверху на [а, 6], 

то при любых хи, х. € la, 8] справедливо неравенство 

(аж + Og XQ) > (1) + 5] (хз), если а! >0, а, > 0, a, +a, = | 

(по определению). Выпуклая сверху на сегменте функция непрерывна 
на нем (см. пример 207, гл. II). Гаким образом, | (x) интегрируема на 
la, 6]. Используя свойство выпуклости } (x), находим 

(A) =F (G+ )> зба+9+Ь—9, 
О<Е<Ь— а. 

Интегрируя по Ё в пределах [0, b — а], получим 
b—a ь—а b 

o—ai(2$4)>4] | fla + 8) de + \ 6—9 = [оао 
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(в первом интеграле замена а-- =, во втором 6 —Ё =:). Разо- 
[г b—a 

бьем сегмент [a, 6] Ha п равных частей (Ax = и составим 

интегральную сумму, полагая Ё, = х,: 
n—l n—I 

5, == Yi(a+ St) = (1) +1 8]. 
k=0 

В силу выпуклости сверху ] (x) имеем 

(и =) а +в] > (1 3) 9 +10, 
поэтому 

8 
k=0 

(1—=-)F@ + -FO)| = 

= 24 | Sra оны]. (2) n 

Переходя в неравенстве (2) к пределу при п — oo, получаем (в силу 
интегрируемости ] (х)) 

b 

| F(x) dx > = а) +70). (3) 

Сопоставляя неравенства (1) и (3), находим 
b 

"5" F(a) + FO < J Нок фа“ *), 

что и требовалось доказать. 
16. Пусть f(x) ЕС®И, + оо) и 1(х)>0, fh (Xx) oO, РГО< 

при хЕ [1, + co). Доказать, что Sr) = p10 + | rovde+ О (1) 

при п- оо. 
Доказательство. } (x) — возрастающая на [1, + со) функ- 

ция, выпуклая сверху на отрезке [1, п], где п — любое нат ральное 
число, а [’ (x) монотонно убывает, поскольку /” (x) < 0 на Ш, + oo) 
(выпуклость сверху слелует из условия [” (x) < 0). 

Рассмотрим отрезок [1, п] и разделим его на отрезки [ж, x] с 
длинами ух. = 1 каждый (Е = 1,2, ..., п). В силу выпуклости функции 
на каждом из элементарных отрезков. имеем (см. задачу 15) 

(ee) у. 
+ FO) < | дак ИЕ 

Xe] 

Суммируя неравенства (1) по Кот 1 до п, находим 

(1) 

TY C0 +e < << У (= oe ). (2) 
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п n-+-l 

Очевидно x2 (f (жел) + f (%,)) = 2 f (xn-1) — + (f (%o) + f (%n))- 

Таким образом, в других обозначениях (f (x) =f (1), [(*ь) = fF (A) 
имеем 

SiOz) +f < JFGyade. (3) 
С другой стороны, по формуле Лагранжа имеем 

У) = Y fea) ++ УР, (4) 

k= k=l kool 

где x.1<§&, < кв * 

У Е a Xk _ у f (x,) __ 5% я (9,), (5) 

k=l ka] k=l 
Xp_1 + Xp 

где — “5 <0,< x;,. 

Из (4) и (5) получаем (складывая левые и правые части равенств 
и деля результат пополам) 

- Xp_1 + Xp as 1 

УК —5 ) = rd — 7%) +) + 

+: G)—F ©). (6) 
Поскольку & < 6,, а [(х) монотонно убывает, то 

7 2 GPO) < BF Ge) —Р = 

ЕР) < Ра) = 0 (0). (7) 
Из (2), (6) и (7) получаем 

Гоа < УЦ") < Уна - ++. © 
| k=] = 

Сопоставляя неравенства (3) и (8), находим 

|169 ах= НЮ - + O(1), или 
} = 

Уно - [Pepe + 9+0) 
— | 
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17. Пусть f (x) ЕС” la, blu 
b n 

— _ b—a \' Е (6 —a) , A, S r(x ax - УГа+ —*) 

Найти lim nA,,. 
Tl» OO 

р. Е (6 — 
Решение. Обозначим x,=a-+ 

т = inf {f’(x)}, Me= эр _—_{f"()} 
xE [хь—1,хь] x E [xp—p Xp] 

и запишем A, в виде 

п “k п  *k 

= У | (а — ола = Х | (бра, 
k=l Xp—l k=1 Xp_l 

где х< < Х,, % =a. 

Принимая во внимание неравенства 

My (x — Xp) < (х— ху [ (Е) < ть (х— %}), 
получаем 

(b —а) 5, (6 —а) 5) 

< А S —— 

rae S „и$„ — соответственно нижняя и верхняя суммы Дарбу для функ- 
ции f’ (x) на сегменте [a, 5]. В силу интегрируемости f’ (x) находим 

b 

lim nd, = —-P>") { p (x) dx = (а) — FO). 
п-со 

18. Доказать, что ограниченная на сегменте [а, 6] функция } (x), 
множество точек разрыва которой имеет меру нуль по Жордану, ин- 
тегрируема на этом сегменте. 

Доказательство. Пусть 2’ >> 0 наперед задано. Покроем 
множество точек разрыва функции f[ (x) конечной системой сегментов 

k 
{Aj} (j = 1, 2,..., К) с длинами 6; (7 = 1, 2,..., К), такими, что S16; < 

j=l 
< =’. Концы сегментов А; вместе с точками х = au x = фобразуют He- 
которое разбиение II, сегмента [а, 6}. 

На каждом из сегментов этого разбиения, не являющимся сегментом 
A;, функция непрерывна (а значит, и равномерно непрерывна). Поэтому 

каждый из этих сегментов (обозначим его A;) можно разделить на части 
(подсегменты), на каждом из которых колебание функции ®;< г", 
где =” > 0 — произвольное, наперед заданное. Присоединяя к точкам 

разбиения II, точки деления сегментов A,, получим некоторое разбие- 
ние II, сегмента [а, 5]. Пусть длины сегментов, на которых колебание 
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функции меньше =”, равны т;. Тогда для разбиения II, имеем (индекс 
суммирования обозначим буквой К) 

2 0,A%, = > 0/6; + 204%, < а, b} 8 +e" Uy < 
1 J 

< ;[a, 5] =’ + =” (6 —а), 

где ;[a, 5] — колебание функции f(x) на сегменте [a, 6]. Взяв 
Г & ” & 
< бое. В, #" < Iba Me = > 0 — фиксированное, наперед 

заданное, получим 

= = = 
У 0,AX,< >  —- = =. 

Е 

Для функции } (x) выполнен критерий интегрируемости. 
19. Доказать, что если две ограниченные на сегменте la, 5] функции 

f (x) иф (x) совпадают между собой всюду на нем, за исключением, 
лишь множества точек жордановой меры нуль, то либо обе эти функ- 
ции интегрируемы Ha [a, 6] и 

b b 

\ F(x) dx = [909 dx, 
либо обе они неинтегрируемы Ha [а, 65]. 

Доказательство. Обозначим 

N = max {sup |f (x) |, sup| Ф (х) |}. 
agx<b 

Пусть Х = {x} — множество точек жордановой меры нуль, Ha KOTO- 
ром } (x) == ф (x). Покроем это множество конечной системой сегментов 
A; (j = 1, 2,..., К) с длинами, соответственно, б;, такими, что 

< Е 

28 <. ]== 

где = > 0 — произвольное, наперед заданное. 
При любом разбиении П сегмента [а, 6], в которое входят сегменты 

А;, имеем 
_ _ K K 

1S; — Sol < 2 | Mir — Myol 8) <2N 28, <; (1) 
/= = 

K K 

[S;—Sol< [ти — mig |6, < WW YH <e, (2) 
j= j= 

где Эри So — верхние суммы Дарбу функций f (x) иф (x), Зи So — 

нижние суммы Дарбу этих функций при разбиении Ц сегмента [a, 6]; 
Му, Mig — точные верхние грани функций } (x) и M(x) на сегментах 
Aj; тд, ту — соответственно точные нижние грани этих функций 
на A; (суммирование производится только по сегментам А;, так как 
на остальных сегментах разбиения П}{(х) =Ф(х) и My —Mjg = 0, 
ту — тю = 0). 
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Поскольку пределы верхних и нижних сумм Дарбу для ограничен- 
ных функций существуют, то из (1) и (2) получим 

lim S; = lim Sy: 
АР or (9) 
lim S; = lim So. 4 
a А ло (*) 

Пусть [ (x) интегрируема на [а, 6]. Тогда 

А^-0 А-0 — 

следовательно, в силу (3), (4) и lim So = lim So: т. е. Ф (х) интегри- 
~ +0 — 

руема, причем 
b b 

годах = lox) dx. 

Если же f (x) неинтегрируема на la, 5], то 

A—+0 А^-0 — 

Поэтому в силу (3), (4) 

lim Sy 52 lim Sy 
A—+»0 A—-0 — 

и функция ф (x) также неннтегрируема Ha [а, 6]. 
Из доказанного утверждения следует: 
если функция | (x) интегрируема на сегменте [а, 6], то, не изменяя 

свойства интегрируемости и самого значения интеграла функции 
f (x) на сегменте [a, 6], ее значения на множестве жордановой меры нуль 
можно заменить произвольными конечными значениями. 

П р имечание. При определении интеграла Римана функции f/f (x) на сег- 
мент a, 9] предполагалось, что эта функция определена во всех точках сегмента 
а, b 

Пусть ограниченная функция f (x) не определена на множестве Х точек сегмен- 
та [a, 6] жордановой меры нуль. Образуем функцию 

_ ( f(x), x@X; 

x€(ab} | p(x), хЕХ, 

где @ (x) — произвольная ограниченная на множестве Х функция. Если F (x) ин- 
тегрируема на [a, 5], то скажем, что f (x) также интегрируема на [a, 65], и полагаем 
по определению 

b b 

годах = | Ех. 

20. Пусть Х, — множество всех рациональных точек сегмента 
[0, 1], ф (x) — характеристическая функция этого множества. 

Доказать, что всякая верхняя сумма Дарбу функции равна |, а 
всякая нижняя сумма Дарбу этой функции равна 0, 

484



Доказательство. AY произвольном разбиении П сегмента 
[0, 1] каждый сегмент [х;, жи | будет содержать как рациональные, 
так и иррациональные точки, поэтому для функции ф (x) 

M,= sup {9()}=1,m,= inf {09} =0, 
хЕ [xpxj41] xE(x;,xj44] 

следовательно, 
п п 1 

$, = 2 М Ах, — l, Ул — = m,Ax, = 0. 

= — =0 

21. Пусть F (x) и G(x) — интегрируемые функции на сегменте 
[0, 11, причем на этом сегменте F (x) < G (x). 

Если функция f (x) равна G(x), когда х принадлежит множеству 
Х, из предыдущей задачи, и равна F (x), если х не принадлежит X,, 
то показать, что 

1 1 

If = | G(x) dx, Ly = | F(x) ах, 
0 0 

где [+ — верхний интеграл Дарбу функции f (x) на [0, 1], Jo? — ниж- 
ний интеграл Дарбу функции ] (x) на (0, 1]. 

Доказательство. Напомним читателю, что по определению 

I; = inf {Ss}, Те = sup {Ss}, 

где {S;} — множество верхних, a {Ss} — множество нижних сумм 
Дарбу функции ] (x) на [0, 1]. Очевидно, функцию ] (x) можно предста- 
вить в виде 

f (x) = @ (x) G (x) + (1 — 9 (x)) F (x), 
где ф (x) — характеристическая функция множества X,. При произ- 
вольном разбиении П сегмента [0, 1] каждый сегмент [x;, жи] (i = 
= 0, 1, ..., п — 1) содержит как рациональные, так и иррациональные 
точки, поэтому (учитывая, что F (x) < G (x)): 

n—l 

S;= № sup {G(x)} Ax, = Sa, 
i=0x€ [хр] 

где Sg — верхняя сумма Дарбу функции С (x) на сегменте [0, 1] при 
фиксированном разбиении Ц. 

Аналогично 
n—l 

S; = > inf {Е (x)} Ах; = Sr, 
— f=0 хе [xpxj41] 7” 

где 5; — нижняя сумма Дарбу функции F (x) на сегменте [0, 1}. 
Из полученных равенств находим 

inf {5} = inf {So} = 16 = | G(x) dx, 
0 

1 

sup {S;} = sup {Sr} = [ьр = \ F(x) ах 
0 

в силу интегрируемости функций F (x) и С (x). 
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22. Пусть X, — некоторое множество точек сегмента [0, 1] и Х, — 
множество точек Ha том же сегменте, не имеющих общих точек с Xj. 
Если каждая точка сегмента является предельной точкой множества 
Xj, а также множества Х., то показать, что результаты двух предыду- 
щих задач остаются неизменными при замене X, на Xj. 

Доказательство. Если каждая точка сегмента является 
предельной точкой множеств X, и Х», то в любой ее окрестности най- 
дутся точки этих множеств. Таким образом, при произвольном раз- 
биении П сегмента [0, 1] каждый частичный сегмент [х,, хи] будет 
содержать точки, принадлежащие X, и Х», поэтому 

sup {p(x)}=1, inf = {p(x)} =0 
*E[xpxi44] x€ (xpxj-41] 

и получаем Sy = 1, 5п = 0. 

Аналогично доказывается вторая часть утверждения о том, что 
1 1 

= | б(х) ах, «= | F(x) dx. 
0 0 

23. Показать, что разрывная функция f(x) = sgn (sin =) инте- 

грируема на промежутке [0, 1]. 
Решение. Точками разрыва функции f(x) являются x = 0; 

x, = + (k = 1, 2,...). Функция ограничена. Она He определена в 

точке х = 0. Положим по определению 

f(x), если х=0 
Е (x) = 

любому конечному числу при х = 0. 

Функция F(x) ограничена на отрезке [0, 1], а множество ее точек 

разрыва {x =0, % => (k= 1, 2, ..) имеет жорданову меру нуль 

(см. п. 5°, пример), поэтому она интегрируема. Поскольку f (x) He опре- 
делена лишь в одной точке, то (см. примечание к № 19) она также ин- 
тегрируема на [0, 1], причем 

1 1 

\ f (x) ах = 129 dx. 
0 0 

24. Доказать, что функция Римана 

0, если х иррационально; 

x)= 1 т 
9 (%) —, если х = —, 

п ft 

где ти п (n > 1) — взаимно простые целые числа, интегрируема Ha 
любом конечном сегменте. 

Доказательство. Рассмотрим сегмент [а, 6] и пусть К = 
== (|, 2, ..., Ao}, Где Ро >1 произвольное, фиксированное, — мно- 

486



жество натуральных чисел, а х, — число значений т, принадлежа- 
1 

щих сегменту [Ra, kb], (1 < k < Ry). Очевидно, равенство ф (x) = >= 

может выполняться не более чем в х, точках. Взяв, если понадо- 
бится, №, настолько большим, чтобы было хь, 52 0, можно утверж- 

дать, что при любом разбиении сегмента [а, 5] равенства ©, =—, 

где ®«; — колебание функции Ф(х) на сегменте` разбиения [х;, xi+1], 
будут выполняться не более чем на 2х», сегментах. Если п > №, 

то —<-—=. Поэтому, взяв разбиение II сегмента [а,6] Ha т 
0 

частей, где пу > 2х Ко, получим, что не более чем на 2х» № сегмен- 
1 | 

тах разбиения —- < ®;<. 1, на остальных же сегментах ©,<>-. 
0 0 

Пусть для разбиения П выполнено условие Ах, < 6, где 5>0 фик- 
сировано. Тогда, суммируя по всем сегментам разбиения, получим 
оценку 

—1 
me b—a 

0 

> w,Ax; — > w;Ax; + > ‚Ах; < 2х» Rod +- Г 

i==0 i i 

(символами D> и» , соответственно, обозначены суммирования по 
i i 

1 
сегментам, на которых @;<1 и o,< в, . Пусть = > 0 — произволь- 

0 

2 (b —a) 
& 

И ВЗЯВ ное, наперед заданное. Подчинив Ry услсвию № > 

, = 
разбиение II’, для которого 6 < в, получим x @Ax,<e. Для 

функции Римана @ (x) выполнен критерий интегрируемости. 

b 

Примечание. Легко показать, что | p(x) dx = 0. В самом деле, в силу 

b a 

интегрируемости @ (x) имеем {9 (x) dx = lim 5’ где 5, — нижние суммы Дарбу 
0 = 

а 

для функции ф(х) на отрезке [а, 5]. Но при любом разбиении П отрезка [a, 6], 
а 

очевидно, S, ==0, поэтому | ф (x) dx =0. 

а 

25. Показать, что функция f(x) = _- — —- ‚ ели х=0 и 

7 (0) =0, интегрируема на сегменте [0, 1]. 
Доказательство. Функция] (x) ограничена на [0, 1] (| f (x)|< 

< 1), а множество ее точек разрыва {x = 0, x, =>) k=], 2, ..] 

имеет жорданову меру нуль (см. п. 5°, пример), поэтому она инте- 
грируема на [0, 1]. 
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26. Доказать, что функция Дирихле 

0, если х иррационально; 
% (x) = 

], если х рационально, 

неинтегрируема на любом сегменте. 
Доказательство. Пусть [а, 6] — любой сегмент, а П — 

произвольное разбиение этого сегмента на части. Выбирая на каждом 
сегменте разбиения [х, м4] иррациональное Ё&, получим S, = 

n—| 

= 2 Х (E;) Ах, = 0; lim S,, = 0; выбирая Ё, равным рациональному чис- 
a0) — 

лу, имеем 

n—l 

S,= > X(&) Ах = b—a, limS, = 6 —a. 
i=0 A—-0 

Результат зависит от способа выбора точек £;, поэтому функция Ди- 
рихле x (x) неинтегрируема на [а, 6]. 

27. а) Пусть функция f(x) интегрируема на [а, 6] и [,(х) = 

= sup {f(x)} при x,<x< ма, где х=а-- — (( =0, 1, ..., п; 

b b 

n=1,2,...). Доказать, что lim | f, (x) dx = | f (x) ах. 

6) Доказать, что если функция f(x) интегрируема на [a, 6], то 
существует такая последовательность непрерывных функций ф„ (x) 

с с 

(п = 1, 2, ...), что | f(x) dx = Шт \ @, (х) 4х при agcc<b. 
NSO g 

a 

Доказательство. a) Рассмотрим 

b n 

(faydx= > J f, (ax, 
а k=] — 

b b ь 

lim S, =| f(x)dx, то lim J f, (д 4х = | f(x) ах. 

6) В силу интегрируемости f(x) Ha [a, 8] она ограничена Ha этом 
сегменте. Рассмотрим разбиение П сегмента [а, 6] на п равных ча- 

стей и пусть x,;=a-+ ee . Тогда согласно примеру 350, гл. 1 

функция ф„ (x) = sup {1 (=)} при х, < х< xXi41 непрерывна слева Ha 
х:.<%5<х 

сегменте [x;, x41]. На основании а) имеем 

с с 

( F(x) ах = lim | @, (x) ах, 
a 

где с — любая точка сегмента [а, 6]. 
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28. Доказать, что если ограниченная функция f (x) интегрируема 
на отрезке [а, 5], то ее абсолютная величина | f (x) | также интегрируе- 
ма на отрезке [a, 5], причем 

b b 

IS F(x) ах] < (1169 | ax. 
a 

Доказательство. Так как колебание функции f (x) Ha 
отрезке [х;, x:41] равно 

о 1 P91) 
TO В силу неравенства 

ЦА”) 1-= РИ FO), x, хе x41] 
получаем 

sup {UFO I< эро ИНКх)-Р|, 
x? x"E[ x; 14-1] x", xX°E[X i411] 

т. е. чл [хр хы < [Хх хи] при любом разбиении П 
отрезка la, 61. В силу выполнения критерия интегрируемости для 
функции [(х) из последнего неравенства следует, что он выполнен и 
для функции | f (x) |. Далее, поскольку — |{(х)|<{@) <| fF (x)|, то 

b b b b 

—| 17%) 4х < 1х) ах < (li) | ах, т. e.| родах < И 

29. Пусть функция f (x) абсолютно интегрируема на сегменте [a, 

Ь], т. е. интеграл | | f (x) | dx существует. Интегрируема ли эта функ- 

ция на [а, 6]? 
Ответ. Нет, не обязательно, поскольку, например, для функции 

о =| 
|, если х рационально; 

— |, если x иррационально, 
b 
| | f (x) | dx = В — а, а сама функция f(x) на [а, 6] неинтегрируема 
а 

(см. пример 26). 
30. Пусть функция f (x) интегрируема на [а, ] иА<{ (x) << В 

при а < х < 6, афункция ф (у) определена и непрерывна на сегменте 
[А, В}. Доказать, что функция ф [f (x)] интегрируема на [a, 6]. 

Доказательство, В силу равномерной непрерывности ф (у) 

на [А, В] \=>03Эбс->> 0 такое, что при Ау, < с ®; < 6—8 ‚ где 

®; — колебание функции Фф (у) на сегменте [y;, и]. Поскольку 
f (x) интегрируема на [а, 6], то для нее выполнен критерий интегрируе- 
мости: для любого наперед заданного положительного числа (в том 
числе для найденного с`® 0) найдется такое 6 >> 0, что при любом 
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разбиении П сегмента [а, 6], удовлетворяющем условию Ах; < 6, 
выполнено неравенство 

n—l 

> Ах, < 0", (1) 

где ©, — колебание функции y = | (x) на сегменте [х;, жа]. Фикси- 
руем любое такое разбиение П и пусть Х’— множество точек сегмен- 
тов разбиения ПЦ, на каждом из которых ©, > с (так как интегрируемая 
функция f (x) может быть разрывна). 

Покажем, что множество X’ имеет жорданову меру нуль. Обозна- 
чая символом У’ суммирование по сегментам множества Х’, имеем (из 

неравенства (1)) 
п 1 

o> a Ax; > > Ax; > 9 x Axi, 
t t==0 

откуда У’ Ах; < в, что и доказывает наше утверждение (в неравенстве 
р 

(1) вместо O можно взять любое, наперед заданное 2 > 0). 
Поскольку Ау; < @;, то приходим к выводу, что почти всюду 

(т. е. на всех сегментах разбиения IJ, за исключением, быть может, 
лишь сегментов множества X’) ®; < о, а значит, и Ay, < ов. Таким об- 
разом, почти всюду 

Е 

9: < д) 

при разбиении П. Обозначая символом У" суммирование по сегментам 
i 

разбиения П, на каждом из которых @; < 5 = ‚ получаем оценку 

=. ‘oe <” * (6 — a) 
Хо: Ах, = >) о: Ах, + № ®: Ах, < oo + bay’ 
{=0 i i ( 

где © — колебание функции Фф[{ (х)] на сегменте [a, 5]. Подчиняя о 
= условию << -,-, получаем окончательно 

п | 
* = & __ 

ХА < +z =F i==0 

Для сложной функции ф [f (х)] выполнен критерий интегрируемости. 
Если условие непрерывности функции @ (у) заменить условием ее 

интегрируемости, то теорема перестанет быть правильной. Пусть, на- 
пример, 

0, если y= 0; 

9 (y) = |, если 0; 9 у = ? 

0, если x иррационально; 

f(x) = tL 
n 9 

если х рационально. 
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Тогда на любом сегменте 

0, если х иррационально; 
ХИ = 

$17 (*)] |, если х рационально, 

а эта функция, как показано в примере 26, неинтегрируема. Таким об- 
разом, если условие непрерывности функции ф (у) заменить условием 
ее интегрируемости, то теорема этого примера не верна. 

31. Пусть функция f (x) интегрируема на отрезке [A, В]. Доказать, 
что функция f (x) обладает свойством интегральной непрерывности, т.е. 

b 

lim \ lf (+h) —f (x) '4х=0, где [a, 6] CIA, В}. 
1-9 а 

Доказательство. В силу интегрируемости f(x) на [A, В] 
п— 

¥e>0 3 6>0 такое, что при Ах; < 6 2 w,Ax,<e. Выберем |h| 
=0 

настолько малым, чтобы a+Ah>A, b 4 h< В. Рассмотрим произ- 
вольное разбиение отрезка [a, 6] ПЦ = {а=ж< жж -.: <x, = 5}. 
Тогда 

п “tf b ; n 

Пре — 10914 Х J |+ — Нах < У ох 
а А 

где @;,, вообще говоря, — колебание функции f(x) на некотором 
отрезке, не совпадающем с отрезком [x;-1, х]. Если взять произ- 

вольное разбиение II’ c Ax,<— и подчинить A условию 1|< 

то 
п 

2 ®;, Vx; < 2, 

так как при каждом { колебание функции рассматривается на отрезке, 
длина которого < 6. Таким образом, \/ = > 0 8 6 > 0 такое, что при 

6 
| 4| <-> выполняется неравенство 

b 

И 8) — 16) 4х <. 

b 

А это означает, что lim {Fe +-h) —f (x)|dx = 0. 
h+0 д 

32. Пусть функция Г (x) интегрируема на сегменте [a, 5]. Доказать, 

что равенство { f? (x) dx = 0 имеет место тогда и только тогда, когда 
а 

| и = ь во всех точках непрерывности | (x), принадлежащих сегмен- 
Ty la, 61. 
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Доказательство. Необходимость. Применим доказатель- 
b 

ство от противного. Пусть \P (x) dx = 0, f (x) непрерывна в точке 
a 

Хо С (а, 6) и предположим, что | (x) == 0. В силу непрерывности 
f (x) в точке x = ху существует такое 5 >> 0, что f* (x) >0 при хЕ 
Е [х, — 5, x) + 6]. Используя свойство аддитивности интеграла, име- 
ем 

b х— 6 х--6 b 

\f (x) dx = | PP (x) dx + рп (x) dx + | P (x) dx > 
п а 4 Хо— Xe 

> }) P(xy)dx=C>0, 
х—6 

где С — постоянное число. Получили противоречие, так как 
b 

| f? (x) dx = 0. 
a 

Достаточность. Пусть | (x) = 0 в каждой точке непрерывности. 
Из условия теоремы следует, что [? (x) интегрируема на [а, 5], поэто- 
му ¥e>0 3 6>0, такое, что $» — Sp < e при любом разбиении 
Ic Ax; < 5, гдеб;* 4 S;:— суммы Дарбу для функции [ (x) на сегмен- 
те [а, 5]. Фиксируем такое разбиение. Тогда на каждом сегменте раз- 
биения [х;, x:41] найдется хотя бы одна точка непрерывности [ (x) 
(если бы [ (x) была всюду разрывна на каком-то сегменте [х;, x:+1], TO 
она была бы неинтегрируема по Риману на этом сегменте, а значит, и на 
сегменте [а, 5]). Так как f? (x) принимает неотрицательные значения, 
то в силу нашего утверждения inf {f? (х)} =0(=0, 1,....п— 1). 

xE[*,.xj 1.1] 

Поэтому Sj:.= Ou $» < при Ах; < 6. Отсюда следует, что 

b 

0 = lim Sp = | f? (x) dx = lim Sp. 
A—0 a A-0 — 

$ 2. Вычисление определенных интегралов 

с помощью неопределенных 

1°. Формула Ньютона — Лейбница. Если функция 
f (x) непрерывна на сегменте [а, 5] и F (x) — любая ее первообразная, 
то 

b 
b 

\ fae =F —F@ =F (|, (1) 
а 

В случае, когда f (x) кусочно-непрерывна Ha [а, 6], имеет место фор- 
мула (1). В этой формуле F (x), вообще говоря, не первообразная, а 
непрерывная на [а, 6] функция, такая, что F’ (x) =f (x) в каждом 
интервале непрерывности [ (x). 
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2°. Формула интегрирования по частям. Если 
Е (x), g(x) € C™ [a, 61, то 

b 

| F(X) g! (x) de = Ноа 
a 

— (g(x) fF (ade. 

3°. Замена переменной. Пусть выполнены следующие 
условия: 

1) функция f (x) непрерывна на сегменте [а, 6]; 
2) сегмент [а, 6] является множеством значений некоторой функции 

x = g (1, определенной на сегменте a < ¢ < Ви имеющей на этом сег- 
менте непрерывную производную; 

3) g (a) = a, 5 (В) = 5. 
При этих условиях справедлива формула 

в 
} f (x) ах = \ Не lg’ (9 at. 

4°. Интегрирование комплекснозначных 
функций. Если z (x) =ф (x) Е ЕТ (x) — комплекснозначная 
функция, где ф (х) ит (x) — интегрируемые на сегменте la, 5] фун- 
кции, то по определению 

b b b 

\ 2(x)dx = | p(x) dx +i | p(x) de. 

a 

b b b b 

Таким образом, | ф (х) ах = Ве | 2 (x) dx, | (x) dx = т | 2 (х) ах. 

При вычислении определенных интегралов иногда полезно пользовать- 
ся формулами Эйлера е* = созх + i sinx, e—* == cosx—isinx. 

Применяя формулу Ньютона — Лейбница, вычислить следующие оп- 
ределенные интегралы: 

sh 2 

dx as. | a. 
bi Vite 

sh 2 

Р Очевидно | 4х =In(x+V14+x2 a2 ешение. Очевидн } Vise = У 

$ 

sh2+ VY 1-+ $22 _ sh 2 ++ ch 2 in? = 1 

shi-+ VY 1-+ sh? 1 sh i-+ ch 1 е у 

2 
34. | 11—x | ах. 

0 

Решение. Представим интеграл от функции на отрезке [0, 2] 
в виде суммы интегралов на отрезках [0, 1] и [1, 2], на каждом 
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из которых подынтегральная функция знакопостоянна: 

2 | 2 
(1—х)2 |° х— 1) |? Пия а-яе+| @—Ide= |. 

1 
ах 

35. } x? — 2x cosa - 1 (O<a<n). 

Решение. Очевидно, 

1 1 I—cos @ 
| ах _ d (x — cos a) _ | dt 

J x2—2xcosa-l = ' (x—cosa@)?+-sin?a — Ptsinma = 
—|—cos —1 — 

1 1 — cos a 

_ эта (arctg sina + arctg 
1 +- cos @ — 

sin @ 

1 a by a л 

~ sing (F+3-4)= Эта‘ 

36. Доказать, что если непрерывная на отрезке [а, 6] функция 
“ а 

у=](х) в симметричных относительно прямой х = 5 точках 

принимает равные значения (5 этом случае говорят, что кривая у = 

. a+b 
= f(x) симметрична относительно прямой х=— |, TO 

/ 

a+b 

b 2 

| Flxydx=2 ( Гоах 

Доказательство. Из условия следует, что f(x) =f (a+ 
+ b—x), x € la, 61. 
В силу аддитивности интеграла имеем 

arb 
b 2 b 

\ (х) ах = ПГ + 1ь, где П = \ f (x) dx, I, = { f (x) dx. 
a a a+b 

о 
В интеграле 7, можем положить | (x) =f (a + 6 —) и произвести 
замену а -- 6 — х = & получим 

a+b 

b 2 

I, = | Fa+b—x)dx = \ fOd=h,. 
a+ a 

2 

a+b 
b 2 

Таким образом Vi (x) dx = 2 | f (x) ах. 

494



20 

37. Вычислить / = | dx 
1+ ecosx ’ (0< e< 1). 

Решение. Так как 1 + ecosx = 1 + ecos (2x — x), то в силу 
примера 36 

о 

[= 2\ ae: ° 
0 

Выражая COS х через половинный угол -—-, имеем >, 

1 + ecos x = cos? ~ male + =) + (1 —e) tg? =|= 

— sin? (0 —e)+(1 +2) ote" + |. 

Представив интеграл по отрезку [0, л] в виде суммы интегралов по 
д д 

отрезкам jo, | и |->, л| и подставляя в интегралы преобразо- 

ванные выражения | + ecosx, находим 
я 

2 T—e, x\ 2 Ite x 
7.4 a( Tee’) | a( 4-2 _ 

VY 1—# l—e x \* 1 х)* 1+( ete =) 1+(V Ее сы. 
л — 

_ 4 / 2 Не x = Visas (И 2te Я + ао (У — etg al 

ТУ я (arcte Viz Tre tartg Ут: ie) ae 
1 

38. = | a 1, |o[<1, ab>0). 
/ 2, У (1 — 2ах +- а?) (1 — 2bx +- 6) аз ав 

1 

ах 1 | 

2V ab 9 V (A—x) (B—x) 

re A= 4+, В=> +5, и полагая V (A—x (B—x = 

Решение. Записав / в виде [= 

={(А — х), получаем 

+= Их 
[= — \ = — 

в—1 

at |V + 

at | V4 

at |V = 

| t—1 

va "| Fer | 

___! Vab+1 __! In LAV 2% 

2V ab (sa Уф 1—Yab’ 

495



Ут | _ 1+Vab Я 1, [61 <1 так как 1 |- У в силу условий |@|< 1, |5|<1. 

> 
dx 

39. r= | а? sin? x +- b? cos? x ” (ab + 0). 

Решение. При решении примера пользуемся формулой 

arctg x + arctg — = > son x (x 0). 

Очевидно, 

ах —_ 
а? sin? x + 6? cos? x +

 

| |-
 >.

 | _
 

ga
 < 

e
S
 

+
 

f
a
t
e
 

a 
а
]
 

>.
 | о
 

Ja
 

< 
_
-
 

м. 
4 

l= | ах 

~ J a® sin? x + 6? cos? x 
0 

г
 

р
б
.
 

—
 

<
|
в
|
 

1
8
 

=
 

to
y ><
 

e
n
e
 

= 

>
 

= > (arctg (2. tg “| + arctg (= ctg x) ‘)= 
а
 

= ap (arcte -- + arctg =) == =r sgn (ab) = aT 

40. Объяснить, почему формальное применение формулы Ньюто- 
на — Пейбнииа приводит K неправильным результатам, если 

°а 2 ха а | 
а) |= —, 6) Г of air B) 2 ete) dx. 

Ответ. Во всех случаях функции, являющиеся первообразными 
для подынтегральных в интервалах непрерывности последних, раз- 
рывны на промежутках интегрирования (шх имеет разрыв 

| tg x 
второго рода в точке х= 0; ——arct (5) имеет разрывы рого р vz 8 V2 разр 

д 
первого рода в точках х = --, х=--л; arctg— имеет разрыв пер- 

вого рода в точке х = 0). В случае а) функция } (х) = на от- 

резке [— 1, 1] He интегрируема по Риману. 

. ’ а | 
41. Найти \ = т ) 

—! 1427 
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Решение. Функция F(x) = — не является первообраз- 

1+2” 
ной для подынтегральной на отрезке [— 1, 1], поскольку она раз- 
рывна в точке x = 0. Но F (x) имеет конечные (не равные между собой) 
предельные значения в точке х = 0. Представим интеграл по отрезку 
[— 1, 1] в виде суммы интегралов по отрезкам [— 1, 0] и [0, 1]; полагая 

| Е (x), хе [— 1, 0); 

Е(—0) =1, х=0; 
Е» (х -| F(x), хЕ (0, 1]; 

ret) | F(+0)=0, х=0, 

—— 

1\%) = 
x€[—l, 0) 

1 
а l 2,1 получаем |= ( т ель —з+3= 

—! 1-12” 

= 2 =. 

100л 
42. Найти | У 1—cos 2x dx. 

0 

Решение. Так как V1—cos2x=)2|sinx|, a |sin(100x— 
— x)|=|sin (50n — x)| = --- =|sin(2n— x) =|sinx|, то (см. при: 
Mep 36): 

1007 л 

( V1— cos 2x dx = 100 V2 | sin хах = 200 ИЗ. 
0 0 

С помощью определенных интегралов найти lim S,, если: 
п со 

n—l 
n2 

1 2 
43. ба = a eee +- 

п, 
1 i Решение. Поскольку S,=—- } —, to S, есть интеграль- 

i=] 

ная сумма для функции f (x) = х на отрезке [0, 1] (отрезок разбит 
на п равных частей, а значения функции f(x) берутся в точках 
деления). Поэтому 

] 

limS, = | хах = ca 
2 п-со 0 

1 — =>. 
0 

| | 1 
44 = ит Ра tt Тя: 

п 

1 1 
Решение. $, = — -_; это интегральная сумма для 
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функции f(x) = —— на отрезке [0, 1] при разбиении его на п 

равных частей. Поэтому 
| 

= | =. = In (1 + x) = In2, 

45. S,= эп + р + ste + эти e 

1 
Решение. Так как 5 =— у, xz» TO 

i=l 1+(—} 

| 
. __ а 1_ Л. 

lim S, = | ги = аге хр = -- 

0 

46. S =—(sin= + sin +. .. + sin 1 л пп п n у 

1 
Решение. Так как 5, = 5 эт TO 

i=]! 

lim S,, = {sina = + созлх| = =. 
N=» oo 

р р ... р — ПРР- +n (p> 0). 

п 
1 i 

Решение. S, ==, eek это интегральная сумма для 
i= 

функции f(x) = x? на отрезке [0,1] при разбиении ero на п paB- 
ных частей. Таким образом, 

yet! 
lim S, = | xPdx = тт 

п со 
0 

48. 5. (Ут Ут+- +... +Ут+^). 
| 

Решение. Поскольку S,, ут 
i=] 

1 1 

о Р-! 

х=- (1 ty? *h=+2V2—)). 
п-со 

lim S, = {V1+xdx 
0 

т 
у 

49. S, = 
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1 1 a $ 
— Innl—in п = У in — 

Решение. Представим S, = e =e ‘=! . 
п 

lim — У In n 1 

Так как lim $, =е””” = ©, a lim — In—— = { Inxdx, 
й-со п-со п 

i= 0 

( In xdx 

To lim S, = e° . 
n-oo 

! 
Вычислим Inxdx; подынтегральная функция неинтегрируема 

0 

по Риману на [0, 1], но она интегрируема на всяком отрезке [e, 1], 
(= > 0). Возьмем любую последовательность „>> 0 (г, —>0 при n— 

i i 
—) и определим | Inxdx=lim | Inxdx. Таким образом, 

0 &,70 
n 

1 
| In xdx = lim (x In x — x) |. = —1-- Ит (=, —e,Ine,) = — 1, посколь- 
5 e,,70 0 

ку lim о па = 0. Окончательно lim S, = e—!. 
@---0 n-» oo 

50. „= у f(a+e ра ). 
n 

k=l 

п 

Решение. Представим S, = — "в У ее =“), 
k=] 

b 

| Ро ах (ход рассуждений тот же, что и 
b—a 

a 

при решении предыдущих задач). 
Отбрасывая равномерно бесконечно малые высших порядков, найти, 

пределы следующих сумм: 

откуда lim S, = 
п-оо 

51. S,=(1+—,) мая + (1+) sine + и. 

+ (1+ n—! ) sin “5— x. 
п 

Решение. Поскольку sin 
вп _ № +0" (-„=) (k= 1, 2,... 
n п? ns 

..., 2— 1), To 
n—l n—l n—| в. k . k\ в = р k3 
У) singe = У (ae) ae + У (ae) Gar) = 

n—l 
k. kn / | \ 

=X (1+ nae +O (Gry 
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п 

поэтому lim у (1 + =) O* (=| = 0, — следовательно, lim S, = 

пище решу H)a2[ x0 pe 
] 

я (( эк + adr) = 5-я. 
0 

1 
3 Решение. Так как sin = +0" [-, 1 

п>со 

i 
n 

x =0, то limS, =lim = 1 — 
Ел по n-»co Nn bn 

И 2 + COS —— вЫ 2 -|- cos — 

л 
л x 

=| = (te) 8 wee 2 og 
2 -++- cos x 3+ tg? V3 V о V3 

2 Ve + (re FRAN) 
n2 

(x > 0). 53. S, = 

Решение. Представим $.-жУ V («+5 =) (% += = 

Так как >) 0* (- =)=0. то limS, = и (x+4 =„)= 
tl» CO ti-» со tla» OO k 

1 

= ( («+ dt =x4+—. 
0 

1 2 п. 

п 
9” 9 2 54. S, = г + ++ -—. 

nr n+ 

1 

Решение. Запишем 5, в виде 5, У — 
= 1+ — 

in 
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i 
_ 1 бол, ov _ IN 2 7 

$и— Sn, me Sn = — 3? Я ел ГЕЙ . Оценим $: очевид- 
— - 

" 2n 2 . . . ‚ 
но, S —, поэтому Шт 5, =0; limS, =limS,= 

"< п (n+ 1) < п y песо п п-со п песо я 

i 1 1 бов xy 2% 
= li aw? = | Bde = sy | In 2 

55. Найти производные: 
b b b 

d . 2 . а ° 2 . а . 2 

=z } sin x*dx, 2) —— \ sin x*dx; 3) = | sin х24х. 
а а 

Решение. В первом случае требуется вычислить производную 
постоянного Числа, в остальных двух — производные по переменным 
пределам интегрирования, поэтому 

b 
1) —— 4 ( sin x2dx = 2) — ( sin x%dx = — sina’, 

a a 
b 

3) = | sin x2dx = sin 6°. 

56. Найти производные: 
COS x 

| cos ЛЕ. 

sin x 

ха x* 
d ви, dp dt. d 

a) | УТ 9 | чи: eS 
0 хз 

Решение. Воспользуемся правилами дифференцирования ин` 
теграла как сложной функции (в предположении, что соответствующие 
функции дифференцируемы): 

а ф (х) 

= | ГО@= НОУ ©) (аля a); 
а 

ф (x) 

ef Fat =F ©) — fle 9’ 9 (для 6) и в)). 
oH) , 

а) 4 ИГЕВШ-жутЕя 

Ms 
o 2 (4 -_#_ 4: 

dx J) Vi+t# Vi-+ x2 Vi-+x8 ' 
x? 

d cos x 

в} =~ | cos ЛР = — sin x cos (л cos? x) — cos x cos (x sin? x) = 
sin x 

= (sin x — cos x) cos (л sin? x). 
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57. Найти пределы: 

я 
x 

{ cos fat ( (arctg 02 dt 
. 0 . 0 

a) lim ; 6) lim ——— 
x0 x х---со У--1 

feta) 

B) lim | . 

дно (at 

Решение. Применяя правило Лопиталя (законность его при- 
менения очевидна), имеем 

x 

( cos В x 

a) lim — = lim | cos РЁ = limcos x? = 1. 
х->0 х-0 0 х—0 

x x 

{ (arctg t)? 4 = | (arctg 0)? dt 

6) lim — ут = Jim = 
со x со “Oo | 1 x + + x + И! 

2 2 = lim (arctg x) _ п 

х-ь оо x 4 

Уз 1 

так как lim = = |. 
х->--со V e+ 1 

х 2 а х 3 x 

( eat rs ( | eat Qe" ( edt 

в) lim — = lim : = lim ыы = 
х--- со а х— со + ( eat х---со е 

4 x 

x d x 

2 {ede — Ге’ 
. 0 . ах . е** — lim —=2 lim =2 lim - = 

х-- со e* х---со а ox хо 2 

dx 

. 1 
= о lim Ox = 0. 

х-—--со x 

58. Пусть f(x) €C[0, + <) и f(x) >A при x—-+-+oo. Найти 

lim Г / (nx) dx. 
пс 
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Решен и е. Пусть А * 0. Произведя замену переменной nx = 

= 2, имеем [ f (nx) ах = — | f (z)dz=@,; но ф,„— значения функ- 

ции @ (x) = —- ( Г (г) 42 при х= п. Очевидно, 
б 

lim 1 i (eae = lim ae (1) de= Ш lim f(x) = 
0 

X-»-+0o 

(по правилу Лопиталя). Следовательно, и Фф.>А при п-> о, 
i 

поэтому lim \ {(пх) 4х = А (обосновать законность применения пра- 
fiw 0o 

0 

Busia Лопиталя предлагаем читателю). Если A =O, To доказатель- 
ство тривиально. 

x x 
е 59. Доказать, что { edt ~ Sy при x о. 

Xx 

2x { edt 
Решение. Покажем, что lim = = 1. По правилу Лопи- 

Хх со е 

Xx x : x 

2х [а 2 edt + 2xe* f ef at 
. 0 . 0 0 

таля: lim = lim = lim 1] = 
Xr Co ex" х—со 2 хе Х со хе** +r 

e* 

== lim l=]. 
хХ-со ex? +- 9 хех" + 

sin x __ 

V tgt dt 

60. Найти lim tex ° 

ror Г V sin 24 

0 

Решение. Выражение представляет собой неопределенность ви- 
<; 

да —; применим правило Лопиталя: 

{ УЕ _ 
lim oe — lim cosxV tg(sinx) — 

x-»>-+0 ( Vsint dt x—»-+0 у sin (tg x) 

о cos? x 

. tg (sin x) . sin x 
= lim = lim = ] 

x+>-+40 sin (tg x) x-»-+0 tg x 
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61. Пусть } (x) — непрерывная положительная функция. Доказать, 

[и (t) dt 

что функция Ф(х) = = возрастает при х>.0. 

| f(t) dt 

Доказательство. Покажем, что для дифференцируемой 
функции ф (x) при x > 0 выполнены необходимые и достаточные yc- 
ловия возрастания (ф’(х) > 0 прих > Оиф (x) не обращается тож- 
дественно в нуль ни на каком отрезке, принадлежащем промежутку 
[0, -+ со)). Находим 

x x ° 

xf (x) [ FO at— F() FF dt 
0 

ф’ (x) = x 

(104) 
0 

В силу того, что > Г) > 0 (по условию задачи), нам достаточ- 

( | [0 at)’ 
x x 

но показать, что функция tp (x) = x | f(t) &— | tf (0 4Ё  неотрица- 
0 0 

тельна. 

Очевидно, (x) = ( (x — t) f (0 4&>.0, поскольку f(t) >0, at< x. 
0 

Таким образом, ф’ (x) > 0 при «> 0, следовательно, @ (x) возрастает 
при x >. 0. 

62. Найти интегралы 

: 

г 

а) ([(х)ах, если fe) =| хз при 0<х< 1, 

° 2—х при l<x<2; 

I x при 0¢x<ct, 

6 dx, = _ ) SF x, воли F(x) = 1х <1 
`` при [< х 

Решение. а) Пользуясь свойством аддитивности интеграла, 
имеем 

2 i 2 

( f(x)dx= ( f(x)dx + (Ндах= 
0 0 i 

— x)? | ' @ _ 5 

ot 2 | 6° 

2 
= ах + | (2— x) dx = = 

б i 



Решение 6) аналогично решению а). Получаем 
1 t 1 

(Родах= ( xdx + = ((I—2de= 
0 0 t 

t t ' (l—x? 
i—t 2 

_ № :_ В 1(1— 1) t 
2 |p rn ->. 

= Г (a), ' 63. Вычислить ‘интеграл и построить график интеграла Г = 
рассматривая его как функцию параметра &, если 

л ® 

. sin? xdx 

I (a) = \ 1 + 2a cosx + a ; 
0 

Решение. IIpua == | имеем 
sin? x _ 1 —__ cos? x _ 

1+2acosx+ a? ~~ 1+ 2acosx+ a? 1+-2acosx-+-a? — 

1 __ _cosx + 1-Е @* _ (1-Е @?)? _ 

1 +- 2a cos x + a? 2a. 4a2 42? (1+ 2% соз х - а?) — 

_ 1+2 (1 — a)? cos x —_ 1 2 
492 4a2 (1 + 2a cos x + а?) 2a =” [= 4a? [(l + @*) x — 

— (1 — а?) Г], где 

2 1 — а x 

dx 2 | (1—5 «= 

1 +- 

л 

h= | 1+ 2acosxta? ~ 1— а? 

+ arctg =< etg +} z 

—=, если |“|< 1; 

—-— =, если |%|> 1. 
\ 

л 
Принимая во внимание, что при |“|=1 TJ — -5-, находим 

| =, если [а|< 1; 

[(a) =. г 

a? если || > 1. 

График функции I (a) изображен на рис. 129. 
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Применяя формулу иктегрирования по частям, найти следующие 
определенные интегралы: 

64. { [In x|dx. 
1 

Решение. 
1 и] 

— пх, если x lz 1; 
Пах| = a | 

Inx, если xE[l, e], 

16) 

ki a 
! 1 _ 

3» 

of , 0 f © 

Рис. 129 

поэтому 
е 1 е 

{ [In x|dx = | (—Inx) dx + | In xdx = (— xInx + x) 
i i 1 

1 

1 + 
— 

е 

+ (xIn x — x) |f = 2(1—e—') (dx=dv, Inx =u). 

V3 

65. | x arctg хах. 
0 

x? ах. 
Решение. 4 = х4х, u=arctgx, =>, аи =; 

V3 , УЗ a ' УЗ 
— У м ЦИ | x arctg xdx = —- arctg x|? 5 | = —5 | dx + 

0 Q | 

1 dx on V3 1 5 2 _ УЗ 
+ | я po Наш p= 

0 

Вычислить с помощью замены переменной интегралы: 

а 

66. | х У а — x? dx. 
0 

Решение. Полагая x = ам $, получим 
л It 

a 2 2 

| eV a — ах = at ( sin? ¢ cos? tdt = = | sin? 2tdt = a 
0 0 
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mi 
7 

тл 

2 

(всегда | sin? ktdt = | cos? kidt = —— , k, т — любые натуральные 
5 

числа 

0,75 р 

7. [= т 
6 | (x+ 1) Vxe+ 1 

1 1 
Решение. Полагая Е =t, получаем х= —— 1, dx= 

2 
— ся ’ e412 — +2; 

В ЕЕ Ури 

_ 1 +- x? 1 _ 
68. Вычислить интеграл Г = | Ear as, полагая х—-_ = [. 

—1 

. x? 
Решение. Рассмотрим неопределенный интеграл \ ~ 5 а ax, 

хе [—1, |]. В примере 27, гл. Ш показано, что функция F (x) = 
ха — л = ya ate +809, где e(x) = 5у5 sgn x является перво- 

2 

образной для функции Ел на интервале (— со, + со) (интеграл 

1 
вычислялся с помощью подстановки х — —— = я . Таким образом, 

| НЕ dx = (757 arctg ——_- ar +e (x))| =e(1)—e(— I) =. 

3 
ь. 8-—_—_—_—_ . 

69. Можно ли в интеграле | ху | — ах положить x = sin’? 

0 

Ответ. Нельзя, так как | зп < 1 
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1 
70. Можно ли в интеграле {Vi —x*dx при замене переменной 

0 
. д 

х = sin? в качестве новых пределов взять числа ли 5? 

Ответ. Можно, поскольку У | —sin?t = — cost при t€ > , n| 

и 
д 

2 л 
V1—x? dx = — | cos? tdt = | cos? шп 5) == 

It л 

2 

<. 
2 

= | cos? ЕЕ. 

0 

71. Доказать, что если f (x) непрерывна Ha [а, 6], то 

b 1 

{ Fx) dx = (b—a) ( fla + (b—a) мах. 
0 a 

Доказательство. Заменим в интеграле переменную, полагая 
х—а 

t= Flag} Получаем 

b 1 

| f(@x)dx= (b — а) Ра + (6 — а) [4Е. 
а 0 

Величина интеграла не зависит от того, какой буквой обозначена пере- 
менная интегрирования, поэтому в правой части полученного равен- 
ства можем заменить { на х. 

72. Доказать равенство 

{8p (2) dx = +f xf (x) dx (a> 0). 
0 0 

Доказательство. Произведя замену ¢ = x*, получаем 
а а 

азрй) ах = > | tf (é) de, 
0 0 

что и требовалось доказать. 
73. Пусть f(x) — непрерывная функция на сегменте [A, В] > 

> [а, 8]. Найти (Ге ау пр А—а<х<В— 5. 

Решение. Полагая х - у = Ь получим 
b х--Ь 

F(x)=(F(xt+ydy= | fat. 
a x-+-a 
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Применяя формулу дифференцирования по верхнему и нижнему пере- 
менным пределам (это законно в силу непрерывности [ (x) и дифферен- 
цируемости функций ф (x) = x +a, p(x) = x + 5), получим 

b x-++b 

Печи = (| pO dt = Fe Над. 
a ха 

74. Доказать, что если } (x) непрерывна на [0, 14, то: 

2 2 

a) { f(sinx) dx = | f (cos x) ах; 
0 0 

6) (x (sin x) dx = > { Pisin x) dx. 
0 0 

Доказательство. а) При x€[0, > cos x = sin (-— x), 

л д 

3 ae 7 
поэтому |} 7 (со) dx = | j|sin (+ —*)|¢= | f (sin t) dt (полагая 

ford), 
It л 

6) Запишем \ xf (sin x) dx = | xf [sin (л — x)]dx и положим л — x = 
0 0 

= получим | xf (sin x) dx = ( (mn —?t)f (sin?) dt=x f [ (sin t) dt — 
0 0 0 

л л л 

— | tf (sin ¢) dt, откуда { xf (sin x) dx = = | f (sin x) dx (так как значе- 
0 0 0 

ние интеграла не зависит от того, какой буквой обозначена пере- 
менная интегрирования). 

75. Доказать, что для непрерывной на [— [, {] функции f (x) имеем. 
| 

1) (Ро dx = 2 (F(x) dx, если функция f (x) четная; 
=! 0 

1 

2) F(x) dx = 0, если функция f(x) нечетная. 
- 

Дать геометрическую интерпретацию этих фактов. 
l 0 l 

Доказательство. Запишем | F(x) dx = { F(x) dx + | f(x) dx, 
— —l 0 

0 

произведем в первом интеграле замену x= — & тогда | dx = 
=I 
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` 

l | 1 
= | f(—ddt= ( f(— х) ах. Таким образом, (о dx = { [Е (x) + 

- 0 0 — 0 

+ f (—хЛах. Если f (x) — четная, то f (x) +f (—x) = 2f (x) и получаем 
1); если же f (x) — нечетная, то | (x) + f(— x) = 0 u получаем 2). 

В случае 1) плоская фигура (криволинейная трапеция) имеет ось 
симметрии (ось Оу) и вся площадь трапеции равна удвоенной площади 
одной из симметричных частей; во втором случае криволинейная трапе- 
ция состоит из двух фигур, симметричных относительно начала коорди- 
нат, а интеграл (алгебраическая сумма площадей) равен нулю. 

76. Доказать, что одна из первообразных четной функции есть 
функция нечетная, а всякая первообразная нечетной функции есть 
функция четная. 

Доказательство. Пусть | (x) задана на интервале (— I, J), 
принадлежит классу С (— [, 1 иявляется четной. Тогда любая функция 
вида 

F(x) = (fldt+C, 
0 

где С — произвольная постоянная, является первообразной для | (x) 
на (— J, 2). 

Очевидно, 
_ _ x _ 

F(—x)= { fdt+C=—(fejde+C 
0 0 

{после замены ¢ = — ги в силу того, что / (1) — четная). 
Таким образом, F (— x) = — F (x) тогда и только тогда, когда 

С = 0, и первое утверждение доказано. 
Пусть на том же интервале } (x) явлется нечетной. Неопределенный 

интеграл функции | (x) запишем в виде 

а 
0 

где С — произвольная постоянная. 
Возьмем теперь любую первообразную этого семейства 

F; (x) = | f(d)dt+ С) 
0 

и посмотрим, чему равно F; (— x): 

F(—) =f Fd + C= \ Fat; 
0 0 

(замена переменной ¢ = — г, dt = — 42; | (— 2) = — f (2) в силу не- 
четности / (1). Второе утверждение доказано. 
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2 1 

1\ > 77. Вычислить | = \ (1 4+ х— =) е * dx. 
0,5 

Решение. Произведем замену x + — = Tak как х— дву- 

значная функция $, то интеграл по отрезку [0, 5; 2] представим в 
виде суммы двух нитегралов (по отрезкам [0, 5; И и [1, 2]): J/= 

х-- — 

= 11-1, где Г: = (+) * dx, I, = -| (1+*—-) x 

А 
] +> —ув= 

хе *dx. В интеграле Г: ЕР“ ав интеграле Г» x= 

уе ‚ поэтому 

2 
t — Г. = 0,5 (е(1— —VF—4\ dt, 1=0 Je( rag tt Vi 4) at 

2,5 ; 
— — I, 05) @ (1+ ух НЕНИЯ 1% 

2,5 
— ( ot 2 ‘= 2 —_ I [уж + УЕ в—4)4 У—4 de] 

2,5 
—(e VF Aat + | VFA = 188 

2 
2л 

78. В интеграле | f (x) cosxdx выполнить замену переменного 
0 

ЯП Хх = $. 
Решение. Представим интеграл по отрезку [0, 2л] как сумму 

четырех интегралов по отрезкам, на каждом из которых sif х MOHO- 
тонен: 

ео + 

| f(x) cos xdx = > J f (x) cos хах. 
k=0 

> 

Заменяя переменную в каждом интеграле (полагая sin x = 1, нахо- 
Дим 

270 1 0 

| f (x) cos xdx = ( f (arcsin t) dt + | f (% —arcsin ¢) dt + 
0 0 1 

a | 0 

+ | f («7 — arcsin #) dt +- { f (2x + arcsin ¢) dt = 

0 —1 
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1 
= | [Е (arcsin В) — f (x — arcsin 7] dt + 

0 
+ | [f (2л + arcsin t) — [(л — агсзт 0] dt 

1 
{мы воспользовались в процессе замен известной формулой Arcsin? = 

=(—1)arcsint+kn (k=0, +1, +2, ...), взяв В=0, +1, 2). 
1 

79. Вычислить интеграл J = | 
1 Г 

(cos In =) | dx, где n— нату- 
е—2лп 

ральное число. 
Решение. Записав интеграл в виде 

1 

[= — 
1 

em 2mn d (i “x | 

и полагая In— = $, получим 

2лл 2лп л 

[= \ а cost| dt = \ |sin t| dt = 2n | sin tdt = п. 

0 0 0 

дл 
e ° xsinx 

80. Найти Г = \ Г cost dx. 

0 

Решение. Как показано в задаче 74, 6) 
л 

\ xf (sin x) dx = > ( f (sin x) dx; 

таким образом, / =+) ee = > | 4 о 

0 

2 

= = arctg (cos x) |, = —-. 

3 , 

81. Найти интеграл [ = | ae 4х, если f(x) = 

—1 

(x + 1)? (x — 1) 
x3 (x — 2) 

Решение. Функция f (x) имеет разрывы второго рода в точках 
= Ou x = 2, афункция arc tg [f (х) |, являющаяся первообразной для 

подынтеграленой функции в интервалах (— 1, 0), (0, 2) и (2, 3), имеет 
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разрывы первого рода в указанных точках. Поэтому представим ин- 
теграл по отрезку [— 1, 3] в виде суммы интегралов по отрезкам [— 1, 
0], [0, 2] 1 [2, 3]. В точках разрыва функции f (x) возьмем соответствую- 
щие односторонние предельные значения функции arctg [f (х)]. Так как 
f(—0) = — oo, f(+ 0) = + , 7-0 = 0, F(2—0) = —%, f(2+ 

To [ = arctg [f (— 0)] + arctg [f (2 — 0)] + arctg [f (3)] — arctg [f (— 1)] — 

— arctg [f (-- 0)] — arctg [f (2 + 0)] = агс = — 2л. 

82. Доказать, что если | (x) — непрерывная периодическая функ- 
ция, определенная при — co <х < + op и имеющая период T, то 

а--Т T 

( Fiddx= [дах 
a 0 

где а — любое число. 
Доказательство. Запишем интеграл в виде 

a+T T a+T 

фо = | Коф+ | Feeds (1) 
а а Г 

(в силу свойства аддитивности определенного интеграла). Рассмотрим 
второе слагаемое в правой части равенства (1). В силу периодичности 
{ (x) можем записать 

a+-T a+T 

| f (x) ах = f (x — Т) dx. 
T T 

Полагая в последнем интеграле x — T = z, получим 
a--T a 

| f(x) ах = | f(z) dz. 
T 0 

Таким образом, 
a+T T a T 

| f(x) ах = \ Кх) ах ( F(x) dx = { F(x) dx, 
a а 0 0 

что и требовалось доказать. 
83. Доказать, что при п нечетном функции 

x x 

F (x) = | п” ЕР и G(x)= | cos” tdt 
0 б 

периодические с периодом 2л, а при п четном каждая из этих функций 
есть сумма линейной функции и периодической функции. 

Доказательство. При п = 2m-+1 имеем 
х+{2л 2m 

F(x + 2n) = F (x) + | sin?"+! fdt = F (x) + | яп?” xdx 
x 0 
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(принимая во внимание результат примера 82). Покажем, что 
2л 

L, = | sin2"+1 xdx = 0. 
0 

Доказывать будем методом индукции. Очевидно, 
2п 0 

I, = \ sin xdx = cos x [6 = ; 
0 

В предположении, Что [и = 0, покажем, что [„ = 0. В силу наше- 
го допущения 

2. т sin2"X 60$ Х [on т 
— —_ iInzm—l Я — — — mr [и = [ш-— } sin?"—! x cos xd (sin x) mn ‚ Зи, 

откуда (1 -+- an) п =0, I, =0. 

Таким образом, при п = 2m + 1 имеем F (x + 2x) = F (x), T. е. в 
этом случае F (x) — периодическая функция, с периодом 2. 

При п = 2т имеем 
250 

F (x + 2) = F(x) + \ sin?"xdx = F (x) + С», 
0 

Qn 
где С„>0р— постоянная при каждом т (очевидно, J sin?” xdx = 

0 

= 4( sin’ хах =C,,> 0} . Получаем тождество F (x + 2n) — F (x) = 

= C,,, которое справедливо лишь в случае, когда F (x) есть сумма 
периодической функции и линейной функции (так как сама F (x) He 
является линейной функцией). 

Аналогично доказываются утверждения для С (х). 
x 

84. Доказать, что функция F (x) = | (1) dt, где f (x) — непрерыв- 

ная периодическая функция с периодом 7, в общем случае есть сумма 
линейной функции и периодической функции периода Т. 

Доказательство. В силу непрерывности f(x) функция 
F (x) дифференцируема: Р’(х) = f(x). В силу периодичности f (x) по- 
лучаем Р’(Е-- Т) =[. Интегрируя в пределах [х,х|, находим 

XotT T 

F (x + T) —F (ж + Г) = F (x). Ho F (x) + T) = \ f (x) dx = \ f (x)dx= 
Xo 0 

=C,C=const (см. пример 82). Таким образом, F (x -+- Т) — F (x) = 
=C. В случае, если С =0, получим F (x + T) = F (x); таким 
образом, в Частности F (x) может быть периодической функцией с 
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периодом 7. Если С 520, то равенство F (x + T)— F(x) =C воз- 
можно лишь в случае, когда F (x) — линейная функция (или сумма 
линейной и периодической функции). Допустим, что F (x) линейна, т. е. 
Е (x) = Ax - В; дифференцируя, находим ] (x) = А (получили тривиа- 
льный случай, когда периодическая функция — постоянная). 

Таким образом, в общем случае F (x) = ф (x) + Ах + В, гдеф (x) — 
периодическая функция периода Т 

Вычислить интегралы: ` 
| 

85. [= | x (2 — х?)1? ах. 
0 

Решение. Нецелесообразно интегрировать полином 25-й сте- 
пени; наличие выражения хах позволяет внести под знак дифференциа- 

ла функцию 2—x*: xdx = — > 4(2 — х?). 

Таким образом, 
0 

f=( 2-2)" 42-1) = ES ‚= 315 oe 
, | 

1-е 
Решение. Очевидно, 

О РИ 
1 | (+ >] ++ 

= т хо — Г агс 2! | = 
V3 УЗ 

In3 In3 Tt | 
5 (ate V3.4 ag) - 2 Oya" 

87. |= | се x)? dx. 
1 

—1 

Решение. —Интегрируем по частям, полагая x*dx = dv, 
3 3 

In?x =u =: ди = 2 лая }; получаем la In? x|f — 
x 

é е 

—+ | х? п хах. Вычислим [= | х* п xdx, применяя формулу ин- 
i 2 d 

тегрирования по частям: dv = x7dx, u=Inx, v= —-, du = —, 

_ № е leo, 26 x3 в _ 263 1 
=p nai — | 4х | =o +g. 

17* 
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3 2 5е3 — 2 
Окончательно [= м 2 . 3 57 97—97 

9 
88. [= (УТ хх. 

i 

Решение. Произведем замену | — x = В: 

0 
t4 t? | (0 6 __ __ 23 — 9/0 — — — —66—, =3 [а 8) В 3(- || ,=— 66-7 

—1 

89 I= | ox 
xVe—1 

—2 
1 cos tdt 

Решение. Полагая х= —.г, Получим 4х = — чар, 

Уз—1 — lee ‚ так как —-— <#<—-. После замены нахо- 

ДИМ 

_ п _ п 
2 2 

_ sgn (sin В sin? ¢ cos ¢ _ | —_ 
f= \ sin? 2 cos # dt = ] dt = 3’ 

д 2 
в 6 

90. J = | 5 У1-+ 3x8 dx. 

>
—
,
„
.
 

Решение. Произведем замену | + 3х8 = 2; пах — 222 
12 ’ 

"| xBqy — 20 7 dz) таким образом, 

2 
| 1 25 23 

Tag \2 (28 I) de = зв (5—5) 
3 

91. J = \ arcsin V а». 

р р 
x 

3 _ 
3 . 3 

Г = xarcsin V + —+) хах = 3 arcsin ИЗ — 
x 0 2) Vx(l+x 2 

3 

- } (Их) а (Ух) 

0 

2 29 

0 

_ — 13 В 4% a9 TW =л— Ух + arctg У хр = 5—— ИЗ. 
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250 
dx 

92. r={ (2 +- cos x) (3 +- cos x) ° 
0 

Решение. Кривая у = [(2 + cos x) (3 + созх)" симметрична 
относительно прямой х=л (y(x) = у(2л —х), хС [0, 2n]), поэтому 

а 
Г = :| 6-55 ‚ в силу тождества 1 = (3 + cos x) — (2 -- 

-+ cos 0 имеем 
д a t ates ° dx dx 2 1 =2{ —| )=2 2 | 4 

| 2 + cos x ; 3 +- cos x | ++ 

к п. 

и 9 | a(V3cte—} (ties ' (puns 
= — + — — 

Уз x > У? , I + 2ctg*— 1 + 3 ctg? — + 3ctg 5 

xX л 

tg— \2 = 
= 2} 2 2 | | — — (т УЗ )} + arete (V3 te 3)[* | 

хх р 

— Ут (set = + arctg (V2 ete | у] - 

= 2-7 (aretg У + агс V3) — я (arctg = + arctg v3) — 

-*(5Ут—955). 
25 

93. | = | 4 
sin? x - costx ° 

6 
Решение. Подынтегральная функция периодическая периода 

поэтому x 
2° 

md п. 
2 4 

—_al _ (1 + tg? x) d (tg x) 
1-4 a aS (| I + te* x + 

wt 

4 1 
(1 ++ ctg? x) 4 (ctg x) * (1+ ®) dt 

+ | 1 + ctg* x )- 8 | 1 +- & 
wt 

2 

= 8 ( = arctg ——— Wi 

(см. пример 68). 

— +=) = 82 (1) =2И9л 
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94. Г=\ япхзш 2x sin Зхах. 

. . 1 
Решение. Поскольку sin 2х т Зх = >-(cos x — cos 5х), то 

4 1... 1, sin x sin 2x sin 3x = я — = (sin 6х — sin 4x) = — (sin 2х — 

— sin 6x + sin 4x); 

l= 1 (—S 0 — 1 .)7 cos 4x 
к 
2 +. ———— 

0 4 
0 cos 6x 

nt 6 4 

Л д 

95. а) [; = | (x sin x)? dx; 6) Г, = | (x cos x)? dx. 
0 0 

Решение. Очевидно, 
л д 

L+h=\ede= т; I,—1,= | x? cos 2xdx = 
0 6 

x2sin2x |x о. xcos2x (|x 1 7 
— — \ х sin 2xdx = — — \ cos 2xdx = 

2 0 2 0 2. 
0 0 

_ Л sind jr I = — = ‚= 

Таким образом, h=+(3--7): h=+( us +=). 

It 

96. / = \ ех cos? хх. 

0 

Решение. Представим / = /, + /,, где 

2 

it 1 * ex (1-20) 
— Re (14-2 1 — Rey \ @ dx = Ве TT 

| em — 1 le 
| ах = ‚ df, =- | e* cos 2xdx = 

0 
л 

0 

— {Re e* (1 — 2i) (cos 2x - i sin 2x) me (cosQx-+2sin2x) |" e*—1 
10 о_ 10 о 10 

Окончательно / = (ей — 1) (> -- 10) = 3 (er — 1). 

n2 

97. [= | sh? xdx. 
о 

Решение. Приведем подынтегральную функцию к более про- 
стому виду, пользуясь известными формулами 

ch? 2x = Ее ; 9 sh? x = Sh2x—! 
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sht x= (ЕТ — дев 2x + 1) = | (ch 4х — Ach 2х + 3). 
1 Ind _ 

Получаем / = >= | + ae — 2sh 2x x | 
0 

3 225 = (3in24+2— ae att <) = №2 — ег. 

С помощью формул понижения вычислить интегралы, зависящие от 
параметра п, принимающего целые положительные значения. 

98. /„ = \ sin” xdx. 

O
r
 

а
 

Решение. Интегрируя по частям (sin хах = dv, sin*-*x = 
= и), имеем 

It 

2 

I, = cos x sin"—'x a + (n— 1) \ sin’—2x (1 — sin? x) dx, 
2 

0 

т.е. [и = (n—1)/,-2—(n— 1)/,, откуда I, = и * 1—2. 

С помощью найденной рекуррентной формулы легко получить окон- 
чательный результат для любого натурального п. 

Пусть п = 2k, тогда 

I, = (#0 (8—3... Bp _ ОН м 
2k Ok (2k—2)...2 0 ^ (п 2 

z IU 
так как I, = | 4х = -> 

0 

Пусть п = 2k + 1; тогда 

loss, = Qk (Qk— 2)... 2 1, (2k) 
k+l ~ ЕЕ... 3° 1 — “r+ iit’ 

©. 
2 

так как =) sin xdx = |. 
0 

д 

2 

99. /, = | cos" xdx. 
0 

Решение. В силу Toro, что cosx = sin (5—4), Е [0 5 |, 

2 

o
e
,
 

to
la

 

z aU д 
получаем /„ = | sin” (5. — ы dx = \ sin" tdt (замена = —х = | . 

0 
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Таким образом, 

г г (%— Пи ол — Op: 
2k) I! 2’ _ ’ 

\ cos” xdx = | sin” xdx -| (2) 
(2%) I —R+1 0 0 (e+? n= ent. 

4 

100. J, = | tg" хах. 
0 

Решение. Представив 

tg?" xdx = tg*"—? xd (tg x) — 152"? xdx, 

находим, интегрируя в пределах Ё < |: 

п. 
4 1 tg2n—l Xx _ 

о — Int = Qn—1 — Int. 2n— 1 
I, = 

Получили формулу понижения (от J, пришли к J,_1). Применяя ee к 
[н—1, [n—2,°°°*, Находим 

1 1 1 1 1 

в = 2—1 92-3 + = 9—1 92-3 + 2n —5 

1 1 1 
и + 

(— 1)2"— (kR—1) (— 1)2"— (п—2) (— 1)" — (п—1) _ 

т 2n — (2k — 1) т 2n — (2n — 3) 2n — (2n — 1) + (— 1)" = 

__ 1)7—3 не] 
© 
4 

так как Ig = | dx = =. 
0 

1 

101. Г, = {a — x?)"dx. 
0 

Решение. Полагая x = sin?t, получаем 

it 

2 2n _¢ hn Фи (nl)? 
| = | cos2"+lid¢ = @ Пн — (2n + 1)! 

(см. пример 99). 
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1 

102. „= | dx 
: Vi—x 

Решение. Полагая x = sin ¢, находим после замены: 
п 

2 

Г. = | sin” tdt. ; 
0 

Этот интеграл рассмотрен в примере 98. 
1 

103. J, = } хп (In x)” dx. 
0 

Решение. Функция f (x) = x™ (In x)? непрерывна и ограниче- 
на Ha промежутке (0, 1] (так как lim f (x) = 0). Рассмотрим функцию 

x-»+0 

F(x) = f(x), «0; 
x € [0,1] 0, х = 0; 

| 
очевидно, J, = № (x) dx = | Е (x) dx. Интегрируя по частям, получим 

i б 
1 1 

— *F(x) | Ш т n—l —_ __ n [. = me I aot (я (In x)" dx = тг [1—1 

0 

р (— 1)"n! 
ассуждая аналогично, находим окончательно [„ = тит о = 

т 

_ = 1)"n! 

(m+ ен 
1 \ 

m+-1j- 
(так как |, = 

п 

104. I, = ( sin x — cos x yn dx. 
sin x +- cos x 

0 

Решение. С помощью известных тригонометрических формул 
® r= © Ie ® ~ It 

sin x—cosx = УЗ (4—4); sin + с05х = V2cos (4- — 2] 

получаем 
л л 

4 4 

0 0 

д [7 
(замена Я —х= t). Действуя таким же образом, как в примере 

1 
100, приходим к формуле понижения: J, = ——>- -- /„—, применяя 
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которую еще п — 1] раз, накодим 
—_ (— 1)27—I (— 1)2"—2 (— 1)22—3 

n= 2n 2n— 2 2п —4 те 2n — (2k — 2) 

(— 1)” n+l _* — о... in aD + (— 1771, где = | tg МЕ = 
д 

0 _ 
a =InV2. 
4 

0 
__ d(cost) __ 
= \ сост — = Incost 

л 

4 

Окончательно 

п ra 1 1 __ n—]l 

I, =(—y'[-my34+4(1-4+44-...460")| 
105. Пользуясь формулой Эйлера e* = cosx + isin x, показать, 

что 
2m 

0, если men; j= | eink . p—imxdy — | 

| 2л, если т = 1. 

2m 

Решение. / = | ex(a—m) dy =2л при п= т; пусть ТЭП; 
0 

тогда , , 
qt qt 

[= \ cos (n — m) xdx + i | sin (n — m) xdx = 
0 0 

a [sin (n — т) x|o™ + i cos(n — m) x [2a] = 0. 

Вычислить интегралы (т и п — целые положительные числа): 
at 

2 

106. \ $1127 x cos?" xdx. 

0 

Решение. Обозначим 

I (2m, 2n) = \ $11027 x cos?*xdx; 

интегрируя по частям (cos xdx = dv, $112тхсоз?" 1х = и), находим 
2n — 1 

I (2m, 2n) = ome 1 (2m + 2, 2n— 2). 

Действуя по этой же формуле еще и — | раз, получим (принимая BO 
внимание решение примера 98): 

__ (2n — 1) (2n—3) ... 3-1 _ 

I (2m, 20) = gy Gm +3) 2). Om bin) 1 (2m + 2n, 0) 
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_ (Qn — 1) !! (2m + 2n — 1) 11 о 
[(2m +- 1) (2m + 3)... (2m + 2n — 1)] От 2n) И 2 

(Qn—1)N(Qm—I1)iln _ д (2n) 1 (2m)! 

— 2 (2m + 2n) Tl ОН (nm tony la™FIm int > 
л (2n) ! (2m) ! 

"М ти! (т п)! ° 
wt 

107. | me dx, 
. sin x 

0 

Решение. Подынтегральная функция He определена при x =0 
HX = л; она ограничена и имеет конечные предельные значения при 
х— | 0; х-л — 0, а поэтому интегрируема по Риману. Положим 
по определению 

F(a) =| f(x), x€ (0, п); 
xeon) | п при х=0, (—1)"t'n при х=л, 

. л at 

где f (x) = а . Очевидно, |1 (x) ах = | F (x) ах. 
0 0 

По формуле Эйлера sin bx = г (efkx — e—ikx) (R= 1, 2, ..., п). 

sin nx efx еп Шо 
Таким образом, ———— = воры = У ef lath 2] x = 

k=l 

НЕ ОН +++ -- cosx], если п четное; 

2 [cos (п — 1) x + cos (п — 3)x + +++ + cos x] + 1, еслил нечетное. 
wt 

В силу Toro, что | соз[(и + 1) — 24] хах=0 (Е=Ь 2, ..., п, 

0 

имеем, интегрируя полученное выражение: 
wt . . 

\ тих ay | 0, если п четное; 

; sin x л, если п нечетное, 
д 

108. 1={ с ("НИХ yy 
COS x 

0 

Решение. Обозначим f(x) = cos (2n + 1) x и образуем функ- 
COS X 

ЦИЮ 

f(x), Хх; 
Е (x) = л хе, | (— 1)" (28 1), x= =. 

Тогда Г = \ f (x) dx = | Е (х) ах. 
0 0 
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По формулам Эйлера cos (2п + 1) x = 5 (её (27-1 х 4 ex! 21-1 x) cos x = 

cos (2n + 1) x — gidnx — gi(2n—2)x 4.6, 4 — | (ot — =~ (2* + e—*), поэтому Ех 

+ (—1)"+ +--+ + 2” = 25 (— 1)" соз2 [п — (R— 1)] x + (— 1)”. 
k=l 

Интегрируя полученное выражение в пределах [0, п], находим 
л 

Г = (— 1)" [так как { cos 2 [n — (k — 1)] xdx = 0, k=1, 2,..., п). 
0 

д 

109. Г = | cos nx cos" xdx. 
0 

Решение. С помощью формул Эйлера получаем 

cos” x COS ПХ = sar (e* -- e—'*)" (einx 1. e—inx) = 

n 

k=0 

1 n , п k 
— > Choi (n—k) x + » Cre t2kx — 

n-+l 
2 k=0 k=0 

1 И Ох 
= A + n+l > Cre ) + У, Cre = 

2 2 ka k=l 

| оба 
= + —= У Cacos 2 (п — К) x. 

2 2 о 

л 
Интегрируя полученное выражение, находим / = Так как 

Cn (cos 2(n — k) xdx = 0 (k=0, 1,..., n—1). 
0 

л 

110. Г= | sin” x sin nxdx. 

0 
д / 

Решение. — Очевидно, /= | cos” (x — > cos [и (x — 4) + 
0 

wt 

2 

—'dx = | cos" tcos| nf + (n— 1) + dt [произведена за- 

_= 
2 

MeHa х—-5- = t). С помощью формул Эйлера находим 

о | att (neh) = 
cos" ¢ cos Е + (п — 0-5 | = i (et +. ей)” (е | 2 
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- Гы (1—1 $ _ Le a inn FI 
ord c* ef (n—2k) t (е 4 

_i [met (1—1) 2 4 2 1 n : { (|2 (n—R) t+ mF] 

) = Ch е mt 2 
~i | 261+ Я | 

+e | 2 = 

cos (п — п и} 

— mn + on LS Cheos[2(n— 4) ¢+ (n— 1). 

Интегрируя no ¢ левую и правую части найденного равенства в пре- 
д л д л п. пл 

делах |-- 5, >, получим = cos(n— I) >= pe МП о’ 

принимая во внимание, что 

m 

; cos|2(n— A) t + (n—1)-F |dt = 0 (k=0, 1, ..., n—1). 

2 

Найти интегралы (п — натуральное число). 
ot 

11. 7 = ( sin’! x cos (п + 1) xdx. 
0 

Решение. Очевидно, 
at 

[= | sin”! x cos nx cos xdx — sin” x sin nxdx. 

0 0 
Интегрируя по частям первое слагаемое, полагая dv = $117—1 cos хх = 

d(sin® x) . 
— ‚ и = со$ пх, находим 

n 

sin” x cos nx 

n 

It bu A 

л . e e e e 

[= + | sin’ x sin nxdx — | sine x sin nxdx = 0. 
0 . 

0 

л 

112. / = | cos*—! x sin (п - 1) xdx. 

e
e
 

Решение аналогично примеру 111. Г = 0. 
2m 

113. /= | е—ах cos?” хх. 
0 

Решение. Подставляя в подынтегральную функцию с0$х = 

= > (e'* + e—'*), получаем 

—ах 

e-2xc Qs" х = —— (ef2ne + Che! (2n—2) x +- С? ле! (2n—4) x -... + 
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9, | е—ах 0 
+ Ci, ... + C2 (2n I) oi (2n— 2) x + e—t2nx) — a [2 (Con cos 2nx + 

+ Ch, cos (2n — 2) x +++ + С% с0$ (21 — 2х +-. + 
-- СТ cos 2x) + С]. 

2m 2 

Поскольку | cos (2n — 2k) xe~**dx = Re | ex (a+! (2n—2k)] dx = 
0 0 

_ ( ex {—a-+-i (2n—2k)] an ena _ ; _ _ 
= | ке at ier ||, 2 [(2п — 2k) sin (2n — 2k) x 

о l __ —2ал 

— асоз (2n — 2k) x] |" = Е (Е =0, 1,2, ..., пои 

27 l __ en 2an 

| eax x = = ‚ то окончательно находим 
0 

Ш 1— ean n ann Ё а 
I — 92, (Ct -- 2 > Con a2 —- (2n _ Ok)? . 

. = 

2 
114. Г = In cos x cos 2nxdx. 

0 
Решение. Интегрируем по частям (cos 2nxdx = dv, Incosx = 

= и); в связи с тем, что 

Incosx  _ (— yt li In sint 

ло (sin 2nx)—! t++0 (sin Ont)! 
Хх = 

= (— 1)" lim cg? = (— 1)" im ИР — =0 
{>40 — 2n (sin 2nt)—* cos Qnt го (1 — 2728) , 

md 
2 

мы полагаем In cos x sin 2nx = 0 ассматриваем так называемый On р р 0 
несобственный интеграл второго рода, равный по определению / = 

— —е 
2 

=: lim In cos x cos 2nd), Следовательно, 
&->-+-0 é 

д 

2 1—1 [= | sin 2nx tg хах = 2. где 
2n 4n 

Ea a 
2 2 

__ cos (2n — 1) x ; —_ cos (2n + 1) x ; 

= | COS x 4х; 1,= \ COs x ах; 
0 

— 1 п—1 _ и так как —SE2— 1) =23 (- 1)*" cos 2(n — k) x + (— 1)", 
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НО oy (— 11 cos2[n—(k— 1х4 (— 1" тю = 
k=l 

COS Хх 

=; = (Hs A= (Hy = Ся. 
4n 

115. Вычислить интеграл Эйлера: 

В(т, п) = {x (1 — x)"—Idx, 
0 

где ти п — целые положительные числа. 

Решение. Интегрируя по частям (x"—ldx = du; (1 — x)" = и), 
получим 

д" (1 — х)"— | 
т 

1 

В (т, п) = (а — хх = 
б 0 

= АР Bim+1,n—}). 
т 

Применяя последовательно полученную формулу понижения, находим 
—1)(n—2) ... [n—(n—1 

B(m,n) = ICES rE Ee) L B(m-+-n—1, 1) = 
1 

= (n— 1)! +"—2 =z 

(n—1)! (n —1)1(m—1)! 
— Пе... ош Ш 

116. Многочлен Лежандра определяется следующей формулой: 

P, (x) = Fn | г. [(х* — 1)"] (п=0, 1, ...,). 

Доказать, что 

| 0, если MEN; 

РФР, (дах =} 2 
1 ЭГ ‚ если т = п. 

Доказательство. Дифференцируя fj раз с помощью форму- 
лы Лейбница j-KpaTHoro дифференцирования функцию (x? — 1)" = 

== (x — 1)" (x + 1)”, легко убедиться в том, что 

а! 

dx! 

Рассмотрим при т < п интеграл 
1 

a ye 1)" | A We? — 1)"] "dx, 

[(х2 — 1)") |_; = 0 при j=0, 1, ..., n—1. (1) 

—1 
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Интегрируя по частям т раз, получим (в силу (1)): 
1 

(1 niente (nat [Ss = U(x? — 1)"|dx = 
—l 

n—m—! 

— (x? 1)"] [41 = 0. (2) 

Многочлен P,, (x) лишь постоянным множителем отличается OT MHO- 
4 . 

гочлена — = [(x? — 1)"], а многочлен Р„(х) есть линейная комби- 
x 

нация функций x”, х”\,..., 1, следовательнс, в силу (2) 
1 1 . 

[Р, (x) P,, (х) 4х = 0 при т<<”п. Если же ти, то | Ри (x) xtdx = 
—1 —1 

| 
= 0, следовательно, | Pn (x) P,, (x) dx = 0, и мы окончательно убеди- 

—1 
| 

лись в том, что | Pn (x) P,, (x) dx = 0, если тэ=Еп. 

1 

Рассмотрим теперь интеграл 

1 1 

2 —_ 1 a ayn _ 4". ayn [= | Pale) dr = zap - << Mx? — 1") а — 1)"Ja. 

Интегрируя по частям п раз, получим, учитывая (1): 

( 1)” 1 

— x? — п 2. n pe | ger 8 — D8 — "de. 

Многочлен (x? — 1)" при старшем члене x?" имеет коэффициент 1, 
поэтому 

— [(x? — 1)"] = (2n) 1, <. 2n 

следовательно, 

1 1 

_ (—1)* a)! ny 2(—1)"(2n)! n 
[= Pay (2—1 dx = ИТ. {  — 1) dx. 

—1 0 

Полагая в интеграле x = sin?, находим 
д 

2(21 2 , о - (9п) 1 (Qn) 1! 

22" (п 1)? | cost! = Sm yen + DI 

2. (2n)1[(2n) 11° _ 2.927 (п 1)2 __ 2 
928 (п? (91 + 1)! 22 (п 1)? (21 +1)  2n+l1 ° 
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Мы получили, что 
i 0, если т=ЁП; 

Р„ (x) P,, (x) ах = 2 _ 
} ег» ли т = п. 

Примечание. Две интегрируемые на отрезке [a, 6] функции ф (x) ит (5) 
называются ортогональными на этом отрезке, если 

Foro armo 

Многочлены Лежандра P, (x) (п = 0, 1, 2, ...) образуют ортогональную Ha отрезке 
[— 1, 1] систему функций; эти многочлены нашли широкое применение при решенин 
задач математической физики. 

117. Пусть функция f (x) собственно интегрируема на [а, 6] и 
Е (x) — такая, что F’ (x) = f (x) всюду в [а, 6], за исключением, быть 
может, конечного числа внутренних точек с; (i = |, 2,..., р) и точек 
аи 6, где функция F (x) терпит разрыв первого рода («обобщенная пер- 
вообразная»). 

Доказать, что 

( f (x) dx = Е (b— 0) —F (a + 0)— SIF (c, + 0) —Р(&—0). 
a i=l 

Доказательство. Положим по определеник 

Fix =| F (x), если ХЕ (C;, Ci+1); 

ХЕ [¢;, 141] Е (с: +0) при «=c,, F(ci41—0) при x =ci4y 

(i = 0, l,..., р), Co =а, Ср = 5. 

Рассмотрим теперь произвольное разбиение II отрезка [а, 6] такое, 
чтобы точки с; (i = 1, 2,..., р) входили в число точек деления. Тогда 

п 1 п, п—1 

Dd [Fi (ны) — Fi (4) = У Р Gi) Ах, = У [Е Ах, хх (1) 
j=0 j=0 j=0 
(по теореме Лагранжа о конечных приращениях). 

С другой стороны, 

У [Ра (ху) — Fy (х,)] = У [Fi (с) — Ра (с1)] = Fy (C1) — Fi (C9) + 

—1 
+ Fy (+) — Ри (Cp) + LF (ci41 — 0) — F (Gp + 0 = 

i=] 
—1 

= F (b—0)—F(a+0) ЕР, —0)— Ре, +0) + У (Рен —0) — 
1=1 

—F (c, + 0)] = F (b—0) — F(a +0) + F(y—0) —F (+0) + 
4. F (cg —0) —F (cy + 0) + F (C3 —0) —F (Cg +0) +... + 

Ре, —0) —F (cy +0) = F(b—0) —F(a+0)— ¥ IF (c, +0) — 
1—1 

— F (+ —0)]. (2) 
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Из (1) получаем 
n—l b 

lim Fs (x41) — F(x) = \ f (x) ах. 
max Ax; -+0 j=0 

Сопоставляя полученный результат с (2), приходим к выводу, что 

b p 
| fF (x) dx = F (b—0)—F (a+ 0)— > [F(¢, + 0) —F ¢,— 0). 
a 1—1 

118. Пусть функция f(x) собственно интегрируема на сегменте 
x 

а] u F(x) =c+ \ [ (Е) 4Е — ее неопределенный интеграл. Доказать, 
а . 

что функции F(x) непрерывна и во всех точках непрерывности 
функции f(x) имеет место равенство F’ (x) =f (x). 

Что можно сказать о производной функции F (x) в точках разрыва 
функции f (x)? 

Доказательство того, что F (x) непрерывна на la, 5] и 
что F’ (x) = f (x) в любой точке непрерывности функции f (x), читатель 
найдет в учебнике: В. В. Немыцкий идр. Курс математического 
анализа, т. I. 

Производная же функции F (x) в точках разрыва функции f (x) 
может как существовать, так и не существовать. 

Рассмотрим, например, функцию i) =I(n=+1,+2,...); 

f(x) =0 при хе . При любом фиксированном |х| < 1, очевидно, 

\F® d&é=0 (т. к. функция f(x) отлична от нуля на множестве 

0 
жордановой меры нуль), поэтому Р(х) =С и F'(x)=0 в любой 
точке х@ [— 1, 1). 

Рассмотрим теперь функцию f (x) = sgnx; F(x) =|х|- С, a 
Е’ (x) не существует в точке разрыва функции y = Sgnx (x = 0). 

Примечание. Условимся называть неопределенным интегралом ограни- 
ченной разрывной функции f (x) на некотором промежутке Х совокупность всех He- 
прерывных на этом промежутке функций F (x) таких, что F’ (x) = f (x) в каждой 
точке непрерывности функции f (x). 

Найти неопределенные интегралы от ограниченных разрывных 
функций: 

119. | sgn xdx. 
Решение. Мы знаем, что Ha любом интервале непрерывности 

функции f (x) функция F (x) = | f (1) dt является первообразной для 
а 

функции f (x); в сбшем случае, если f (x) — ограниченная разрывная 
функция, то F (x) вепрерывна при любом х из рассматриваемого мно- 
жества. 
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Рассмотрим 

F(x) = {sen a = | xmpu0<i<x 
5 —х при х< [сх 0. 

Поскольку Ё (— 0) = F (+0), то окончательно F (x) = |x|. 

Ho \ F(x) dx = \f (t)dt -+C, поэтому \ sen хах =.|x|-+C (С— про- 

извольная постоянная). 

120. \ sen (sin x) dx. 

Решение. Рассмотрим F(x) = \ sgn (sin В dt. 
0 

Подынтегральная функция — периодическая, a F (x) — непрерывна. 
Пусть х>0 и хЕ(пл, (пП-1)л); тогда, очевидно, F (x)= 

= { at = х— пл, если п четное. 

"Если же хЕ ((п— Пл, пл) и п — четное, то 

F(x) =n+ | (— 1) &= —х+ пл. 
(n—1) 7 

Пусть х<0 и x€ (—(n+1)n, —пл), п — четное; тогда F (x) = 

= | (— 1) dt = — х— пл; если жех Е (— пл, — (п — 1) л), TOF (x) = 

—пл 
x 

= m+ | 4Ё= х-- пл. При любом x, очевидно, F(x) = х-- 
— (n—1) 7 

+ 2kn(k=0, £1, +2, ...); O< F(x) <л. Покажем, что F(x) = 

= arccos (cos x). В самом деле, пусть у = arccos (cos x); тогда cos у = 
= с0$х, откуда y= + х-- 2л; 0 < у<.л. Окончательно находим. 

| sgn (sin x) dx = arccos (cos x) + С. 

121. { [x] dx (x > 0). 
Решение. Пусть хЕ (А, R+1)(R=0, 1, 2, ...). Тогда 

Е k ; a > k(R—12) F(x)=((dt= > \ [dit (14 = У] Ы—& = — 
0 k J=1 jot j=l 

рысь ELD 
[x] ([x] + 1) 

2 
Поскольку А = [x], To F (x)= x [x] — . Непрерывная функ-- 

ция F(x) является первообразной для }(х) = [x] на каждом из ин- 
тервалов непрерывности последней. Таким образом, 

(лах = «+ ЕО. + С, 
где С — произвольная постоянная. 
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122. | x[x] dx (х>0). 

Решение. В , предположении, что x € ” К | 1), находим: 

х k 
F (x)= (| ИН = > | (j — 1) tdt + вм = + ¥ (27-3 + 

0 j=l j—! j=l 

2 3 1 + ых = | ht DOREY _ мии +] + 

Вх? Rox? КЕНИИ _ 
та 12 = 

= [q+ — [x] (el err 

так Kak k = [x]. 
Следовательно, , 

{ xbdde = [x] 2 [x] ое +0 с 

где С — произвольная постоянная. 

123. | (— ах. 

Решение. Пусть х Е (В, Е + 1), x > 0; тогда имеем 

F (x) = { (— 1) dt = 
0 

Пусть x € (— &— 1, —h), х< 0; тогда, очевидно, 

x—k, = = если Ё — четное: 

—х-- +1, если Е — нечетное. 

F(x) = l (— ие | —x—k, если Е — четное; 

A x+kh-+1, если Е — нечетное. 

В общем случае F (x) =A x+2n (n=0, £1, +2,...), 0< 
< F (x) < 1; таким образом, 

{(- Idx = Ех 28 -+С (п=0, +1, =2, ...). 

Запишем результат в другом виде; для этого рассмотрим функ- 

ЦИЮ y= —- arccos (cos mx). Очевидно, созлу = созлх, откуда y= 

= х-- 2" (n=0, +1, +2, ...), О<ус<!1. Таким образом, 
Е (x) =y (x), поэтому 

( (— 1)lax = — arccos (cos nx) + С. 

г 1, если |#|<& 
124. р аЁ, где (А ={ ’ 

7 де [ (0) В если |#|> 1. 

Решение. Интегрируя, получаем 

( x, если |х| </ 
оч = I, если x>1 J-tec temo 

0 — 1, если x<c—/ 
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Вычислить определенные интегралы от ограниченных разрывных 
функций: 

3 
125. | son (x — x°) dx. 

0 

Решение. Поскольку 

1 при О<х< Г; 

son (x — x8) =: —1 при 1<х<3; 
О при x=0, х=1, 

то 
3 1 3 

— x°*) dx = dx — dx = 1—2=~— 1. J sen (# x*) dx | ax | x 

2 

126. | [e*] dx. 
0 

Решение. Монотонная на отрезке [0, 2] непрерывная функция 
у = e* принимает все промежуточные значения между | ие? (7< P< 
< 8). Точками разрыва функции [е*] есть значения x, = Ink (k = 
= 2, 3, 4, 5, 6, 7), причем [e~*i = Rk, если Xx Е По, In (Е + 1)) (Е = 
= 1, 2, 1, 2, 3, 4, 5, 6). Таким образом, 
2 6 In (k-+1) 2 6 
(е4=У | kdx +7 | = Хеш1 +) +7(2— 7 = 

—1 ‘ — 0 Ink ш7 k=l 

НЕМ + 14 = 14 In (79), 
6 

. TTX 127. [= [x] sin = 4х. 

Решение. Точки разрыва подынтегральной функции x, = k 
(Е = 1, 2, 3, 4, 5). Так как [х] = Е прих Е [k, Е + 1), то 

5 ЕН , 5 в nx 
l=Vk \ sin Gd = Уи 6056 

k=l ok = 

x=k 

x==k-+1 

=>» k(cos А" — оз ert =} = S| (cos —cos-4) + 

+- 2(cos--— cos >) + 3 (cos > cos | -+- 4(cos = — cos =] + 

+ 5 (cos = — cosa )| = (6055 — cos 3 + 2cos + 

л л Tt л 30 
+ 3с05-3- — 40053-46055. — 56055 +5} =—. 

п 

128. \ x sgn (cos x) dx. 
0 
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Решение. Подынтегральная функция ограничена и разрывна 

в точке х = > ‚ поэтому 

aid 

rs 2 Ay 2 2 2 2 

[ x sgn (cos x) dx = | xdx — | xdx= Е. 
: 8 8 2 4 б 6 л 

2 

п 

129. \ In [x] dx, где п — натуральное число. 
i 

Решение. Точками разрыва подынтегральной функции яв- 
ляются X,=Rk (R= 2, 3, ..., п-+ 1). Поскольку ш[х] = ША, если 
x€[k, R+ 1] (R=1, 2, ..., п), то 

n-+l k+1 п 

\ шы4&= У ше \ dx = У Ink = In (n)). , = 
1 

130. | sen [sin (In x)] dx. 
0 

Решение. Точки разрыва подынтегральной функции — нули 
функции y = sin (In x), т. е. x, = e—** (Ё = 0, 1, 2...). Таким образом, 

1 Чо ХК 

| sgn [sin (In x)] dx = 2 | sen [sin (In х)] 4х = 
*R+1 

ts k—l . = > (— 1)°" (22 — e~ м) = —1--2е-я (1 — e-% +. ее?” — gn -- 

k==0 
л л п 

— — 2 sh -5- 
Не“ — ...) =— 1 2е — = 2! — °@ = 2 _ 

— — л 1 | е e+. | уе ch > 

п 
= —th> 

в силу того, что 

— 1, ХЕ (ха, х,), если Е — четное; 
sgn [sin (In x)] = ‚ ХЕ (Жень Xx), = 

1, ХЕ (%e+1, х,), если Е — нечетное 

#—1 
=(— 1)", ХЕ, %). 

131. Найти ( |cosx|V sin x dx, где Е — множество тех значений 
Е 

сегмента [0, 4л], для которых подынтегральное выражение имеет 
смысл. 

Решение. Множество Е состоит из отрезков [0, л] и [2л, 3л]; 
принимая во внимание, что на каждом из этих отрезков функция 
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у = созх принимает как положительные, так и отрицательные зна- 
чения, представим интеграл на множестве E в виде суммы интегра- 

л л 5л 57 
лов по отрезкам Го, >|, |. |, | 2x, >|. | 3n| 

внутри каждого из которых COS х знакопостоянен: | 
дл 

п 2 

| [созх| И sin xdx = \ ИУзпха (яп x) — | V sin xd (sin x) + 
E 0 л 

2 
om 

2 Sit 

+ | Vsinxd(sinx)— | Vsinxd (sin x) = 
27 5л 

5” 

x 3 п 3 (bn 3 
о —sin’ x], +sin’ x|? —sin? x 

2 

3. 

о 3. 
2 =z (sin x 

37 8 

sa = 

2 

2 

2л 

$ 3. Теоремы о среднем 

1°. Среднее значение функции. Число 
b 

Mifl =~ J F(x) ax 
a 

называется средним значением функции f (x) на промежутке [а, 6]. 
Если функция f (x) непрерывна на [а, 5], то найдется такая точка Ё 6 

Е (а, 6), что М П = Ff (8). 
2°. Первая теорема о среднем. Если функции | (x) и (x) 

ограничены и собственно интегрируемы на сегменте [а, 5] и функция 
ф (x) не меняет знака при a<x <b, mo 

b b 

д (x) dx =p | p(x) dx, 

где т<в<М, m= ink РО, М = sup if (*)}. 
aS Xx asx 

Если же функция | (x) непрерывна на сегменте la, 6], mow = | (&), 
где а<ё< 6. 

3°. Вторая теорема о среднем. Если функции f (x) 
и Ф (x) ограничены и собственно интегрируемы на сегменте la, 6] и 
функция Ф (x) монотонна приа < х << b, mo , 

Е 

\ F(x) @ (2) dx = 9 (a+ 0) J f (x) dx + 9(6—0) | f(x ах, 
a a $ 

где а< < 6. 

Если же сверх того функция ф (х) монотонно убывающая и неотри- 
цательная, то 

: 
| F(x) @ (x) dx = @(a + 0) | f(x) dx (a<c&< 5). 
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Если же функция @ (x) монотонно возрастающая и неотрицатель- 
ная, то 

b b 

J Fx) e)dx=o(b—O)[f(x)dx (act <b). 
a 5 

132. Определить знаки следующих определенных интегралов: 

a и sin x : : 
a) | xsin хах; 6) | > ах; в) { хз. Qdx, г) | x? In xdx, 

; ; 
0 —2 1 

2 

Решение. а) Представим интеграл в виде суммы интегралов по 
отрезкам [0, x] и [л, 27]: 

2л л 2л 

| xsin хах = | x sin хах + | x sin xdx. 
0 0 л 

Полагая x — л = Ь получим 

2х л л 

xsin xdx = | (¢ + x) sin (¢ + m) dt = — | tsin tdt —x | sin ¢dt. 
л 0 0 0 

Приходим к выводу, что 
2n I 

\ xsinxdx = — 1 | sin хах < 0, так как | sin xdx = дзш > 0, 
0 

0<&<л 
(по первой теореме о среднем). 

6) Рассмотрим функцию 

Е (x) — x » Х >< 0; 

0,2 Я |1, x= 0; 
тогда 

2n 

x 

J 2m 

\ att dx = | Е (x) ах. 
0 0 

2m it л 2m 

( sin x _ sin x _ F (x)dx _ Очевидно, dx = \F (x) dx + ) —— dx = x | яя = 
x 

2п 

= nF (&) ш2, где О< < т (5 интеграле | 

It 

замена х — д = a к последнему интегралу применили первую тео- 
sing 

рему о среднем). Так как F (& =—~> >0 при 0О<Е<л, то 
2m 

| B+ фе о. 
x 

0 \ 
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в) Запишем интеграл в виде суммы интегралов по отрезкам [— 2, 0] 
и [0, 2] ив интеграле по отрезку [—2, 0] произведем замену x = — & 
получаем 

2 2 

{ x82%dx = 2 | Pshxdx=8sht, 0<E<2 
—2 0 

2 
(по первой теореме о среднем). Таким образом, a x82*dx > 0. 

—2 

г) Применив первую теорему о среднем, имеем x? In хах = 

1 

= [ ших = & (12—1<0, так как ш2<1, 4 <Е<Ь 
1 

2 

133. Какой интеграл больше: 

x п. 
2 2 

а) Г, = | sin! xdx или I, = | sin? xdx; 
0 0 

I 

6) i, = | е“ах или ВБ = | e “ах; 
0 0 

л 2п 

в) Г! = \e* cos? xdx или ZI, = | e—*" cos? xdx. 
Jt fo

) 

. . д 
Решение. а) Поскольку $? х > $3шх, хе (0, =. и равен- 

. . д д 
ство sin? x = sin!’ х на Го, = возможно лишь при x =бих=-, 

л 

Си 

то @ (x) = sin? x — sin! x > 0, хЕ (0, >) , ( ф (х) ах > 0, т. е. > 

0 
> 1. 

6) Так каке ">е* при хЕ (0, 1), то > 1. 
л 

в) Полагая в /, х—л = получаем /, = { ero" cos? fdt; 1, — 
0 

п 

— 1. = | [2 ® —е @F™") cos? хах. 

Применяя к последнему интегралу первую теорему о среднем, на- 

ходим J, — 1, =(е “ре “+ +» где 0<Е< пл. Так как eo — 

—е "К > 0, т А 4. 
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134. Определить средние значения данных функций в указанных 
промежутках: 

а) f (x) = х на [0, 1]; 6) [(х) =Их на [0, 100), 
в) f (x) = 10-- 2sinx + 3cosx на [0, 27]; 
г) f (x) =sinx sin(x + Ф) на [0, 27]. 
Решение. Среднее значение Фи f (x) на отрезке [а, 6] 

по определению есть число М [1 = (х) ах. Поэтому: 
b—a у 

100 

а) М = | 524% =--; 6) МИ= 0,01 | Vxdr=—; 
0 

0 

27 

в) М = -- | (10 + 2sinx + 3cosx) dx = 10; 
0 

25t 2п 

г) М[Я = эт | sin x sin (x + Ф) dx = | [cos ф — cos (2x ++ 
0 

+ Фу dx = Se. 
135. Найти среднее значение длины фокального радиуса-векто- 

ра эллипса г = Е (0<=#—<1). 
270 д 

Решение. т Fe == | а 

д 

2 Ite, ¢ | /l—e а 3 

_ «(у т 4) 4 ны 
ЕЕ. ф\* 1+( 12 an 5) 1+ с $) 

. | -- i 

ия = (arcte VEE vey Se 
2 

Из аналитической геометрии известно, что г = Vat — a p == 

(a — большая полуось эллипса; b — его малая полуось). Подставляя 
ги p B полученный результат, находим М [/] = 6. 

136. Найти среднее значение скоростг свободно падающего тела, 
начальная скорость которого равна Up. 

Решение. Скорость свободно падающего тела в момент вре- 
мени ¢ выражается формулой о (1) = и-- gt, где Up — начальная 

T 

скорость; g — ускорение свободного падения. М [v] = > Г} (Ч, + 

т _ »(T) ~0, 
2 = 2 4 gt)dt =v + 
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137. Сила переменного тока меняется по закону i = 
. 2 . 

== 0 5 | ——— + Ф]› где & — амплитуда; [ — время; Т — период 

и @— начальная фаза. Найти среднее значение квадрата силы 
тока. 

Решение. 

ip 2 T 

M 1 = [[1— cos (4H . 59) |a=- 
0 

138. Пусть f (x) Е C(O, + ©) и lim | (x) = A. 

Найти 

x 

lim (О de. 
X-»-}-00 0 

< 

Рассмотреть } (t) = arctg #. 
Решение. Так как lim f (x) =A, то У=>03 В такое, что 

Х-- со 

при х> В lf(x) — A| <=. Пусть x>> В; тогда 

ое --- roast о - 6+ (1—8) №9 

где С =i (t)dt=const, В < E< x (по теореме о среднем). Оце- 

ним | {roa—al= JE + F @) — A) — 98| < IE POI 
+I1f@— Al. 
Поскольку f (x) — непрерывная функция, В — фиксировано, a х 

1С —f (§) В| g 
x <> при до- можно взять как угодно большим, то 

статочно больших x, а|| (Е) — А] < > ‚ так как BCE< x. Гаким 

образом, при достаточно больших x 
x 

+ \fmat—al<e, 
0 

откуда следует, что 

lim — (140 4 = А. 
0 х->-|-со



. 1 . л 
Если } (x) = arctg x, то iin =, arctg tdt = >. 

139. Пусть | Ка! = xf (6x). 
0 

Найти 0, если: a) f(t) =" (п>—1);60 10 =ШЕ в) [0 =e. 
Чему равны lim 6 u lim 0? 

x-»0 X-r-+-00 

Решение. a) \ t"dt =x (0х)" (по условию); отсюда 0” = 
0 

=; 9 = — = const; 110 = lim 0 = — 
n -+- yn+l х-0 х---со Ув! 

6) По условию \ In ¢dt = х 1 (0х), или x ([шпх— 1) = x(Inx - 19), 
0 

откуда 0 =е "= сопз{; lim@= lim 0=е". 
х-0 х->--со 

x 

Примечание. {in {4 следует понимать в несобственном смысле, т, е. 

0 
x x 

| In tdt = lim ( In 4. 
0 

E->-+-0 

— I 

x 
0х 

в) По условию е’ —1= хе”, откуда 0 = —- In г 
ей — 

Пусть х—0; тогда In == + O* (х*) и lim 9 = >. Пусть 

х— | со; тогда 

1 ей — 1 
— In > = —[In(e*— 1) — In] = — [x + In(I — &*) — Ing] = 

=+[x—e* to(e“)—Inx}; lim @=1. 
x X-»-0o 

Пользуясь первой теоремой о среднем, оценить интегралы: 

2n 

dx 

140. i= | 1+0,5cosx ° 

Решение. Так как cos (2л — x) = cosx, то 

IU 

| ах Qn 
1-2] 1 {0,5 cos x — 1-- 0,5 со & у 0<5<л 
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(по первой теореме о среднем). Справедлива оценка 

a п<1< т, откуда — + п</— 3 п< п. Обозначим 

8л 

ИЕН and 
= 09; тогда / =—— -- ‚ где |9|<1. 

4m 

ВЕ 
100 

e * 

141. = | ay an 

Решение. Применяя первую теорему о среднем, найдем | = 
| — 100 

Ею, где 0< < 100. Так как Ё = 1000, где О0< 01, то 

1—6 а—= 100) 
=: . Поскольку 0,005 (1 — г) <1< 0,01 (1 — 

e'), то — 0,005 (1—е` °) <1—0,01(1—е ) < 0, откуда0 < 
[—0,01 (1 —е— 100) —_ 1—0,01 (1 — 2190) 

< — 0.005 (1—1 <1. Полагая 0, = 0,008 1—8), находим 

I = (0,01 — 0,0050,) (1 — 2") = 0,01 (1 — 0,50,), 0<0,<1. 
1 

x? 
\ УТ dx. 

Pe mer ие. По первой теореме о среднем получаем 
= , |. 

/ Tan me O<E<1, откуда WF << 5 
143. Доказать равенства: 

| 

д 

2 

a) lim \ =: oe =0; 6) lim | sin" xdx = 0 
п-со и CO 0 

Решение. а) Применим теорему о среднем: 
i 

d 1 
a Ю@+0а-+э ' где 0<5< 1; Таким образом, 

.9 

: x"dx 

wrap ltr — 
6) Запишем 

л 

Е
 = 

2 г > 
Г. = | sin” xdx = | sin” xdx -+- ) sin” xdx = Г, + Г, , 

б 0 

SE
) 

>
 

® 

где = > 0 — любое, наперед заданное. 
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При любом п, очевидно, справедлива оценка 

" & 

[11| < (1) 

Так как (< [ти I,>>0, то существует lim J,=C. По теореме 
пй>со 

& 
о среднем /, = sinE,Jn1; O<E,< >> ‚ откуда C(1 — sin &) = 

=0; С=0 (так как sin€é = 1). Итак, \=>0 ЭМ>0 такое, что 
при п > М 

11| < -5-. (2) 

Из оценок (1) и (2) получаем | /„ |< при п > М, т. е. lim Г, =0. 

144. Найти: ит” 

>.
 = 

> 
—
.
.
 

я 

be 

6) lim \ f(x) ‚ гдеа>0, b>0, f(x) 6 С[10,1. 
| 

аё 

Решение. а) Применяя первую теорему о среднем, получаем 
| i 

dx 1 , dx 

| ат == 1, O<E<l, откуда lim | ег = 
2-0 6 

== lim — | 
= +0 23 + | 

be 

6) Законно применение первой теоремы о среднем: | f (x) & = 
ae 

x 

= f (Е) In >, а <&Ё< 68; при #-—>--0 Ё—>0, а f (x) EC/[O0,1], 

be 

поэтому iim. \ f (x) =. = f (0) In . 

а 

145. Пусть f (x) непрерывна на [а, 6] иф (x) непрерывна Ha [а, 6] 
и дифференцируема на (а, 65), причем gq’ (x) > 0 приа<х- 6. До- 
казать вторую теорему о среднем, применяя интегрирование по частям 
и используя первую теорему о среднем. 

Доказательство. Рассмотрим интеграл 
b 

== \f (x) p(x) dx; интегрируем по частям, полагая du = f (x) dx, 
a 
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b 

и=Фф (Хх: J= Ё (x) | f (2) a -| gq’ ие at} dx = 

b 5 

= 9 (6) | f (x) 4х —1Ф (6) — (а) | [9 ах, 

где а << (применив первую теорему о среднем к интегралу 
x 

| {o’ (x) | f (é) at} dx; применение теоремы законно, так как F (x) = 
а а 

= ( f(t)dt — непрерывная функция, a g’ (x) > 0 по условию). 
а 

Проведя несложные преобразования, Получаем 

| f(s) 9 (x) de = 9) | Fa)dx + (a) f (x) dx, 
что и требовалось доказать. 

Пользуясь второй теоремой о среднем, оценить интегралы: 
200% 

146. /= | SNE dx, 
100z¢ 

Решение. В силу свойства аддитивности интеграла 

199 Нл 199 л 

in x k sin tdt r= % | Stam Yoo le k==100 boxy * », 0 Е Ел 

99 д д 

_ у (| sin tdt —| sin tdf _ 
50 *f t +- 2пл ‘ t-+-(2n +- п 

99 7% 99 bn 
— sin tdt . 1 . 

=л У | (¢ + 2nn) + Qn + 1) a] => On (2n + 1) x | sin tdt — 

‘ 1 — cos Ён 
= О 2п (21-1 л 

(Ед 

sin x 
(в интеграле —— dx произведена замена х— Ал =, а за- 

kat 
тем применена вторая теорема о среднем). Так как 

99 

N 1—cos&, 2.50 _ 1 

0< 1 — с05, <2, <> Ол < м = бл, 

TO 0</< к: 
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In | __6 DOr | тогда T= p> 0<0<1. Обозначим 0 = 

147. \е Sine ах («> 0, O<a<b). 
x 

a 
—@а 

Решение. По второй теореме о среднем / = (cos а — 

— с0$ Е), ax<E<b. 

Очевидно, — = <! <—- . _ Обозначив = = 0, получим Г = 

=>, где |9|<1. 
b 

148. | sin хх (0<а=< 5. 
а os 

Решение. Полагая x? =, имеем / = -- 7 dt; примени, 
аз 

cos a? — cos & 
9 

2a 
вторую теорему о среднем, найдем / = = | sin tdt = 

аз 

а < Еж 6. 

Поскольку — — <1< — ‚ TO, обозначив Г: -- —= 0, получаем 

0 
=—-» где 10| < 1. 

149. Пусть функции @ (x) и p(x) интегрируемы на промежутке 
[а, 6] вместе со своими квадратами. Доказать неравенство Коши — 
Буняковского 

b , ? b 

{Sp (x) v(x) de} <\¢ (x) dx + |} sp (x) dx. 

Доказательство. — Обозначим a@ = \ 9 (x) dx, В = 

b b 

— J p(x) p(x) ах, y= | 1р? (x) dx и рассмотрим два возможных слу- 

чая: lha = y = 0; 2) по крайней мере одно из чисел & HY отлично от 
нуля. 

1) Пусть a =y=0;  интегрируя очевидное — неравенство, 

|Ф (х) $ (2) [< > [p? (x) + $ (x)], получаем, что 
b b 5 ь 

1969) >) ax] <flowvwlax<t]f orn + Jv" (x) dx] = 

ит | 

следовательно, В = 0 и доказываемое неравенство выполняется. 
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2) Пусть, например, y > 0. Тогда при всех действительных значе- 
ниях параметра А выражение [ф (x) + № (х)] неотрицательно. 

Интегрируя неравенство [ф (x) + № (х) 1? > 0, находим А?) + 
+ 2АВ + « > 0 (при всех действительных A). Таким образом, дискри- 
минант квадратного трехчлена относительно A у = A*y + 2AB +a 
есть неположительное число, т. е. В? — чу < 0, откуда В? <ay или 

b , 8 b 

{| ф (x) ф (x) 4х < (ч' (x) ах. |+ (x) dx, 

что и требовалось доказать. 
150. Пусть функция f(x) непрерывно дифференцируема на сег- 

b 

менте [а, 6] и } (а) = 0. Доказать неравенство М? < (b — а) | f’? (x) dx, 
a 

re M= sup {|f (x)|}. 
agxgb 

Доказательство. Запишем неравенство Коши — Буняков- 
ского в виде 

ооо < И (а V Se (x) dx 

и применим его к функциям ф (t) =} (1, № (9 = 1 на отрезке [a, x], 
ге ахх<Ь: 

V ir (t) dt И fra >|fr (t) - 14 |, 

откуда (принимая во внимание, что } (а) = 0) 

V (x—a)- у | Г (0 4> ГО) |. 

В левой части полученного неравенства можем положить x = (от 
этого неравенство только усилится), т. е. 

a b 

у (b—a)| f” (x) dx >| F(x)|. 

Последнее неравенство справедливо и для того значения х, при KOTO- 
ром непрерывная функция | f (x) | достигает своей точной верхней гра- 
ни. Обозначая М = sup {| {(х)|}, получим 

asgx<b 

Ива | f° (x)dx >М, или, возведя обе части неравенства в 

квадрат: у , 

(b —a) [Г (x) dx> М 
что и требовалось доказать. у 
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n+p 

151. Доказать равенство lim \ a ах = 0 (p > 0). 
п>со 

Доказательство. Функция — монотонно убывает Ha лю- 

бом отрезке [п, n + р], a Sin x непрерывен на этом отрезке. На основа- 
нии второй теоремы о среднем имеем 

n--p 
sin x cos И — cos 

{ S84 dx = A g n<E<n-tp. 

п 

n+p | 

Поскольку | — 4х — jes pcos BI < — при любом п, то 

np " 
lirn — dx = 0. 
пс 

$ 4. Несобственные интегралы 

Несобственный интеграл первого рода. 
1°. Если функция у = | (x) определена при а< х< + oo иин- 

тегрируема на каждом конечном промежутке ах х< В < +00, 
то по определению 

со X 

{годах = ши | f (x) dx. (1) 
а X-+>+-00 а 

x 

Если при X — -+ co функция F(X) = | Г (x) dx имеет конечный 

-++-00 

предел, мы называем несобственный интеграл (первого рода) | f (x) ах 
a 

входящимся; если же при X —> -+ co функция F (Х) не имеет конечного 
предела, мы называем несобственный интеграл расходящимся и не при- 
писываем ему никакого числового значения. 

2°. Критерий Коши. Для сходимости интеграла (1) необ- 
ходимо и достаточно, чтобы Ve > 0 9Х >> атакое, что при X’ > X, 
xX" > X, . 

F(X) — F(X) | Ра < 6 

3°. Если f (x) неотрицательная функция на la, + сэ), To Ё (X) = 

= | f (x) dx — неубывающая; если F (Х) не ограничена на (а, + сэ), то 

при Х — + co Р(Х) — -+ co имы говорим, что интеграл (1) расхо- 
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дится K -- со; если же F (Х) ограничена на (а, +co), то sup {Ё (X)} = 
= lim Е (X) и интеграл (1) сходится. 

4°. Признак сравнения: если на (а, -- со) имеем две не- 
отрицательные интегрируемые функции f; (x) и р (x), причем | (x) < 
< Cf, (x) (С > 0), то из сходимости интеграла от f, (x) следует сходи- 
мость интеграла от [\ (x), а из расходимости интеграла от f, (x) следу- 
ет расходимость интеграла от fy (x). . 

Пусть в интеграле (1) f(x) = —; при ^>1 интеграл (1) схо- 

дится, а при A< 1 — расходится. 

Получаем практический признак сравнения: если f (x) = O* (=) 

при x —> + co, то при A > 1 интеграл (1) сходится, а при < 1 — pac- 
ходится. 

На практике этим признаком пользуются весьма часто. 
5°. Интеграл (1) называется абсолютно сходящимся, если сходится 

интеграл 
=Ноо 

Со ax. | (2) 

Интеграл (1) может сходиться и в случае, когда интеграл (2) расходит- 
ся; тогда говорят, что интеграл (1) сходится условно. 

Из абсолютной сходимости несобственного интеграла первого рода 
всегда следует его сходимость. 

6°. Признак Дирихле сходимости несоб- 
ственного интеграла. Рассмотрим несобственный интеграл 

+Нсо 

} Fe) glo ах. (3) 
Если при x—>-+ со непрерывно дифференцируемая функция g (x) 
убывая стремится к нулю, а функция f (x) имеет ограниченную пер- 
вообразную F (x), | F (x) | < С, то интеграл (3) сходится. 

Заметим, что при исследовании несобственных интегралов на схо- 
димость нам часто будут встречаться интегралы вида 

со + со 

Г = | g(x)sinkxdx; БГ = | g (x) cos Rxdx, 
a a 

где К + 0 — любое фиксированное целое число. 
Если & (х) — непрерывно дифференцируемая, монотонно стремя- 

щаяся к нулю при x — -+ со функция, то интегралы /, и J, сходятся. 
В самом деле, функции 

x Хх 

F(X) = J sin kxdx = 98—95, (xX) = | cos kxdx = 

sin RX — sin ak 

k 
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ограничены при любом фиксированном целом А == Ои при любом Х, 
поэтому на основании признака Дирихле интегралы /, и /, сходятся. 

7°. Интегрирование по частям и через под- 
становку в несобственном интеграле. 

а) Если интегрирование по частям на промежутке la, Х ] привело к 
результату 

Хх X 

fF) ge) de =F (9 G (QF Роба 

(С (x) — первообразная для g (х)), то можно написать и равенство 

оо +00 
| Fee@dx=fiwGiolt— | fw GW ax 

в предположении, что хотя бы два из написанных трех предель- 
ных значений существуют (внеинтегральный член определяется при 

этом так: 1(х)б(х “= lim f(x) G(x) Ё= Ш [f(X)G(X)— 
X +» +00 Х--Еоо 

— f (а) С (а)]). 
6) Если в результате подстановки х=х(и) мы пришли к pa- 

X и 

венству |9 dx = Их (u)] x’ (u)du и при этом из Хх - oo сле- 
а | 

оо оо 
дует U-»-+ co, To справедливо равенство | f (x) dx = | Их (и)] x 

а b 

x x’ (и) du, если существует хотя бы один из написанных инте- 
гралов. 

а а 

Рассматриваются также интегралы | f(x) ах = lim | f (x) dx, 
Y у “во ->— со 

+ о x 

\ [(х) ах = lim | f(x) ах. 
— ris y 

Несобственные интегралы второго рода. 
8°. Если функция | (x) ограничена и интегрируема в каждом про- 

межутке [а + &, 6], но не интегрируема (например, не ограничена) 
на всем отрезке [а, 5], то по определению 

b b 

\ f(x)dx = lim F(e)= lim | f(x) ах (4) 
a e+-+0 &+>-+0 ate 

Если этот предел существует, то интеграл (4) (несобственный интеграл 
второго рода) называется сходящимся; в противном случае его называют 
расходящимся. 

9°. Критерий Коши. Если функция f (x) определена и не- 
прерывна на полуинтервале а < x < 6, то для сходимости интегра- 
ла (4) необходимо и достаточно, чтобы \= >036>> 0 такое, чтобы 
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из неравенств 0 < x,—a<6, О<х— а< 6 следовало нера- 
венство 

(х) dx| <e. 

10°. Практический признак. Если при x>a-+0 f (x)= 

= 0* о (f(x) есть бесконечно большая функция при x — 
х — 

—а--0 порядка A), то при ^<1 интеграл (4) сходится, а при 
A> 1 — расходится. 

» 1 
Отметим, что с помощью замены переменной ¢ = = несоб- 

ственный интеграл второго рода приводится к несобственному ин- 
тегралу первого рода. 

Примечание. Если СЕ (а, 6) и функция f (x) не ограничена ни в какой 
двухсторонней окрестности этой точки, то полагают по определению 

ош stim { ( f (x) dx +- f f (x) dx} 

умел В oth 

при независимом друг от друга стремлении © и в к нулю (в предположении, что ин- 
тегралы в фигурных скобках существуют). 

Вычислить интегралы: 

-+00 р 
x 192, 1= | oy 

Решение. 

X X 

тт entice ТВЕН y wo ; sey wo ~ 3 x+2\2 — 

= (in $=) tn г) tins tat. 
3 X+2 4 3 X+2 

. 1 X —1 2 
Следовательно, J = lim — 14 = — In 2, д Е ха 3 

dx 

158. | aaa 
Решение. Из примера 140, гл. III следует, что 

ах __ 2х + | 4 Ox +1 

Gxt 1 ЗИ) Тзух arctg — + С, 
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x | 
° dx 4a 2х -- 1 в. 

поэтому I= lim \ ря = tim (seerey + 
Yo—o Y Y+—oo 

4 2x + 1 2X + 1 
t — = — | arct — 

т зу 18 уз |, = хе 3 WT ( вуз 

OY+1\ 4м 
arctg Уз )= уз 

со ; 
x 154. = | 2, 

0 

dx 
Решение. Так как (см. пример 110, гл. my | Ея = 

1 1)? ; 1 
== In Е - УЗ arctg ———— = +C, то J= 

. 1 (x + 1)2 1 9—1 |X 
= — | — = Jim, (5 ПЕ -- уз arctg уз No 

. 1 2X — | 1 1 л л 
= ] — — SS ——— — | — clin, yx (ala узо — ale (—75)) = уз (2+5) 
— 2л 

3V3 

+, 
х2 -- 1 

5 | ет“ 
0 

1 х — | 
Р . — . ешение. Функция F (x) уз arctg Va + = (x) являет 

ся первообразной для f(x) = ЕЕ на промежутке [0, -++ co) 

(см. пример 68), поэтому /= lim | и arctg — +0) | = 
Х-- 00 V2 0 

— 1 . Х? — 1 п __ п Ут jim (aretg VE + + sgn x) = 

156. = зи 
. (2—x)V1l—x 

Решение. Заменим переменную, полагая 1 х=й (4х = 

= — 241); после замены получим / = 2 | Ня = 2arctg | => 
0 
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оо 

157. J = | a 
xV 1+ xd + x10 

Решение. Поскольку 

| dx — -+ | = 

1 51 x10 xVi+txe+x УЕ +1 

1 

== № ЕЕ +6, 
то по определению 

l= |} + ( 2X5 —_ 2 ) = 

Kate БИ SEX pay ROPER ПЗ Е2УЗ 

S273 =—In (1+ т): 

xInx dx 

полагая du = и Se 9 Решение. Интегрируем по частям, 

и =пх; получаем 

х п хах Inx 2 

(1-28 — — 20+) += : я #6 HF (+6. 

По определению 

—_ li __ In x x2 xX 

= dim 2(1+ x’) TE In =) 
e+>-+0 

: Ine 22 

= Jim (— (=) ta ша) 
: = Ing 1 1 

= lim (заря + Ия) =0 
(так как im Е (Х) = 0; lim ‚2 Ine = 0). 

с 

159. [= arctg x dx. 

о (+)? 
Решение. Произведем замену переменной, полагая arctgx =z 

д 
= dz, =cosz, 0<%<2< 7) ; получаем 

dx 

1+ x? 

дл 

д 

2 

[= | 20$ 242 = (z sin z + cos 2) . => —1. 
0 р 
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2 

160. J,= ( e-™ cos bxdx. 
0 
{со 

161. Г. = \ e sin bx dx (a> 0). 
0 

Решение. Умножим /, на мнимую единицу и сложим с Г: 
+ со , Шах (—a-+ib)x co 

+i], = | ef ane) dx = —= 18 Ir — 

ee . . о со =-яты (— a— ib) (cos bx + i sin bx) °° = 

= Е [(6 sin bx — а cos bx) + i (asin bx + bcos bx) 1 ® = 

. b 

ape Ты. 
b 

Таким образом, = ры ‚= a+b? 

С помощью формул понижения вычислить следующие несобствен- 
ные интегралы (п — натуральное число): 

-f-co 

162. 1, = | хе" dx. 
0 

Решение. Интегрируя по частям (e “dx = du, x" — и), находим 
co 

= еп \ те 4х = пи. 
0 

-f-00 

Поскольку [= | e “dx=e” [о =], Ttol,=n(n—1) --- 2x 
0 

xl=al 

“+00 x 

163. J, = \ Gt pbs to (ac — 6? >0). 

Решение. Очевидно, 
2 

(ax? + 2bx - с)" = E (x + 2 + ae — |" . 

Полагая x + ~. =t и обозначая и“ = В, получим, интегри- 

руя по частям (n> 1]: 

de о ава 
"= J ET ap | +21 J ев" — 

= 2 (п — 1) (11-1 — BI,), 
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21 —3 _ (2n — 3) (2n — 5) . — wee = откуда Г, = Taye 1"! 2 (п— 1). 2(n —2) В? 1 1—2 — — 

о но шо 
(2n — 2) 1! В"! (21—21 |: | at? +. В 

== OO 

B 
Так как — > 0, то окончательно находим * 

_ (2n — 3) I! а а [te _ 
In = aB"—! (2n — 2) I! V3 arcig У В |—co — 

__ л (2n — 3)! V а? Е (2n — 3)! g?—! sgna 

— ав (2n — 2) I! ac — b? n—t 
(21 —2) 1 (ac—b?) 2? 

ры р 
x 164. J, = | OFT FA 

у а 
Решение. По определению /, = lim = 

шт. | х (| +++ (Я- п) 

легко видеть, что интеграл сходится. Разлагая правильную дробь 
“ 1 

на простейшие, получим 
er oes (x +n) — 

— Ar СОС, 
У УЕ '’ Где A, = Нов! — п! 

хе I) @ +”) 

_~1 fy (_ntc сих +4) + Таким образом, | x (x + т - (x-+ n) 

1 

+ У ([— 1) Н сш (Е Е =. jin Пох+ вЫ ся + 
о nl k=0 

+ х (- ПНС (k + | - 

Так как сумма биномиальных коэффициентов, стоящих на четных 
местах, равна сумме биномиальных коэффициентов, стоящих на 

нечетных местах, то im П (Х - ky)" Cn =], следовательно, 

lim In п (ХС D°Cn Cn — 0, 
Х---со 

iM
s (— 1)*t'Ch in (2 + 1). 1 

поэтому Г = —- 
I п! 

1 

165. I, = | weak 
0 

И (1 —x) (1+ х) 



Решение. Полагая x = $1 $, получим 
л 

2 
Г. = ( sin” Е. 

0 
Этот интеграл уже рассмотрен нами \‹см. пример 98). 

-f-co 

| dx 166. / =| и 

Решение. Интегрируя по частям = = du; v = thx; 
cn’ x 

u= ==; ди = — ия ‚ находим (n>1): 
со 

thx [+e sh? xdx 
п — аи + (2 — 1) \ ch? +1, = (n—1) [1—2 — (n— 1) Ги» 

0 ‘ 

{так как sh? x = ch? x — 1). Получили формулу понижения /„ = — ly 

x [„_2.Легко видеть, что [а = (7 rere > 2 Г = ео | при п 

нечетном (так как J; = 1); [„ = ео i Го => om о и при п четном, 
+ со -f-00 

так как [о = \ dx = 2 \ 4 (2) = 2 arct elie =? (4 — 
rr м уе = Belo =" |2 

hon on 
4] 2° 

x п. 
2 2 

167. а) [Г = | п зп хах; 6) = | In cos xdx. 
0 0 

Решение. / и /, — несобственные интегралы второго рода 

(In sin xX имеет особенность в точке х = 0, a |1 с0$ x имеет особенность 

в точке х = 5) Полагая в J, л — x = Ь видим, что [: = [». Таким об- 

разом, 
x 
о 

д 

2 

2, =1,+1,= In (Sy d= — net | In sin Qedx, 
‚:слагая в последнем интеграле 2х = $, получим 

д 

fo
) 

2 л 

| In sin 2xdx = > | In sin tdt = 
0 

> 2 
- ( In м +f In sin tat } =| In sin = /, 

> 
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(в интеграле \ In sin ‘df замена л — # = г приводит к интегралу /,). 

2 
а
а
 

Мы получили 21: = [1 — > In 2, откуда J, = — -5- т 2 == [.. 

x ae 
е sin Xx — COS x | . | dx, 

- у sin x 

значений x интервала (0, --со), для которых подынтегральное выраже- 
ние имеет смысл. 

Решение. Tak как sinx>0O при 2л<х<л-- Ел, то 

168. Найти | где Е — множество тех 

—_® Чо ПЛ . 
| e ? |sinx—cos x| dx=V е * |sinx—cosx| dx = 

. V sin x =o oY, V sinx 

+00 д — 
—_ е sin 2 — cos 2 

= @«™ | | У Г а2 (после замены x — 2Ёл = 2). 
о . Y sinz 

Под знаком суммы стоит несобственный интеграл второго рода 

(сходящийся); поскольку зтг— с052«0 при OCz<_ —- И 

2 It 

. 1 a ne —_ 
sinz—cosz>0O при Я <2< n, 101 = | е | sinz —cosz| dz 

0 V sinz 

п. л 

4 2 4 2 п _2 

=2(е "аУзтг — | е ?Ysinz 42+ {е ?Vsin z dz — 
0 0 п 

4 

2 
=— tee 

л 2 7 _ 

"Уз —2е Из =2 Be ® 
л 2 

о —= - — 

—2(е ?dVsinz= 2 
a 

4 

(после интегрирования по частям). Таким образом, 
x at 

| е * | sinx cos | кое №" — Уве § 

z V sinx k=0 1 —е 

со 

169. Доказать равенство \ f (ax +- 2 4х = 
460 0 

=-- | f(V 2 + 406 ) ах, где а>0 и O>0, предполагая, что ин- 
0 

теграл в левой части равенства имеет смысл. 
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со 

Доказательство. Пусть интеграл | j(ax + +) dx имеет 
0 

b 
смысл. Обозначим его через / и произведем замену ax + —=8 

так как х — двузначная функция $, представим / = /,-+-/,, где 

“6 VE, eo 
L= | (ах +) dx, [о = | f (ax + +} dx. 

0 V = 

После замены переменной получим 

2 Vab ‚ 

Г = — t — = AAC Tie) 4 

1 te t 
=e | FO (14 ТТ } at, 

ote _ te 
Е | Г у 7 JO V 

Обозначим YV f2—4ab =z, тогда t = У 2+ 4ab и [= 

+ о +o 
= | f (ax + 2) dx = — | f (V x? +'4ab ) dx, что и требовалось 

0 0 

доказать. 
170. Средним значением функции f (x) на интервале (0, + co 

x 

называется число «6M [f] = lim | (Е) d&. Найти средние значе- 
х-—-с 0 

ния следующих функций: 

а) f (x) = sin? x + cos? (x У 3); 6) f (x) = arctg x; в) f (x) = Vxsinx, 
& 

Решение. a) Интегрируя, получим | (ПЕ + cos?= V 2) 4Е = 
0 

sin2V2 x sin 2x ; sin2V2 x — — — | ] Vex x 1VE m откуда М[Й tim ( + 4У5; 

sin 2x 

4х = 

6) М [arctg x] = lim = | xarete x—+in (1 + я) =. 
х-ь--со x 2 2 

x 

в) Применяя вторую теорему о среднем, находим | УР sin tdt = 
0 
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=Vx | sin tdt = Vx (cos Е — cos x), (O<CE <x), откуда | [ Vix 
E 0 

Xsintdt|< = <= при достаточно больших x (=> 0— произ- 

вольное, наперед заданное). Поэтому М [V x sin x] =0 

171. Найти: . 
x 

[у 1} at 

a) lim x | at dt; 6) lim -—, 
x->0 . X-»-+-00 

< 

| Ге 

lim — - pr) lim x* f(t) dt, 
в) x+-+0 In x0 al 

x 

где © > 0 uf (1) — непрерывная функция на сегменте [0, 1]. 
Решение. а) По первой теореме о среднем имеем 

1 

t 1 
| 284 at =cosg(-+ —1). х<ЕЗ!. 

x 

Пусть =>0 — наперед задано; при 0х Tir ’ cos g(t — 

! 

— 1} > ee » следовательно, | aaa dt—» - со при х- +0. 
x 

Применяя правило Лопиталя, получим 
1 

cos # ‘ cos x 

I (| t? at xe 

lim x | cost dt = lim — = him 1 =Ilmcosx=1. 
х-0 t x0 (x ) x0 — x2 x0 

6) Применяя правило Лопиталя, получим 
x 

и ГА dt 

хо x3 х-> ео 3x 3 

в) Интеграл ( te dt сходится при любом фиксированном а > 
а 

ec 

| t—e—tat 

>0, a In aon со при x-»+-+0, поэтому lim ы = 0, 
x х---0 п — 

x



следовательно 

+ со а 

а а 
__ „= —х , 

lim ———— = lim *——— = lim —*—— = lime’ =1 
x-»-+-0 In —— х---0 in — x-»-+0 —xX х—--0 

x x 

(применив правило Лопиталя). 
г) Применяя правило Лопиталя, найдем 

; _ Ff) 
_ a fi) 2 4, ett te) 1) 

lim x \ apr @= lim — ео = lim ~~ =e 
x 

(в силу непрерывности функции f (x) в точке x = 0). 
Исследовать сходимость интегралов: 

со 

хаах 12. | te 
0 

2 

Решение. яя = 0* (+,} при х-— -- co, поэтому (по 

признаку сравнения) интеграл сходится. 
со 

173. | и. 
1 ХИ -- 1 

Решение. При х-— - oo — = 0* s-|» следова- 
x¥ xt = x 

тельно, интеграл сходится. 
2 

174. | =| on 
nx 

0 

Решение. По определению 
2 

. dx I= _dx_| 
lim { { In x + | Inx | 
и-0 0 Il+p 

(Е >0, и>0). При O<x<2 справедливо разложение — 
ыы 

In x 

1 1 = + O* [(х — 1)], поэтому 

1—= 

{ ши Fe) + OF) +0 (1) = Ine — 
In x 

—+> + С: + O* (=?) (С, — постоянная); 
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{ = In(x—1) fan + 1 — +S * + OF) +01) =—Inp— 
“Inx: 

I+p 

— + + С» + O* (uw?) (С, — постоянная). 

Из написанного видно, что при независимом друг.от друга стрем- 

лении к нулю & и ц выражение In = — (e+ uw) + Cy, + Cy + 

+ O* (=?) + O*(u?) предела не имеет. Поэтому интеграл J расхо- 
дится. 

Решение. Представим J] = /,-+/,, где 
а со 

= | хе *ах, I, = | Pe “ах; 
0 а 

0<а< + < — любое фиксированное. Исследуем J,. При x— 

— +0, же * = 0" ( — }, следовательно, /, будет сходиться 
x 

при выполнении условия 1 — p< 1, т. e. при р > 0 (как несобст- 
венный интеграл второго рода). При x — + co экспоненциальная функ- 

и 
ция e—* убывает быстрее, чем любая функция вида —z- (A> |), по- 

этому /, сходится при любых вещественных р. Интеграл Г будет схо- 
дящимся, если одновременно сходятся J, и [ь», т. е. он сходится при 
p> 0. 

176. Г= [ x In? + dx. 
0 

Решение. Полагая In as = Ь получим 

+ co 

l= \ е— (2+1 494. 

0 

Теперь мы можем представить наш интеграл в виде суммы интег- 
(Ра * ралов первого и второго рода. При 1—--0 e = 0 (==). 

а при #— -{ ©, e PTT — 0 (Г ^), где А — любое число, больше |, 

если p+ 1 >0 (при этом условии, как легко убедиться с помощью 

e (РИ 
правила Лопиталя, lim —~;7>- =0 при любых A и 9). Таким 

t---too Го 9) 

образом, для сходимости / достаточно потребовать одновременного 
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выполнения условий: — д < 1 р +1>0, т. е. > —Тир- 
+1>0. 

Интеграл сходится, если д > — 1 p>— 1. 

x” 
177. \ и dx (n> 0). 

Решение. При x>+0 = O* (==) а при х— 
1+ x” em 

—> -+ со = = 0* ( = ] ‚ следовательно, интеграл будет схо- 

диться, ели —т<|1, п^т> |, т.е. т — | п-т 1. 

+со 

178. \ arte Oe dx (00). , 
x 

0 

Решение. При x>+0 f(x) = ~ = 0*(- ==), а при 

х—> < f(x)=O* =) ‚ следовательно, интеграл сходится, ес- 
x 

лип |< р пр т. е. laon<2. 

со 

179. 1= | и) ay ол 

Решение. Полагая In (1 + x) = 2 получим 

| te'dt ` te’ dt f te’ dt I ] 

= J ¢—i" =) ет J @=1" — ге» 
где а>0— любое фиксированное, например а=1. При t> 

te! 
— +0 f= (ef — 1)” 

если п 1< |, т. е. при п<2; при {> - со 

t ! 
ГО = aor (еб = 0(-=) >! 

если п — 1 > 0, т. е. при п >> 1. 
Интеграл / сходится, если | <п<2. 

оо 

о” aret 180. \ ae dx (n > 0). 

— О* 1 I = ‚ поэтому интеграл СХОДИТСЯ jn-l y p 1 , 

Решение. При х— +0 f (x) = x™ arctg x = 0* ( | \ 

2+ x" xm) )’ a 

при х-—= -{ ce f (x) = O* ( т ‚ поэтому интеграл будет <ходить- 
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ся при одновременном выполнении условий — (т -- 1] <1 un— 
—m>1, т. е. при т>— 2 ип—т |. 

+со 

COS ах 
м. | ие (2 > 0). 

Решение. Еслиа == Оип>> 0, то интеграл сходится (по при- 
знаку Дирихле). 

со 

9112 

182. | a dx. 
x 

0 

Решение. Запишем интеграл в виде 
со a оо 

| ims dx = | Sint dx + \ ans dx (a> 0). 

0 0 a 
a 

im2 

Интеграл \ °* dx существует; очевидно, 
0 

--oo со < 

\ sin? dx = + \ dx I | cos2x 
x 2 x 2 

a a a 

-Нсо 

ах 
Поскольку интеграл \ —-  pacxogutca (к +00), а интеграл 

a 

-- со 

cos 2x . 
\ —- dx сходится (по признаку Дирихле), то исследуемый ин- 
. 

теграл расходится. 

= 

183. | ° 
: sin? = х 

Решение. При x>+0 f(x) = = 0* (--) › a при 
sin? x cos? x xP 

x> = —0 f= 0) (=, q . Следовательно, интеграл схо- 

2 

дится, если р<1, 9<1. 

1 
Ф "dx 

4. и. 18 я 
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Решение. При x>+0 }{(х) = lt = 0* ( 
— 

» a il Vi = — ри 
x 

x—>1—O0 f(x) = OF ! т | поэтому интеграл сходится, если 

(1 — x)? 
—n<l,ten>—l. 

оо р 
x ws, | 

1 1 
Решение. При х— +0 Ver ~ г) Хх — 

x2 

1 1 
—-- со ——— = (* ‚ поэтому интег . + УЕ 3 y рал сходится 

x 

+ dx 

86. | +x 
0 

Решение. Обозначим подынтегральную функцию через } (х). 
Рассмотрим случаи, когда р < дир >> д (при р = g интеграл, оче- 

1 
видно, расходится). Пусть р < д; тогда при х-—> +0 f (x) =0* (=). 

1 
при х-— - co f (x) = 0* 4 |, поэтому интеграл будет сходиться, 

если p<il; 9> 1. 
Пусть 9 < р. Тогда (в силу рассуждений, приведенных выше) 

интеграл сходится, если 9 < 1, p > 1. Оба случая легко объединить: 
интеграл сходится, если Min (р, 9) < 1, тах (р, 9) > 1. 

Решение. lim ae. = ——-; подынтегральная функция 
Xx-»1—0 —х 2 

ограничена в окрестности точки х=1. Пусть O<A< 1. Найдем 

. шх 1 . 1 . In x . х 
Пт: = lim ———; : lim —- = _lim — 
xeto 1х xoto 1—5 хо x x40 — Axa 

А 
= lm—- =0 

x>-+0 —— 

Подынтегральная функция в окрестности точки нуль имеет порядок 
1 

роста ниже, чем бесконечно большая в этой окрестности функция ^^ 

(0 < A < 1). По признаку сравнения исследуемый интеграл сходится. 
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x 
2 

In (sin x 
188. \ Sinz) dy. 

0 V x 

Решение. Сравним подынтегральную функцию в малой ок- 
рестности точки х == 0 с бесконечной большой в этой окрестности функ- 

1 
цией Ta» где + <A< 1. Имеем ` 

lim In (sin x) : р — li In (Ginx) — 

х-+0 Vx х en Ш 
x 

| | 
' АН At 

lim те ——— = lim —— = 0, 
X-»-+-0 —^—— х--|-0 х-+-|-0 

Е 1 (4) tex (+—): 

так как A + + > 1. Порядок роста при х-— + 0 подынтегральной 

1 
функции ниже, чем порядок роста бесконечно большой функции —^ 

д 

2 ах 
( = <^ < !). Поскольку интеграл | хх сходится при + <^—< 1, 

0 

то по признаку сравнения исследуемый интеграл также сходится. 
о 

ах 
189. \ —. 

x? In? x 

Решение. Произведем замену переменной, полагая Inx = # 
(x =e, dx = е 48. Тогда 

| xP 9х = | £9 
1 0 

(1—2) 1] 
При t>-+0 f (= = 0* («| ’ а при p>1 функция 

14 t? 

em при {-— -- со убывает быстрее, чем любая функция вида 

ит (при любом A> 1), поэтому интеграл сходится при р>1, q< 

< 1. 
со 

190. 7 = | a 
xP (In x)? (In In x)’ 

Решение. Положим InInx=t (пх=е; хе"; dx = 

= ef edt); тогда 

(l—p)e*_(1—q)t 

I= { oe at = | f(t) dt. 
0 

Е 

0 
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При #40100" (-) ; если р=1, 10 при g>1 f(t) = 

=0 (=) » (A>1); если 9 — любое вещественное число, a pl, 

A> |. 

то при p> 1 
(1—р)ей-- (1—9): 1 

ГО =— = 0( )> 
Е 

Таким образом, интеграл сходится, если: а) г < 1; р = 1; а> 1;6)г< 
< 1, 9 — любое вещественное, р > 1. 

с оо 

Решение. В окрестности точки х=а, (= 1, 2, ..., n) 

f(x) = 0" | a ‚ а при х— со | (x) = 0" ( АЕ , 

следовательно, / сходится, если р;< 1, > ри > (= 1,2, ..., п) 

{по признаку сравнения). 
со 

192. | x*|x—1fP ax. 
0 

Решение. Обозначим f(x) = х* |х— 1. При х— +0 f(x) = 

= 0* | J. при x—>1 f(x) = 0* ( — [8 
1 
а }, а при х-— -- co 

f(x) = 0* ( — ‚ поэтому интеграл сходится, если —a< 
x 

<1; —B<1; —(a+B)>1, т.е. a>—1; B>—1; a+8B<—1. 
со 

193. dx, где P,, (x) и P, (x) — взаимно простые MHO- 
. п 

гочлены степеней соответственно т и п. 

Решение. Если в интервале (0, -- co) полином P,, (x) имеет 
корни x = X;, то интеграл расходится, так как в малой окрестности точ- 
КИ xX = x; 

P , 

we = OF | x } Ai>l. 

п ( (x — xj)! 

Если же полином P,, (x) He имеет корней в интервале (0, + 09), то 
для сходимости интеграла достаточно потребовать выполнения условия 
n—m> 1, поскольку при х-— - ce 

Pin (x) — or ( 1 

Pr (x) gr * 

Итак, интеграл сходится, если полином P,, (x) не имеет корней в интер- 
вале (0, + coo) ип— т >> |. 
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Исследовать на абсолютную и условную сходимость следующие 
интегралы: 

+ 

194. | = \ at dx. 
x 

0 

Решение. Представим Г = /,+/,, где * 
а = 2 

sin x sin x 1,=5 B® dx, [y= | пя, 
0 а 

а а> 0 — любое фиксированное число. Поскольку функция у = 

непрерывна на (0, a] и ограничена, то интеграл J, существует. По при- 
знаку Дирихле /, сходится, следовательно, J — сходящийся интеграл. 

+со 

Мы показали в примере 182, что интеграл | 
0 

Так как | зпх| > чп*х при всех x, то по признаку сравнения TI 
абсолютно расхо_ится. 

sin x 

x 

sin? x 
~— dx расходится. 

-+00 

— Ух cosx 
195. Г = ) © 100 dx. 

Решение. При x—->-+ со Ух 0, следовательно, п - 1p x 100 Yo? СЛеД ‚ по при- 
знаку Дирихле интеграл сходится. Исследуем на сходимость интеграл 

+00 

п = \ mo |cosx|dx. В силу того, что |cosx| > cos?x = 

— tose при всех x, TO 

h>I,+ 1s, (1) 

rye 

оо у оо Vi cos 
1 х , i x cos 2x 

n= } x + 100 ах, ==) x + 100 4х. 

При х— + оо mem = 0* (==). поэтому Г. расходится (K + oo); 

I, сходится (по признаку Дирихле). В силу неравенства (1) J, 
расходится, следовательно, Г абсолютно расходится. 

> 

196. = | x’sin(x\dx (9520. 
0 
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Решение. Произведем замену, полагая x9 = f: 

l= 1 * sin Ш 

|9 y— Pt! * 
Ot 9 

Представим J = J, + [ь, где 
+Нсо а 

L= 1 sintdt | L= | sin tdt 

+ |9 [РР 3 |9 p— РЕ 
0 ¢ q t q a 

и а>0 — любое фиксированное число. Поскольку при #-— + 0 
sint —— ns 1 
РН = O(n yo 

t t q 

To J, сходится при выполнении условия — Ро > 

pel < — | — расходится). Исследуем Г, на сходимость. Если | — > 

а > 0, то (по признаку Дирихле) [, сходится (а при > рас- 

кодится). Таким образом, [ сходится, если —1<-—— <, т. е. 

jet 
g 

ИУ 
9 

|< 1. Исследуем теперь / на абсолютную сходимость (несле. 

+00 

[= 1 | | п t | dt 
ия дуем на сходимость интеграл ). Представим 
[9 | p— Pl 

0 t q 

1=i,+h, rye 

-+0o 

7! ( |sin¢| dt 7 ма 

1 Mal p— eth _ Pri * 
t q a q 

= 1 
Как показано выше, J, сходится, если ыы 1; при ЕЕ (а, + 

| sin ¢ | 1 - p+1 
+ оо) HI < РН, поэтому J, сходится, если > 

t 9 ‘tf 4 
Pe >|, т. е. если < 0. 

Итак, [ сходится абсолютно, если 1-е г <0. Теперь мо- 

жем указать область значений параметров р и 9, при которых | 
1 

сходится условно: 0 < —+— Pa <i. 
л 

2 

197. [= | sin (sec x) dx. 
0 
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$ 
Решение. Положим secx =Ё (ax = a ); тогда 

со {со 

шт ШЕЕ sin tdt 
[= | mie = | — | — ] I 

) УТ J ИВ т. {УЕ—1 at ln 

rye а> 1 — любое фиксированное. При t-> 1+ 0 en — = 

1 
= о" | ; | следовательно, [, сходится (абсолютно). При 

(¢—1)? 
inf | 

t € (a, + 00 | nt | 
Е (4, + 09) tVe—1 < {Ув—1 

но. Исследуемый интеграл сходится абсолютно. 
~++00 

198. J = | x* cos (e”) dx. 
0 

Решение. Замена переменной e* = ¢ приводит к интегралу 
со 

r= \ mee cst dt. 

1 

a 
‚ поэтому J, сходится абсолют- 

2 

При ¢—> ++ со sa <, 0, следовательно, по признаку Дирихле инте- 

2 2 2 

грал сходится. Так kak |cos?| ты > cos? { =i => sim + 

1 oF In? ¢ 1} 
“+ -57 COS "_—- при => 1, TO 

“+90 , “+00 “00 , 
2 

ты и>- | a dt + + | cos 2#—** dé. (1) 
t 2 t 2 t 

i i i 
+Нсо 

In? ¢ 1 In? ¢ 
Очевидно, —— >-—- при f>e, поэтому интеграл 7— dt pac- 

i 
-+0o 

ходится (к -|- со). Интеграл | cos 2 

венства (1) исследуемый интеграл абсолютно расходится. 

In? ¢ 

| 
сходится. В силу нера- 

-foo 

199. 1= J x? sin x 4х 

. 1+ x? 

4 

Решение. Представим Г = Г -| /,, где I, = | xP sinx | = 

. 1+ x7 

+Нсо 

x? sin x 

= | 1 +- x4 dx, а> 0 — любое фиксированное; при x—> + 0 

а 
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xPsinx п 1 

1+9 хо (eth) 
Г. сходится (абсолютно), а при р-{+ 1 < — 1 расходится. При p<q 

x? 

1+ x4 
лютно). Таким образом, [Г сходится (неабсолютно), если p>— 2, 
9 => р. 

При ХЕ (а, + 0)! 

). следовательно, при р- 1 >> —| интеграл 

\, 0, когда х— -- со и интеграл J, будет сходиться (неабсо- 

sin x | x” xP ony {1 

1+ x9 < 1 + x4 О (a 

следовательно, J, сходится абсолютно, если 9 — р > |, т.е. а>р-1 
(а при 9 < p+ ! абсолютно расходится). Мы нашли, что J сходится 
абсолютно при выполнении условий: р > — 2; 9 > р -+ 1. Теперь мож- 
но выделить множество значений параметров ри q, при которых | 
сходится условно: р > —2, р<9<р-1 

Te sin E + 4) 

200, 1 = | 
J x" 

Решение. Произведем замену x + + = t; так как х — дву- 

значная функция &, то после замены / представится в виде суммы ин- 
тегралов: 

‚ когда X—> -- oo, 

ах. 

1 1 ‚ «Нео . | 
sin(x + +} sin | x --+- — 

1={ ad ах + \ | = dx 

0 1 
x” x” 

оо t со t 
——— | sin t Tra +! я! 

=+ Weer 7” dt +- ут! — | = 
ЕЕ п (Е 

2 9 2 2 

+00 eo 

=! | sin tdt + | sin tdt a 
'; Ve—4¢— И— 41 р У —4(--Ув— 4”! = 

А+ и, 
а 

rae Г. = 1 \ sin tdt 

to gaol J yR—4¢+s P—4i › 

ree 
I=! \ sin #4 

И. J Уп-4е(нув-дг” › 
а => 

—_ оп ( sin tdt — ont | sin #4 

=? \ aa ‚42 ; ИР — 41 ув— 4)" ’ 

а > 2 — любое фиксированное. 
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sint — | 
При {= 2+0 У — 41+ ИВ 4+ — о" | = |. следо- 

(t — 2) 
вательно, /, и J, сходятся; при #— -- co имеем 

Ув —4(--Ив— 4)" Р—" }? YVR—4t+VPR—4)"! п 

следовательно, J, сходится при 2 — п > 0; J, сходится при п > 0 
(по признаку Дирихле). Таким образом, / сходится, если 0 <n 2. 
Очевидно, [ абсолютно расходится (так как J, сходится абсолютно при 
п < 1, а J, сходится абсолютно при n > 1). 

+-ео 

201. J = \ ee dx, где P,, (x) и P,, (x) — целые многочле- 

ны и Р, (x) > 0, если x > 0. 
Решение. Многочлен P, (x) не имеет корней в интервале 

(а, ++ сз), поэтому [ может сходиться при выполнении некоторых ус- 
e P xX 1 

ловий. Поскольку при x -— + oo отношение am) = 0* ( пт и 
п 

стремится к нулю монотонно при п — т >> 0, то J сходится (неабсо- 
лютно) при этом условии (по признаку Дирихле). Так как 

| Pm (x) sin x | | Ри (х)| _ | 
РЗ = 0") 

при x — -++ ео, то для абсолютной сходимости J, очевидно, достаточно 
потребовать выполнения условия: п — т > |, т. е. условия п > т + 
+ 1. Теперь можем выделить область значений параметров, при KOTO- 
рых интеграл сходится лишь условно: т<п«<«т- |]. 

Нео 

202. Если | [ (x) dx сходится, то обязательно ли [(х)—0 при 

Решение. Не обязательно; например, интеграл Френеля 

\ sin х? 4х сходится, а функция у =sinx? не имеет предельного 
0 

значения при х-— -{ oo. 
Рассмотрим также интеграл 

т” [x4] en j yc — 1) 4х = — 1 4х = —— —; } onde 2 (OW - ХЕ 
полученный ряд сходится (по признаку Лейбница), однако функ- 
ция у = (— 1)! не стремится к нулю при х-— - oo. 

-f-co 

Несобственный интеграл | f (x) dx может сходиться и в случае, 
а 

когда f(x) не ограничена при x—-+ oo. Например, в интеграле 
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+Нсо 

= | х т х44х подынтегральная функция у= xsinx* не ограни- 
0 

со 

чена на (0, -|- со); полагая x? = получим 1 =-- | sin РАЁ. Этот 
0 

интеграл, как известно, сходится. 
203. Пусть f(x) 6 С, - со), |f’ (х)|<С при жкх<- о, 

Нео 

и \ | f (x) [4х сходится. Доказать, что f(x) —=0 при х-— - oo. 

+-со 

Доказательство. Рассмотрим интеграл Г = \ Г (x) Е(®) ах. 
Хо 

{-со 

В силу сходимости интеграла Г; = | | f(x) | dx имеем 
Xo 

-+-co 

fe “| iy р дак < С с} [7 (x) | dx < 00, 

откуда следует, что функция [ (х) имеет конечное предельное значе- 
ние при x->-+ oo: lim P(x) = М> 0. Если предположить, что 

х--Есо 

M= 0, то Jim LEG) |= VM>0, откуда следует, что Ye>OA ADS 

> х такое, то 109 |>>УИМ-—е при x> > A. Но тогда, очевидно, 

иода > (ИМ — г) (Х—А) и yim ‚Пик = + а это 

противоречит условию теоремы, что Г; < со. 
Теорема доказана. 

204. Можно ли сходящийся несобственный интеграл (709 dx от 

неограниченной функции f(x), определенной на [a, bh, рассматри- 
вать как предел соответствующей интегральной суммы 

п—1 

> f (E;) Ах,, где x, ЗЕ жи и Ах; = ми —х.. 

Решение. Нельзя: конечного предела интегральные суммы 
иметь не будут (результат будет зависеть от выбора точек &,). 

205. Пусть 
со 

f (x) dx (1) 

сходится и функция ф (x) ограничена. 
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Обязательно ли сходится интеграл 
{со 

| FX) Ф (дах (2) 
а 

Привести соответствующий пример. Что можно сказать о сходимости 
интеграла (2), если интеграл. (1) сходится абсолютно. 

Решение. Если интеграл (1) сходится неабсодютно, то инте- 
sin x @ (x) = 

грал (2) может расходиться; например, пусть f(x) = 
+ со 

. sin x 
=sinx; Ф(х) — ограниченная функция, интеграл Га 

0 
ах схо- 

< 

дится, а интеграл \ 
0 

Может, конечно, случиться, что интеграл (2) будет сходящимся 
Sin x 

sin? x 
dx — расходится. 

(например. ф (x) = 2со$х, f(x) = 

Следовательно, интеграл (2) не обязательно сходится. 
Пусть интеграл (1) сходится абсолютно, и |ф(х)| < С, хЕ (а, 

{со 

+ со); для интеграла | 12 (х) | 4х выполнен критерий Коши: \/ = > 

>034 такое, что при любых x’ >A, и>А\ |Ё (x) | dri. 

Оценим 
x’ 

[109994 < [оо 
= 

x 

`
 

р ,. 
=| «Сом 

критерий Коши ДлЯ интеграла (2) выполнен, поэтому он сходится. 
со 

206. Доказать, что если | f (x) ах сходится и |} (x) — монотонная 
а 

функция, то | (x) =o (+). 

Доказательство. Из условия задачи следует, что |f (x)|—> 

—0 при x—-+ со |B противном случае интеграл расходился бы, 

так как в силу монотонности Г (x), начиная хотя бы с некоторого 
x, f(x) стала ‚бы знакопостоянной и монотонно возрастающая функ- 

ция F(x) = iy, (1) dt| He была бы ограничена сверху ) Таким образом, 
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| f (х) | — монотонно убывающая функция. Так как интеграл \ f (x) dx 

+4 
—
 

сходится, то Ye >0ЗА такое, что при x’ >A, х’> А | | f (x) ах| < 

<_e. Фиксируем х > А и возьмем любое х>> Xp. Получим 

О (к — м) <| (0 at|<e. (1) 
Неравенство (1) означает, что lim xf (x) = 0 (поскольку lim |f (x) |х = 

х---со х-—--со 

= 0). Последнее означает, что f(x) =o (+) . 

207. Пусть функция f(x) монотонна в промежутке O<x<l 4 
не ограничена в окрестности точки х=0. Доказать, что если су- 

| 

ществует \ F(x) dx, TO 
0 

lim ЧУ) о 
hwo 

| 

Доказательство. [По условию существует lim \f (x) dx; по- 
p—>+0 и 

JIOKUM, что | = — (п — натуральное). Если f(x) монотонно убы- 

1 2 
BaeT Ha |. ||. то, поделив отрезок на п равных частей, получим 

где S, u S,, соответственно, верхняя и нижняя суммы Дарбу функции 

1 2 
f (x) на отрезке |+, || В силу известных свойств интеграла справедли- 

вы неравенства: 

п и п 

=У1 (=) a) (rae t Zi (4). © k=l LL 2—1 

п 

1 
Если же [ (x) монотонно возрастает нг it, ||, то, очевидно, 

п я и 

ту (=) < pare L$ Е) (3) k=l ; k=1 

=|
- 
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Покажем, что lim 
fl =r CO e 

В самом деле, если бы было He так, TO это означало бы, что f (x) = 
| 

= 0* (=r) ‚ &>1 при x0 и интеграл | F(x) dx не мог бы схо- 
0 

диться. Переходя к пределу при п- со в неравенствах (2) или (3), 

+) 
получаем [принимая во внимание, что lim ft) = 0; lim —=— = 0} ; 

fl=-» CO fla» CO 

n 1 
. 1 Rk 

li — (=) = \ ’ lim = У! , JF (x) ах 

что и требовалось доказать. 
208. Доказать, что если функция f(x) монотонна в интервале 

а 

O<x<a и существует / = \ °F (x) dx, то lim xPTlF (x) = 0. 
0 x+>+0 

Доказательство. Считаем, что функция x? (x) имеет на 
отрезке [0, а] одну особую точку x = 0 (точка x = хо называется особой 
точкой функции ф (х), если эта функция не ограничена ни в какой ее 
окрестности — односторонней или двухсторонней). 

В силу монотонности функций | (x) иу = x? +! возможны два слу- 
чая: 

a) lim х?Н = + со, Шт f(x) =0 (и при этом, очевидно, |f (x) 
х---0 х->--0 

монотонно возрастает на (0, a)); 

6) lim "= 0; lim #(х) = 0o (и при этом, очевидно, l7 (x)] 
x>-+0 x-»-+-0 

монотонно убывает Ha (0, а)). 

Случай lim xPt! . F(x) =C, CO (где C—uncno, отличное от 
X-»-+-0 

нуля или символ со) исключается, так как при этом имели бы 

ХЕ (x) = 0* (>). > 1 при х>--0, что противоречит условию 

сходимости интеграла /. В силу существования [У =>036>0 
такое, что при 0< х< 6 будет выполняться неравенство 

x x 

| | PF (dt| =| | pr LO at| — uln2<e, 
0,5x 0,5х 

где 

ПРО} << зир {|| (0 |}, Е 10,5х; x] 
(на основании критерия Коши и теоремы о среднем). 

Поскольку 

Ind sorte 2, в случае a); 
т 

(0,5x)°*" | f(x) | In 2, в случае 6), 
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TO 

(0,5x)?T" | f (0,5x) | < ‚ в случае а); 
g 

ЭР! ing 

‚ о 
< - = ‚ в случае 6). 

Из последних неравенств следует, что lim т (х) = 0. 
x++0 

Определение. Если функция f (x) такая, что при любом = > 0 существу- 
ют собственные интегралы 

с—е b 

| F(x) ах и | + (x) ах @<с< 5, 
а c+e 

то под главным значением в смысле Коши (у. р.) понимается число 

b 

у. р. Г de — lim [Г dx +- jie dx| . 

Аналогично 

со А 

у. р. J f (x) dx = lim J f (x) dx. 

209. Показать, что 
1 ++со со 

а) ч. р. mi =0; 6) v.p. \ Sa = 0; в) Vv. р. \ sinxdx = 0. 

Решение. а) По определению 7 
1 
у —е 

. р. = lim |In|x 
uP ) = - Jim [J +f Jim | | | ы 

+ In x|)] = jim, In— = 0. 

-++co 1—= А 

ах | dx dx 6) v. p ) ms = Jim | + | м |+ 

9 ах 1+x || | 1-х и 
+ | 1 — x? = Jim > in| 1—x , + In Хх ffite +r 

B . | 
= lim = In + lim y In| =e = + In| А |— 

Во 2 I—x А esto 2 | 

—In = § |+ lim Е ТВ BL | mee |= 
oor 

1 1-- В 

ть 4 tim и i= |=° 
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(А — произвольное положительное число, большее | + 8). 

в) т. р. т sin хах = lim f sin xdx = lim [cos(— A) —cos 4] = 0. 
“со А---со А А--со 

x 

210. Доказать, что при х> 0 существует Их = v. р. \ 4. 
0 

Доказательство. При О<х<ас<! интеграл существует; 
при |<х<2 

Их = v. p. | a - iim [ff net | & | - 
: б 

=. |1 Ще 8 | (2 1)2 х Jim [injg— 1 +H [+ 0Ь— A at 

+ +014] Jeno s+ 

(28) + OF x — 141] = + In(x— 1)—Ine+ 4 — 

= lim [In —1) +> + я 
&-++0 . 

= In(x— 1) + + OF I(x — 197] 
(см. пример 174). 

Если x > 2, то 

. а 
lix = v. p. | а = у. р. \-4 in 

0 

Найти следующие интегралы: 

>
 

211. v. р. Те ха. 

Решение. Знаменатель обращается в нуль в точках х = | H 
x = 2; пусть А > 2 — любое фиксированное. По определению 

. х—2 |1 х—2 ||2—v 
У. Р. т x? — а = ит Ё х— 1 | + In х—1 lie 

U-~+0 
x—2 . х—2 ||В + In| 5 ЕАН - 

= —In2+ lim | In See | + lim In в=г|-Ш-. 
e++0 B-+-+00 — 
и---0



xInx ° 
212. v. р. | sr 

1 

2 

Решение. По определению 
2 

, ; I—e 9 

у. р. \ рт = lim Плох + ша) [i441 = 
1 2 

2. 

In (1 — =) — — Па (Ге) = lim In = 0. 

со 

213. v. р. | ГЕ ах 

Решение. По определению 
{со 

А А 

—> 

Е __ —__ JI 1+A? ]_ |; 1 _ = fn jarctg А arctg (— A) + 5 In Ге | = jim Загс А =a. 

-+0o 

214. v. р. | arctg xdx. 

Решение. Из определения У. р. следует, что 
со 

— ij 1 2 ^ — у. р. \ arctg x dx = jim xarctg x — (Ех "|, = 0. 
—Co 

$ 5. Вычисление площадей 

Г. Площадь в прямоугольных координа- 
тах. Площадь S плоской фигуры A,A,B,B, (рис. 130), ограниченной 
двумя непрерывными кривыми у = у, (x) иу = у, (x) (у, (x) > и, (х)) 
и двумя прямыми х = aux = 6 (а 5}, равна 

b 

$ = | [4 (2) — и, («1 ах. 
2°. Площадь плоской фигуры, ограниченной 

кривой, заданной в параметрическом виде. 
Если x = x(t), y= y(t), [0 < Е < T] — параметрические уравнения 
кусочно-гладкой простой замкнутой кривой С, пробегаемой против 
хода часовой стрелки и ограничивающей слева от себя площадь S 
(рис. 131), то 

T T 

S=—Jy()x' (Qdt =| x(t) y' (at 
0 0 
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ИЛИ 
Т 

S=—\e(y ух (de. 
0 

3°. Площадь в полярных координатах. Пло- 
Щадь $ плоской фигуры OAB (рис. 132), ограниченней непрерывной кри- 
вой р = ($) и двумя полупрямыми ф =a иф = fp @ < В), равва 

у yu) 5 yt 
2 

Ay 9-40) 18 
| п _ 

0 a хх. 0 x 

Рис. 130 Рис. 13] 

215. Доказать, что площадь прямого параболического сегмента рав- 
2 

на S = 5h, где р — основание и fh — высота сегмента (рис. 133). 

Рис. 132 

Решение. Запишем уравнение параболы в виде у = ах? + с 

и найдем а и с из условий: и (0) =A, y =O при rats, (c=A, 

4h 
а = — bY. По формуле для вычисления площади 

b 
2 Г 

о (' 4h 2 _ 4h 2 _ bh 2 
5—2 | (5 +) ах = 2(he— ет *) |, = bh — = bh. 

Найти площади плоских фигур, ограниченных кривыми, заданными 
в прямоугольных координатах (все параметры считаются положителъ- 
НЫМИ): 

216. ах = и?, ау = x’. 
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Решение. Ilo формуле п. 1° имеем $=|(ИУж— 
0 

3 
2 2° хз 

= (2Vax 2 — За Ht 

217. y= x’, x+y =2. 
Решение. Найдем абсциссы точек пересечения параболы у = x” 

и прямой х-- и=2. Решая уравнение x? + х—2 = 0, находим х; = 

а а? 

37° 

=—2; x,=1. По известной нам формуле находим $ = ( (2 — 

он, _@=4 |" х — х*) ах = 5 ‚ —- 

218. x+y=0, y= 2х — x’. 
Решение. Парабола и прямая пересекаются в точках с абсцис- 

сами x,=0, x, = 3, следовательно, S = (2х — х + х) ах = 

3 
27 

0 6 4,5. 
219. y=|Igx|; y=0; х=0,1; х= 10. 
Решение. Так Как Igx <0; x€[0,1; 1]; 1ех> 0, хХЕП, 10], 

то S = | [lg х| ах = [gaa + { lg хах = Ige(xInx—x)|" + (xInx— 

— 9/1 = wlgx— alge)! +в ще) = 9,9—8,1 lee 

220. y= 2; у=2; х=0. 
Решение. Прямая y= 2 пересекается с кривой у = 2* в точ- 

ке А (1, 2). Искомая площадь равна S = (2—2 dx == (2x — 

__ 9х вт), 1 

In 2 ~ Ind ° 
221. y=(x+1)?; x=sinny, у=0(0<у< I). 
Pemen ие. В качестве переменной интегрирования удобнее вы- 

брать у; требуется вычислить площадь, ограниченную кривыми х = 
= $ ли, х=—1+Иу и прямой у = 0. 

0 

Таким образом, $ = fisinay—(-14 Vila = at +ly- 

2 5)! 2 2 2 | 2 

++ 
222. уи=х;: у=х- шах (О<х<л). 

л 

Решение. S= { (e+ sin? x — дах =>. 
0 

3 28. yaaa; y=0 
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Решение. у—0 при х— со; фигура не квадрируема в обыч- 
HOM понимании. „В силу четности функции y(x} имеем Sy, = 

-| у (х) ах = о yids 

= 2a? arctg + и положим по опре- 

А 

Рассмотрим S, = аз | 4 3 a 
0 
2a? делению S= lim S,= . М = 

А--- со 2 

224. 1. 2 

Решение. Обозначим площадь эллипса через 5; тогда 

л 

2, 
cos? td? = = аб, 

x . 
откуда 5 = лаб (в Muresan произвели замену — = sin 2). 

225. у? = x? (a? — 
Решение. Выражение x* (4 —х?) неотрицательно при |x|< 

<a, а кривая у? = x? (а — x*) замкнута (и = = |х| Иа? — 27). Вси- 
лу симметрии точек кривой относительно координатных осей имеем 

л 

2 а 0 

S = хуя 4a? | sin ¢ cos? Е = ~~ а? cos*t 4 2 3 4 (3a 
л 

2 

мена в интеграле x =asint). 
226. и? = 2px; 27py? = 8 (x — р}з. 
Решение. Функция у? = 2px определена при х>0, a функ- 

ция 27py? = 8(х — р)3 — при х>.р. Найдем абсциссу точек нересе- 

чения нривых; из второго уравнения находим y? = 1 (2% -2.| 

2c 
и, подставив в первое уравнение, получим | 0) | = 2p*x. 

Обозначим 2 = oe = P) Приходим к кубическому уравнению 2 = 

= 3p*z-+ 2p? или z(z— р) (2 | р) = 2p?(z+ р). Корень 2 = — р не 

подходит, поекольку х = —— (отрицательно). Решая уравнение 2? — 

— pz — 2p? = 0, находим его корни 21 = 2p WU 2 = —р (2. не подхо- 
дит). Переходя от г к x, находим абсциссу точек пересечения кри- 

3 

вых: x = 4р. Функция у = | (х — р) ° определена при x > р; при 
3 

р<х<4р V2px > V = (x — p)?. Принимая во внимание 

19* 579



+ [va -Узе- рвы" 
зоо by 3 5 

2 2 

x —V HF te P) | 
р 8 3 

}=2(-3-27 pt—4-27 pt) = 
_ 9.298 (| 4 3)  88p? V2 
=2p2 5—5 = 

227. Ax? + 2Bxy+ Су? = 1 (A>0, AC — B?>0). 
Решение. Решая относительно x уравнение Ах? -- 2Вху + 

+ Су? —1=0, находим 

— By + УА— (АС — В?) у? 
А 

Функция х=х(у) принимает вещественные значения при A — 

— (АС — B?) у? > 0, откуда | у| < <V a4 = = $. Площадь вычислим 

x= 

—B A— (АСВ. 
по формуле 5 [в (И) — x2 (у) у, гдех, = уу = 9; 

хз = fy VAT ae *) у. Очевидно, 

2¢ oVACHE [ 5=я) У А — (АС — B?) у? dy = 4— ) VHF dy = 

м. 

4 г д 
== У AC— BP | cos? tdt = re 

Примечание. Методами аналитической геометрии уравнение кривой мо- 
жет быть приведено к каноническому виду — уравнению эллипса с полуосями 

У и V ==; площадь такого эллипса, как показано в примере 284, равна 

Jt 

va ) es 
$ =л 

228. y? = = (циссоида); х= 2a. 

Решение. Кривая симметрична относительно оси Ox; функ- 
ция y(x) имеет особенность в точке х = 2a (она не ограничена в 
любой левосторонней окрестности этой точки), поэтому площадь 
фигуры выражается с помощью несобственного интеграла второго 

x ° dx . ° 
. Замена x = 2asin?¢ приводит Hac к обыч- 



at 

2 

ному интегралу Римана: S = 16a? \ sin* tdt = 16a? > > = 3na?. 
0 — 

229. х=аш— —t —Vat—y*, y=0 (трактриса). 

Решение. Очевидно, O<y<a; при возрастании x (oT 0 до 

+ ©) у убывает. Дифференцируя, получаем dx = — ye у dy. 

Принимая BO внимание, что положительному приращению x COOT- 
-+-s0 

ветствует отрицательное приращение у, находим S = \ ydx = 
0 

cos? fdt = a . 
у 

o
t
h
a
 

0 a 

-—| Уд? — и ydy = [Ут # dy = 2 

a 0 

230, y= = eT (x>0; n>— 2). 

Решение. Кривая симметрична относительно оси Ox, при 
х—-- < |у| \, 0. Площадь фигуры выразится несобственным инте- 

+ со м -|-со n+e2 n-+2 

гралом: $ = 2 side __4 (а) _ 4 arct x? |= ee) Пете PD, ne аа В” | 
аа" 

4 д 1 
——_ eee ee OS oe 

n+2 2 п--2 ° 

231. у=ёе “| зшх|, y= 0(х >. 0). 

со (#1) 
Решение. $ = > г “|зтх| 4х; полагая в каждом инте- 

k=0 p 

* +Нсо it со 

Г] a — — e — 

грале х— Ал =?, найдем S = у г ^^ | е * sin МЕ = Ye B® х 
k=0 0 has 

—t 7: 0 —л и —л x -* (ЯПЕ-Н cos 2 1-е Vi et = 1+ е 1 _ 

2 ы 2 k=0 7 2 1—e® 

St Lt 
2 2 e“ +e 1 л 

= 
2(е? —e 2) 

232. В каком отношении парабола у? = 2х делит площадь круга 
x? у? = 8? 

Решение. Обозначим площадь круга S,, а площадь фигуры, 
состоящей из параболического и кругового сегментов, — S, (рис. 134). 
Очевидно, 5: = 8л. Найдем абсциссу точек пересечения параболы 
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с окружностью; для этого решим уравнелие x? + 2x + 1 = 9, которое 
имеет один корень x = 2. Теперь легно вычислить S,: 

S, = ря — |v 8— 8 — V2) dx| =2| 20 — (У — ах 
0 0 

‚|= 2 | an | (1 + cos 28 at) = 
3 

+2V9x? 

2) 9 9). =2(n4+3) = Gat 2 
($: —S,):S,= (sn —2n —-£) 1S, = (9x — 2): (Bn + 2). 

у | 
4 cy) 

AM 

M Ky) 

Pue. 134 Puc. 135 

233. Выразить координаты точки М (x, у) гиперболы х* — у = 1 
как функции площади гиперболичеекого сектора $ = ОМ’М, ограни- 
ченного дугой гиперболы М’М и двумя лучами ОМ и OM’, где М’ (x, 
— y) — точка, симметричная М относительно оси Ox (рис. 135). 

Решение. Обозначим точку (1, 0) через M,, площадь треуголь- 
ника М’ОМ через S,, а площадь параболического сегмента МММ — 
через S,. Очевидно, S, = хи 

x 

S,=2|VF—iat =tVF—1—m¢+VF—M| = 
1 

=xVx?—1—In(x+Vx?—)), 
S=S)—S,= xy —xV x®—14 In(x + V x? — 1) = In (x +V 2? — 1) 
(так как y=Vx«x?—1). Таким образом, S=Archx, откуда x= 
=chS, и= И с? 5 — | = $1 $. 

Найти площади плоских фигур, ограниченных кривыми, заданными 
параметрически: 

234. x =а (1— тд; у=а (1 — с0$8 (0 < t< 2n) циклои- 
да) ии = 0. 

Решение. С возрастанием параметра # возрастает и х, поэтому 
2 2 

S= | а (1 — созда (1 — cos f) = a* | (1 — cost)? dt = 
0 0 
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zt 

_ on п oO. 

= 442 | sint 4 = 8q? | sin* zdz = 16a? | $114 zdz = 

0 0 0 

16a? - 3 _ . ® — 2“ =—5 4 5 Зла?. 

235. х=21— В, y = 2° —#. 
Решение. Кривая сама себя пересекает в начале координат 

(х = Опри Ё = Оби: =2, у= О при { = Оби ¢ = 2). Для вычисления 
площади петли воспользуемся формулой 

2 2 

$= + Jeo y' () — yx! (Ol dt = [в — 48 + 40) dt = 

fo
) 

236. x=a(cost+ftsint), y=a(sin t—t с0$ В 
(0< Е< 2m) — развертка круга и х=а; ух 0. 

Решение. Рассмотрим плоскую фигуру 
MKNRP, ограниченную разверткой круга и пря- 
мой x= а, у < 0(puc. 136). Искомую площадь Mox- 
но представить в виде суммы площадей фигуры 
MKNRPOM и треугольника МОР. Очевидно, 
ЗАМОР = ЛА? (т. к. ОМ =а, | МР| = 2na). 

Перейдем к полярным координатам: р? = x? + 
+= а (1-Й); 

I
P
L
 f

y 
. 

a
e
 

sinf—tcost 

180 =—astatsant? 
| 

п Е — #05 # ), если (x, и) € UKM, U RP; arctg ( cost sini 
sint —ftcost ф=‹ arctg ( cost Faint ) + msgn y, если (x, у) €C U KN, U МК; 

> $51 $, если х == 0. 

\ 

РЁ 
Во всех случаях 4ф = ThE? таким образом, 

2л В 
| 2 1+ 2) 2 

SMKNRPOM = + p2do = “5 | rr : dt = 
0 0 

4 

yin, 

4 a 
ЗикмЕР = Suxnrpom + Samop = —3- an? + na? = —— (40° + 3m). 
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237. x =a(2cost—cos2/); y=a(2siné— sin 28. 

Решение. Фигура ограничена замкнутой кривой (x (0) = x (2x); 
y (0) = у (27), следовательно, 

Тб (t) — x’ ба | (3 — 3cos t) dt = бла?. 

238. x =< cos*t, y= > sin®f (c? = а? — 5?) (эволюта 

эллипса). 
Решение. Применяя одну из формул п.2°, получим 

on са Qn Ea > 

S=( xdy = —- | cos* ¢ sin? tdt = | (cos*t — cos® t)dt = 
0 0 0 

12c4 (433 nm 1-3-5 ‚== Злс4 
ab \2-4 2 2.4.6 2] 8ab ° 

a sin? ¢ 
239. x =acost, y= Df sint ’ 

Решение. При изменении ¢ or 0 до л x убывает от а до — а, 
а 

у = L, (1) принимает неотрицательные злачения (возрастая от 0 до = 

а 
при изменении f¢ от 0 20 > " ‚ 2 3aTeM убывая от -5-до 0 при изменении # 

от = no x}. При изменении fot л до 2л x возрастает OT — а до а; зна- 

чения y = L, (2) B интервале (л, 2л) больше значений y = L, (Фвин- 
тервале (0, л) (поскольку sint?< 0, ЕЕ (л, 2л)). Уравнения x =acosf; 

а $112} 

4 = 2-+-sint 
описывают замкнутую кривую с точками возврата (a, 0) 

ол 

и (— а, 0). Таким образом, S = ( ydx (при изменении Ё от 0 до л по 
0 

той формуле получим площадь, ограниченную кривой L, (1) и отрез- 
ком оси Ох [— а, а] со знаком «—»,a при изменении ¢ OT л до 2л по- 
лучим площадь, ограниченную кривой L, (№ и отрезком оси Ох [— a, 
а]; алгебраическая сумма полученных результатов и дает искомую 
площадь). 

2л 2 

t in? ¢ 
Получаем S = | en 7 (— asin t) dt = — a’ | sain 7 dt = 

0 0 

2 2m 

— at | (sin?t—2sint +4 8 ) dt = ва | at Эла? = 
; 2-- sin? ; 2+ sint 

A d{t f ++] on a(te-t++] 

== 8q? 2 + 2 2 Эла? 
123 t 1\? 3 

6 tg +} += х (e+) +> 
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t | t 1 | 
2\tg-5-+->-} |^ 2\tg—>-+-—>-! Jen 

= Ут jarcte у 2 ; -+ arctg | у a |—9nat = 
л 

1622? [л л л I 16ла? 

= aa (3—5 + 5 +) — Эла" = ya a= 

Найти площади $ плоских фигур, ограниченных кривыми, задан- 
ными в полярных координатах: 

240. р? = a? cos2g (лемниската). 
Решение. Кривая замкнута, симметрична относительно пря- 

д 

. S 1 Е 2 а? 
мых рс05ф=0 и psing=0, поэтому = | p'dp =—- Xx 

a п. 

Е a, ; а? 
x \ cos 2фаф = —— sin 2$ = 4 , S = a?, 

0 0 

241. p=a(l+cosq) (кардиоида). 
Решение. Кривая симметрична относительно прямой р $11 ф == 

it It 

= 0, поэтому $ = | a®(1 - cos @)?d@ = a? | (1 + 2cos @ + cos? 9) dp = 
0 0 

= at! 4+ 2) = one 

242. p=asin3g (трилистник). 
Решение. Вычислим третью часть площади трехлепестковой 

л л 

6. 6. 
2 cin? 2 (“ 2 

розы: = =2\ ° 5 ЗФ аф = “5 \ (1 —cos 69) de = 35; таким 

0 0 

образом, S = aa 

243. p= Toy (парабола)}; P=; ф= =. 

Решение. С помощью формулы п.3° находим S= x 

+ + 
dps р? 9) >] ==. <2 x \ (l—cosg® 74 | (1+ etg 5 а | с 5) =-4 (ctg 5 -+- 

л л 

4 2. 

S
E
 

a
l
a
 

| 

>
|
.
 

—
—
 

<
 ко
! +3 0/2+ 1—1 = 5 6V2+6) = 



244. p= ее (0<=<!) (эллипс). 

Решение. Применяя формулу п.3°, получим 

2m wt 2? Ф_ 
sf dp р | dg в ыы eats а _ 

1 2 2 , (1 +- = cos ф) у ( - = со @ : [-+9-+а-—дн | 

opt | ( + 2) a(te 2} 

~ (iF ep “Toe. ФР 
0 ‚+ (У А *— <) 

2p? а et teeta) _ 
~ (Ie)? т Vt: \2 2 — | (1 4- 22) 

3 [t+ ( ize‘) | и 
an о 9р2 2 2] 

= р ЕЯ arctg z 2pre = | i za dz= 

(1 — =?) ° у У — 2?) + 0 

_ лр? + р?е 4р?е о 42 _ 

= 3 3 3 \ (1 22 — 
(1 — =?) ? (1 — 8%)? (1—e%)? 0 

р? (1-- =) п 4р?е 1 + 
= a ( ae) + aretg 2} = 

(1— =) ? (1—e?) ° 
__ mp? (1 +e) лр?е = лр? — =— — — 

3 3 3 
(1 —e%) ? (1 —e%) ? ° 

245. p= 3+ 2cos@. 
. Решение. Используя симметрию фигуры относительно прямой 

(1 — e?) 

р sing = 0, находим S = [G+ 200s о = | 9+ еже + 

+ 4cos? ф) dp = 9л + 2n = Ил. 

О. __! 248. p= P= ae (0< <4), 
Решение. Поскольку snoa(t <o<-+), тт——— > 

л 

2. 
л 1 1 1 | 4: 

> (Фе (0, =). поэтому S= | (= — =} dp = lim x 
1 

® e+-+0 

л 

2 
1 1 1 1. 1 1 1 

x (яз 7) Фа lim (ве) = +4 x 
& 

Е = O* (25) 

lim (cose sine) \ _ 1 — lim ae ne _— 
2-0 Ета == + 2 ею e? + OF (e4) =. 
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247. р=асо$фФ, о =а (созф + sing) (м (=, 0) [4 5]. 

Решение. Из условия задачи следует, что (рис. 137) $ = 
л 

= S,+S,, где $: = фаф = т. ‚ 58 = 

, | 
сое =. [ (14sin29)dp= (444 

л 
== 

3 2 2 2 2 ла a $ ла a а ( 1). 

8 4? 4 4 

Puc. 137 Puc. 138 

248. Найти площадь сектора, ограниченного кривой ф = р arctge 

и двумя лучами ф =0и = TF 

Решение. При p=0 p=0, a при ф= ar р =V3.B инте- 
Фз 

грале S = | р? (ф) dp произведем замену переменной: 
Ф: 

V3 
=> 2 — у) — 5 С. 5 fot (arete e+ Poe Tt pr} 40 

ещо тан =+(55 ) 

249. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной кривой р? + 

+g = 1. 
Решение. Из условия p? = 1 — ф? заключаем, что |ф| < 1. 

Искомая площадь S равна 

1 2 2 

ри). 

d
e
e
s
 

—
 
—
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250. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной лепестком 
кривой ф = $шлр, О «р 1. 

Решение. При возрастании р от 0 до > ф возрастает от 0 

до 1; при возрастании р от -- до 1 @ убывает от 1 до 0 (рис. 138), 

поэтому величина интеграла-|. | р*аф = > ‚| р?ф’ (р) dp дает иско- 
Фо 

мую площадь, взятую со знаком «—». В "силу вышесказанного 

2 <} 1 
ха пони] — 

| 

—— \ р sin npdp| = 
0 

0 

cos mp 
—s_ 

| 

= osinapdp = p 2522 +S cosnpdp = ~ 
0 

251. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной линиями 
ф = 46 — 0; ф=0. 

Решение. Проведя рассуждения, аналогичные задаче 250, 
2 2 

приходим к выводу, что $ = — +) 0? (4 — 3p?) dp = > | (3p* — 
0 0 

2) dp = [-3 4 ef 4-4 
—4% = (3—6 = 5 = 4s: 

252. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной линиями 
ф=р— пр; ф=л. 

IU 

Решение. Поскольку OS р<л, To $=-- (62 (1 — cos p) dp = 
0 

_ 1” р 
9 3 

253. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной замкнутой 
HBO © = 2at oat 

кривой P= TER? Ф= тг. 

Решение. Так как всегда р > 0, то Ё > 0; р =0 при Ё =0и 
р —0 при t- + сэ, поэтому 

-foo -+-0o 

212 ° 2 s=+ | 4a*ntdt = 2nat | _ ва , 

0 0 

"fos * cos pdp) = (+ ол) =я( (1 + =. 

2 (1-Е 2)* (1-Е 9 (1-Е #)? (1 + 0)? 

Интегрируя (по методу Остроградского), находим 

ВЕ 1 te S = 2ла| — T+ OLD —-} arctg | = 
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Перейдя к полярным координатам, найти площади плоских фигур, 
ограниченных кривыми: 

254. x + уз = Заху (лист Декарта). 
Решение. Полагая x = pcosg, y=psing, получим уравнение 

_ Заз ф с0$ @ x \, 
one листа в виде р = sin? @ + cos? @ О<ф< 5-|; Таким 

ооразом 

ты = = ` 
2 2 

5 = 22 | sin?pcostpdp — _ 94? \ 33 фа (18 $) _ 
2 J (sin? @ +- cos? ф)? 2 ; (1 + tg? $)? 

a 
2 0 

__ За? \ 4 (39) _ 302 1 — 3 дз 

7 2 4 (i+tee? 2 I+tep 2 

| 255. x* + y* = а? (x? + 17). 

Решение. В полярной системе координат уравнение кривой, 
а? 

ограничивающей плоскую фигуру, имеет вид: 0? = sin® @ +L cos* @ ; 

принимая во внимание симметрию фигуры, найдем 
д 
2. 2 

de | (1 -+ tg? @) d (tg 9) — 972 — 902 — 
$ = 2a $114 @ +- с0$* @ 2a ; 1 + tg*@ 

+00 
e _ _ co _ 

= 2а2 | (1 + 22) 42 — V2 Q2 arctg 2? ! = Jt V2 a2, 

: 2 
0 

0 1 = у2 

256. (x? + y*)? = 2а2ху (лемниската). 

Решение. Полагая x=pcosy; y=psing, получим уравне- 
ние лемнискаты в виде р* = 2a* sing со$ф или р? = а? п 2. Учиты- 
вая симметрию точек лемнискаты относительно прямой p sing = 
=pcos@ и относительно начала координат, получаем $ = 2a? x 

л 

4 10 

x | sin 2фаф = 42 cos 2p], = a?. 
; ® 

Приведя уравнения к параметрическому виду, найти площади плос- 
ких фигур, ограниченных кривыми: 

2 2 2 
257. хз + у3 =a® (астроида). 
Решение. Полагаем x = acos*t, у = а 5113 2(0 << 2n). Прини- 

мая BO внимание симметрию точек астроиды относительно осей 

ty 

координат и используя формулу © = =| (xy’ — yx’) dt, найдем © = 
to 
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it л 

2. 2 

= 2 | (За? sin? ¢ cost ¢ + За? cos? ¢ sin* t) dt = 6a? | sin? ¢ cos? ИА = 
0 0 

л 

2 

=a | sin? 2 = — 5 — 
0 

258. хи = ax*y. 
at at? Решение. Положим y=tx; тогда x == гра, I та. 

(у> 0). Плоская фигура ограничена двумя симметричными OTHOCH- 
тельно оси Оу петлями; хи у обращаются в нуль одновременно 
при 1 =0 и стремятся к нулю при #— со. Искомая площадь равна 
удвоенной площади фигуры, ограниченной одной из упомянутых 

со со 

петель: S = | (ху (0 — ух (1) dt = a’? | ЕЯ . Вычислим 
0 

— ви Of (8-8 (о ве _ tSdt 
=) и а } И} at— | и)», ПРИ 
t>0. Полагая 7a = du (о == — rw —- п) ); и = В (du = 3fdt), 

получим 
_ ( #dt £3 3 dt _ £3 | Ра 

[= | | + 4(1+ #4) 7 ЕВ 41+ 44) ++) i+” 

—_ в 24. 1 2— |] _ 
~ 4(1+#) += (Е Е Е вт dt) = 

в | —! = 
ен ++ at (a a)" 

! n| e—1VO+1 |+с В 

и arctg ——— 
= Fish Г зу Ws т eps ВУЗ! 

а в в—| e—1V¥3+1)\|T 
S=a exes T aye ate Ve К tye ег! Ik 

ла? 

8V2 ° 

Примечание. Подстановка # == 2 приводит к В — функции Эйлера: 

со со — 

l= | Od tt | 2“ de =t2(3 3). 
=) ase Ям ) ма” а 

0 0 

г) г (5) г(+)г-=) ВЫ Ma Wa) kk 
4 Г (2) = 16 — — 8И5° 

(2) 16 sin 8V2 
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и 6. Вычисление длин дуг 

Длина дуги в прямоугольных коорди- 
H a тах. Длина дуги отрезка гладкой (непрерывно дифференцируе- 
мой) кривой y = y (x) (а < x < 5) равна 

Г сб + y’ (x)? dx. 

2°. Длина дуги кривой, заданной парамет- 
рически. Если кривая задана уравнениями x = x (1, у = y (2) 

(tj < Ё< Т), гдех (0, y (1 é С [t,, T], то длина дуги кривой L равна 

L = Vx (+ y' dt. 

3°. Длина дуги в полярных координатах. Еслир = р ($) @<ф< 

< В), гдер (Ф ЕС (7 [«, В], то длина дуги соответствующего отрезка 
кривой равна 

В 

Е = Ир (Pp) + р’ (g)? dg. 
a 

Найти длины дуг следующих кривых: 

259. 2 (0<х<4. 
Решение. По  фоомуде п.1° имеем 

И Fete hi te)” 
260. y2 =2px (OSX < Xp). 
Решение. y (x) — двузкачная функция (кривая симметрична 

относительно оси Ox), поэтому 

4 

= (10/10 — 1), 

ee аа, a\V Ура и = 

2 | "Рура 0 FE b+ ont + УВЫ - 
0 

=V 2% V Fig Fp + ро АВР — 
Vx -Р_ 

=2Ух| (хо + 2) + pin ae = . 

261. и = ach — от точки А (0, a) до точки В (6, h). 
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Решение. Применяя формулу п.1°, получим 
b b 

; ; b 
г Уча = fet Кака =ash = 

0 

=a V ne 1 =aV ua —1=Vh—a?. 

262. y=e (0< ххх). 
Решение. Воспользуемся формулой п.1°: 

L=\Vitedv= | Vite а” = | УИТ- 22 de: 

1 

г 

0 0 

Vite . 
интегрируем по частям, полагая 4г = 49; и = - 

e*o 

; имеем L=V1+ 2 + | _ 
е^о 

1 

_ я, _ 1+ И 1 22% 
=Ут-е V2+x,—In ГРУ 

263. ХЕ Шу (1 <у<... 

Решение. В качестве переменной интегрирования возьмем и; 
формула для вычисления длины дуги L приобретает вид: 

У: р 

L=\Vi+x' (у) ау. (1) 
Yo 

В нашем случае 

Примеры 264—267 решаются с помощью формулы п.1° и формулы 
(1) примера 263. 
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a? 

— x2 
264. y =aln—,; 

b 

Решение. L =| V 1+ sax ах = \ a dy = Qa x 
. \ — — 

0 0 

b b 
dx 

x \ aI za —{dr=am 
0 0 

265. y = Incosx (0<x<a<4). 

atx 

а—х 

а 

Решение. L= \Vi + tg? xdx = | a = In| te($ +4} . 0 у 

ыы =]. 
ив — 

266. x =aln ae у — Иа — у? (<< уха). 
а а 

Решение. L=\ViF« (dy =a 4 = ainy|, =ат 

b b 

= 2 __ x3 5 
267. y= >= (O<x< 5 а). 

Решение. Кривая состоит из двух симметричных (относитель- 
но оси Ox) ветвей, поэтому 

а > 
x (8a — x)? 

L= 2 \ И! + (2a —х)з ах. 
0 

Заменим переменную, полагая Ё (2a — x) = 8a — 3x (2<t < 9). 
3 

a 
После несложных преобразований получаем Г = 4a \= 

~ ta(1 + YS mt=¥3 fl — aa(1 + 1 Pt) lig 
+V3n+ a } 

- 2 
268. ХЗ. их —а3 (астроида). 

Решение. Запишем параметрические уравнения астроиды 
x=acost, у=а51?1(0 <1<2л). Принимая во внимание сим- 
метрию кривой относительно осей координат, получаем L == 
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wt 

2 

V x’ (В + y' (0? dt = 4 | У 9a? cos* ¢ sin? Ё-- 9a? $114 2058 41 = 
0 

= 4 
o
r
;
 

to
 

я 

л wt It 

2 2 2 

= 12a | sin 2с0$ tdt = 12a | sin fd (sin?) = ба sin? Ё|' 
0 0 

= ба. 
0 

269. x = — cos? ¢, y = —— sin’ ?, c? = а* — 0? (эволюта 

эллипса). 

Решение. Применим формулу п.2°: x’ (t) = — aan cos? / sin В, 

y(t) = aa sin?t cos ¢, x’ (£)? + и’ (0? = 9c* sin? ¢ cos? # Е | г | = 

oct я (a? + 5* — с? cos 22); 

20 

L= ia | } V a?+ 5 — с с0$ 2 | sint cos # | dt = 

270 

= 3c? 2 2 p72 : — 5 | V а? +. 62 — с? cos 28 | sin 2¢| dt 

3c? 

— W2ab 

У а? + b? — с? cos 2¢d (cos 2t) = 

5
—
5
 

3x 3 
=? ии с? cos 28 * |? рать Ut FA — 

3 

аи 8 рад — 7] = в) 
270. x=cos*t, y= ри й 

п 
Решение. Tak как при изменении ¢ or 0 до —- подвижная 

точка (x(‘), y(é)) пробегает всю кривую, то O<t< > - x (j= 
= — 4 со53 ть y’ (t) = 4sin?t cost; x’ (4)? + и’ (0 = 16 со$8 sin? t+ 

-+ 16 sin®¢ cos?¢ = 16 sin?¢ cos?¢ ($114 Ё + cos*?) = 4 sin? 2¢ (1— sit = 

= 2 sin? 2¢ (1 + cos? 28; 
д 

2 

L=V2 | sin 2¢ V 1 + cos? 21 dt = 
0 

0 

! 
— | cos? 24 (cos В = т {Vv + (cos 24) 

2 
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=A (cos 2¢V 1 + cos? 2¢ +- ш | cos 2¢+ V1 + со 28) |. 
> 

V2+1)_ /5 Vi 2 И5-+ № ут) = 1+ № +7 5). 

При решении примеров 271—274 воспользуемся формулой п.2”. 

271. х=а(1— 518; и=а(1 — cos #) (O<t< 2m). 
Решение. x’ (1) =@(1 —с0$8, y’(t)=asint; x’ ()?+ y'(t? = 

= 24? (1 —cos t) = 4а sin? +; 
2m л 

0 

[ = 2а зп dt = 4а | sin de = 4a cosz| = 8a 

0 

272. x =a(cost-+ tsin?); = a(sint—tcost) при 0<it< 2n 
(развертка окружности). 

Решение. х’ (t) =atcost; y’ (t) =atsint; x’ (2d? -- у’ (1? = at; 
om a en 

L=a\ tdt = e ; = 2л2а. 2 
0 

273. x =a(sht—d, y=a(chi—l)(0<i< T). 
Решение. x’(f)=a(cht— 1), y'(Q)=asht, x (+ y' (0% = 

= taht + cht оао = Bat (cht сео = atch (ch — I) = 

= 4q? cht sh? _ = 4q? sh? - (2 ch? + — 1} (использовали последова- 

тельно формулы ch? ¢— sh?¢ = 1; cht —1=2sh?-_; chti+1= 

= 2ch? + =). 

Теперь легко вычислить длину дуги: 

b= al srt ГУ 2h? —1 at = lV Vich—+) —1dx 

ры 
от 

=a|2 (ch ТУжт—1)— V2in eo |. 
V2+1 

274. x=ch®t; y=sh?t (O<t<T). 
Решение. x’ (t)=3ch*tsh?; и’ (8 = 3sh*tch?, x’ ()?+ 7'(? = 

= 9sh®¢ ch? ¢(sh®¢ -+ св?) = —- sh? 2¢ ch 2t; 
T T 3 

L => | sh 2tV ch ddt => | Vch2td (ch 24 = 4 ch? 2 = 
0 0 

3 

= (ch? 27— 1). 
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275. р = а@ (спираль Архимеда) при О<фх 2xn. 
Решение. Кривая задана в полярной системе координат; для 

вычисления длины дуги воспользуемся формулой 

Ф! 2n 

L= (Ур р” аф = ( Vag? + atdp = 5 ФУФТ+ 
Po 0 

+ In (p+ Vg? И" = = [20 V 40? + 1 + In (21 + У 42 1). 

276. р = ае"® (т >0) при O<p<a. 
Решение. В силу условия О<р<а находим — с <ф< 0; 

р’ ($) = ате"®, р? (Ф) + р’ (@)? = are"? + а?т?е?"® = are? (1 + т’); 

aV 1+ т 

т 

0 — 

L=aV1+ т? |} е"чаф = ЗЫ ет |? = 

277. p= a(l1 + cosqQ). 

Решение. Кривая замкнута, симметрична относительно пря- 
мой psing=0; 0< p< 2x; |р’ ($) = ат; р“ (Ф) + р’ (9)? = 
= а? (sin? ф + cos? ф + 1 + 2cos ф) = 2а? (1 + cos g) = 4a? cos? = ; 

л 

L = 4а \ cos +- do = 8a sin [= 8a. 
0 

0 

— р п 
278. р= 1 +- с0$ф (Ivl< >). 

р sing 

(1+ cos)? ? 
Решение. Применим формулу п.3°: p’ (9) = 

— р? Рф _ 2p” __ PF, 
РФР = прозе TUF cog UF cog = p’ 

4 cos® — 
2 

л 

2 

а а dt 

3 — 3 cos 9 0 Cos © 0 

_ P 

L=-5 

m
a
a
 

[а
 

dt 

nap = 49; = 

< 

С а t 
Вычислим I - | —=зг; интегрируем по частям 

0 

cost ’ cos? f



cos? t 

a a 
я F а 

J= tgt В —{ Sear at =V2—\ sim’! t= 

0 0 

тень чи (+3 
И 

из = - a = учу meg _ 
-И | — cos = Ус Ут 

1 + cos = 

= V2+1. 

=> (3+ ш(1+И3)); L=pV2+In(1+V2)). 

279. p = asin? 2. 

Решение. Кривая замкнута; при возрастании ф от 0 до 3x 
она выходит из начала координат и, самопересекаясь, возвращается 
в него. Таким образом, 

3st 3m 

Е = | Ур? (Ф) +р' (9) dp =a | sin? do = 
0 0 

Зл 
Зла => | (1 + 0523) dp = 5 

280. р=а 8-2 (О <фх 27). 

р (ф) + р’ (9)? = Решение. Очевидно, р’ (ф) = > 

„т 
a2 a2 , ] ` 2 

= а? th? 2+ о = 9 sh? 3 + >| - —5 x 
4 ch4 “> ср? > 4 ch? — 4ch4 —— 

x (sh? +1) = —^ act , 
4 ch* —- 
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an а —1 
а [| cho _ a —_ 

= | one 2 9-5 one _® 49 = 
2 0 2 

= 2na—ath-$ |" = 2ла —athn = a(2n— thn). 
0 

281. == (2+) (1 < рх 3). 

G1 

Решение. В интеграле L= | Ур? (9) о’ (9)?dp заменим 
Фо 

переменную, перейдя OT ф к р: 

Os D2 

L= | V e+ (59) 0) ар = | V lpg’ (0)]? + 1 dp. 
р: P; 

В нашем случае: 

(oo (PF +1=-F (1-я) +1=£ яч = 

следовательно, 
3 

282. ф=ИУр (0<p<5). 
Решение. Аналогично примеру 281, получим 

L= (View OFF dp = (VE + i dp— 
0 0 

Решение. Псступая так же, как и при решении задачи 282, 

найдем Ф’ (6) = и ‚ [оФ’ (p)]? + 1=1-- sh’? р = ch’ р; 

R R 

L= ( Vip’ (ФР + 1 dp = ( ch pdp = she |¢ = sh. 
0 0 

284.p=1+cost, p=t—tgz (0<#<Т< п. 
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Решение. Очевидно, 49 _ ] — 1 cos # 
® 
9 dt 1 

2 cos? —5- 2 сока 5 

2 cos? —- а dp & _ , 
Go = de = УП; (ФР (9)? = (1 + cost)? + 

t 1 
4 sin? cost —— 4 cost —— 

+ ес = — г; + Следовательно 

т-ш 

L= ( Vor) +0 (9)*do = [ve [p+ le OPE at = 
0 

285. Доказать, что длина дуги эллипса x= acost; y= т 

равна длине одной волны синусоиды у = csin >» где с = У? — в 

Доказательство. Обозначим через L, длину дуги эллипса, 
а через L, — длину одной волны синусоиды; тогда 

270 250 

[1 = } V x' (}? + y’ (14 = | V a? sin? ¢ + 6? cos? ¢ di: 
0 

L,= Ту + < cos? = dx = Г Уг + (a? — 52) с05*—- 4 (+) — 
; 

= У a* cos? ¢ + 62 sin? ¢ dé (+ = я . 
0 

На первый взгляд может показаться, что [152[.. Для до- 
казательства того, что L,=L,, рассмотрим функции F, (tf) = 

— Иа? чп? Е -+ 6? со F,(t) = V a*cos*t + 52 sin? t. 
Так как F;(2n—?t)=F;(t), Fy;(n—O=F;(0 (=1, 2), то 

250 д 

— ( У а? sin? t + 6? cos? #4 = 2{ У a? sin? ¢ + 6b? cos? t dt = 
0 0 

л 

2 

= 4 У а? sin? ¢ + 6? cos? Е аЁ 
0 

д 

2 

[3 =4 | У a? cos? ¢ + 6? sin? # dt. 
0 

599



д 
Полагая > —#=2, получим 

л 

2 

[1 =4 | У а? cos? 2 - 52 sin? zdz = Ly, 
0 

что и требовалось доказать. 
286. Парабола 4ау = х* катится по оси 

Ох. Доказать, что фокус параболы описы- 
вает цепную линию. 

Доказательство. Фокус пара- 
. болы находится в точке (0, а). Фиксируем 

се \ на кривой точку М (x, у) и обозначим через 
$ 74 м Хх  фугол между касательной к параболе в точ- 

Рис. 139 ке М и прямой, проходящей через точку 
М параллельно оси Оу (рис. 139). Пред- 

ставим себе, что парабола катится по оси Ох и точка М при этом пе- 
решла в точку М’ на оси Ох. При этом, очевидно, фокус параболы 
будет иметь координаты x = 1— МА; у = CA, где { — длина ду- 
ги ОМ. 

, x л 2 
Так как у = 5 = tga, то № ф = tg(+- —a| = ciga = =, 

откуда х = 2actgg; y= x = eg =actg* @. Дифференцируя, 

находим dx = — 20g , dy = — 2a Е Ф 
sin? ф sin? @ 

Вычислим 1: 

Ф Ф 

_ ¢ 2 2 __ dp ss actg@ __ ‘a PP \ [= \ V (dx)? + (dy)? = — 2a \ inty sing aln (te 5 | = 

л л 

2 2 

= “sae +aln (ctg +) 

Элементарные подсчеты дают: и = CA = ие} МА = ante . 

Таким образом, координаты фокуса параболы как функции параметра 
@ имеют вид 

_ @а4ф ф \  acosp _ _Ф. 
х= пФ. + aln (ctg—> | sin? 9 = aln/(ctg 5 }, 

а 

sin @ ee 
Осталось исключить параметр @. Очевидно, 
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__* _ 2x x _ x 

_ 2 ° д а 1-е ° ее -e ° _ 
i _ 2x? у sin ф Хх =a 9 — 

le a a 

— ach -—— 
а ® 

Мы получили уравнение цепной линии. 
287. Найти отношение площади плоской фигуры, ограниченной 

петлей кривой y = = [3—4 V x, к площади круга, длина окруж- 

ности которого равна длине контура этой кривой. 
Решение. Найдем площадь, ограничекчую петлей кривой: 

3 3 33 

$1 =2 i+ —1)Vede= 2) Vxdx—2\ x? dx= 
0 0 0 

31 5 1 

— 4 52 = 4 (+--+) = 8 
9 0 5 0 9V3\3 5 135 ИЗ 

Вычислим длину контура кривой: L = 2 | V i+y’ (x)? ах, где 
0 

у’ (x) — производная функции y= (= —+) Ух: 1+ у (x)? =[+ 

(1—9x)? (1 + 9x)? 
+ 36x _ 

ЗУЗ _ 
По условию длина окружности равна длине петли, т. е. 2лг = 

4 
= —, откуда г == ‚ вычислим площадь круга радиуса г: 
ЗУЗ `‘ЗУ3л. 

$ = ЛГ? = > . Находим отношение площадей: S,:S, = 

8.271 — 2 

135 УЗ.4  БУЗ’ 

$ 7. Вычисление объемов 

1°. Объем тела по известным поперечным се- 
чениям. Если объем тела У существует и $ ==5 (x) а<х< | 
есть площадь сечения тела плоскостью, перпендикулярной к оси Ох 

: 
601



в точке х, то 

У = | $ (х) ах. 

2°. Объем тела вращения. Объем тела, образованного 
вращением вокруг оси Ох плоской фигуры а< х< 8; 0<у<иу(», 
где у (х) — непрерывная однозначная функция, равен 

b 
У, =л | у? (x) dx. 

В более общем случае объем кольца, образованного вращением вокруг 
оси Ох плоской фигуры ac хх БВ; и (x) Cy < и, (x), где ц (x) B 
у, (x) — непрерывные неотрицательные функции, равен 

b 

У=л { (93 (x) — И (x) de. 

288. Найти объем чердака, основание которого есть прямоугольник 
со сторонами а и 5, верхнее ребро равно с, а высота равна fh. 

Решение. Обозначим через $ (х) площадь сечения (прямоуголь- 
ника), перпендикулярного высоте и отстоящего от ребра с на расстоя- 
нии х. Элементарные подсчеты дают 

S (x) == (а — с) x? + hbcx]. По формуле 1°, § 7 имеем 

h 

[и |= в (3 +-5-) = 
0 

= = (c + 2a). 

289. Найти объем обелиска, параллельные основания которого 
являются прямоугольниками со сторонами A, В, a, 6, а высота равна h. 

Решение. Обозначим через $ (х) площадь сечения (прямоуголь- 
ника), перпендикулярного высоте и отстоящего от верхнего основания 
обелиска на расстоянии х. Используя элементарные приемы, находим 

$ (x) = ab+ (eee Ae 4 Aaa (eae x. 

h 

V = (S(x)dx = abh + = (аВ— 206 + bA) + | (A—a) (B—b) = 
о 

= = (aB+bA + 2AB + 2ab) = -= [В (а + 2A) + (А+ 29). 

290. Найти объем усеченного конуса, основания которого являются 
эллипсами с полуосями A, Bu a, 6, а высота равна Й. 

Решение. Проведем плоскость, перпендикулярную к высоте 
конуса на расетоянии х от плоскости верхнего основания конуса; 
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А—а - в сечении получим эллипс с полуосями 2, (x) =а-- —>—X H 2» (х) = 

В—Ь 
= b+ 7X. Плошадь такого эллипса, как известно, равна S(x) = 

=n(a+ As x)(b+ —— x) == ab + aoe OA х-- 

+ ИО п]. . 

По фермуле п.1° находим 
h 

Ил [ (ab + aB — 2ab -+- БА x+ AB — Ab — aB -|- ab \ de = 
. A h? 
0 = nh (ab + 2584 apy ВЕЛИ 

= = [B(a + 2A) + 6(A + 24). 

291. Найти объем параболоида вращения, основание которого S, 
а высота равна Н. 

Решение. Параболоид вращения получим, вращая параболу 
y = ах? вокруг оси Oy. По усяовию площадь основания параболоида 
равна 5. В основании параболоида лежит круг, площадь которого равна 

$. Обоэначим радиус этого круга через R; из равенства и. = R’ 
. nH nH 

находим, умножая обе его части Ha л: = S, откуда а = < 

$ 
Находим у == и х?, откуда х? = —#- . Умножая левую и правую 

части последнего равенства Ha л (при фиксированных х и и), получим 
площадь поперечного сечения параболоида как функцию переменной у 
(в сечении параболоида плоскостью, перпендикулярной к ecu Оу, 

получаем круг): $ (y) = Se. Теперь уже легко вычислить искомый 

объем: 4 

S SH = | ydy = ~~ 

292. Пусть для кубируемого тела илощадь $ = S (x) ero померечно- 
го сечения, перпендикулярного к оси Ох, изменяется по квадратично- 
му закону: $ (x) = Ах* -- Вх | Са<х< b), где А, Ви C — посто- 

янные. Доказать, что объем этого тела равен У = | S (а) + 

+ 4S ( a) +S (| где Н =6— а (формула Симпсона). 

b 
Доказательство. По формуле п.1° имеем у= | (А+ 

а 

+ Be+C) dx = 3—4) + 4 (04) +6 6—а) = 
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— = [2A (a? + ab + $?) + ЗВ (а + 8) + 6C] =  [(Aa® + Ва + 
О-В © + 2Aab +. 2B а РАС Аа? -- Ab?] = 

=F {Sa +S +4| + B(4F°)+c+ ACE” II - 
= 5 {S@+S+4/A | =) +в (= “т ус] [5+ 
+ 4S (5 ab ] +568 |, что и требовалось доказать. 

7 В 293. Тело Т представляет собой мно- 
„9 жество точек М (x, y, 2), где 0 <2<1, 

6/1 причем O< x <1, О<ух< 1, ecauz раци- 
WANS онально, и —1<«х<0, — 1 <у<0, 

=== . если 2 иррационально. Доказать, что 
i NS — объем этого тела не существует, XOTA 

So yey’ соответствующий интеграл | $ (2) dz = 1. 
0 

Решение. Докажем от против- 
ного. Допустим, что объем тела Т 

существует; тогда он paBeH верхнему объему тела, т. е. 
числу У = inf {V7}, где {Vr}—MHOxecTBO объемов всех многогран- 
ников, описанных вокруг тела Т (т. е. таких, каждому из которых 
принадлежат все точки тела Т и его границы). Среди этих много- 
гранников существует наименьший, представляющий собой объеди- 
нение кубов {0<2<1; О<х< 1; О<у<|И и 10<2< 1; —1< 

<х<0; —1<у< 0}, поэтому мпожество {Ут} имеет точную нижнюю 
грань, равную, очевидно, 

У = ini {Vr} =2. 

Таким образом, если объем тела Т существует, TO он равен 2. Ho мчо- 
жество рациональных чисел г отрезка 0 < 2 < 1 является дополне- 
нием множества иррациональных Z этого отрезка к множеству всех его 
точек, поэтому объем И заведомо не может превзойти объема куба, ребро 
которого равно единице: 

2=V<cl. 

Получили противоречие, источник которого в предположении, что 
объем тела 7 существует. 

Найти объемы тел, ограниченных следующими поверхностями: 

x у с. 
че Ня = @=7% 2=0. 

Решение. Тело ограничено частью цилиндрической поверх- 
ности и частями плоскостей (рис. 140). Рассмотрим сечение тела 
плоскостью X = Ху. В сечении получим прямоугсльник. Из подобия 

треугольников ОАВ и ООС находим a= 25, откуда ОС = 
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— ae = > . Площадь $ (х) произвольного сечения, перпен- 

Г 2 

дикулярного к оси Ох, равна S (x) = = у 1 — = ; 

поэтому 

V = 2% fx У! a= вс (|= 

295. ee (эллипсоид). 

Решение. В сечении тела плоскостью, перпендикулярной K 
2 

оси Ox, получаем эллипс + = 1, 

БУТ" ВУ] а 

площадь которого S (x), очевидно, равна S (x) = лох [1 — =). Най- 

а 

—a 

a 2 хз 

дем теперь объем: У = xbc (1 — я’) dx = nbc (x — ar} 
—а 

4 
3" лабс. 

x2 2 22 

34+ -Se=h z=cte. 

Решение. Тело ограничено однополостным гиперболоидом и 
кусками плоскостей г = -Е с. В силу симметрии точек тела OTHOCH- 
тельно плоскости ХОу достаточно вычислить объем верхней части 
тела (0<г<с) и удвоить полученный результат. В сечении тела 

x2 

плоскостью Z=C, (с1<с) получаем эллипс 

2 

+ =—- ; = 1, следовательно, площадь S(z) поперечного 

bY + 4) 
2 

сечения, являющаяся функцией г, равна S (г) = лаб (1 -- = |, а объем 

с 

У равен У = 2nab | (1 + -=) dz = 2nab ( + +) = =. mabe. 
0 

297. ха - 2 = а, yt2=a’. 

Решение. Рассмотрим + часть тела (она расположена в пер- 

вом октанте). В сечении плоскостью, перпендикулярной к оси 02, 
получаем квадрат, площадь которого $ (2) = а* — 2; объем тела pa- 

вен вме! Г) =a



298. P+ y+2=a*, № -- у = ax. 
Решение. Тело ограничено частью ‚поверхности цилиндра x? -- 

+ / = ax и двумя частями сферы x? + у? + 2? = a®. Поскольку точ- 
ки тела симметричны относительно плоскости хОу, рассмотрим его 
верхнюю половину (0 < 2 < а). В сечении плоскостью, перпендику- 
лярной к оси Ох, получим криволинейную трапению, площадь которой, 
очевидно, равна 

Vax—xs Уах—хз , 

S (x) = | VYa— (x? +- у?) dy = 2 | У a® — (x? + y?) dy, 
— Vax—x? 0 

а искомый объем найдем по формуле 

Vax—x? 

[ыы 4 | \ Vr Fay] ae (1) 
0 

Вычислим внутренний интеграл; произведя в нем замену у = 
= Иа? — xsint, получим 

arcsin V х 
а--х 

$ (x) = | (a? — x*) cos? édt = = > x (arcsin V5 + 
0 

V ax 
+ a+ a) 

Подставляя полученное S (x) в (1), находим 

у = a (a? — x?) (aresin V- rm + VO | ax 
0 

Положим в интеграле x = atg® ф (0 << =), тогда 

7 
t = 4a? | (1 — 419) (9 + 2 —)igg dite) = 

0 

л д 

4 “4 
af d (tg t — 402 1 | я _ ate ф) |+ ) (tg? ф — tg® ф) io} = 

0 0 

л 

4 
+ 

+— J te ede 
0 

0 6 

a mi 
4 4 

—+) te gd + | (= о— шо = 
0 0 
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в. 
4 4 

5 (| $ ee | л —- ( = — + Ф—? |- 
_ д 1 д 1 5 5 530 

=40 (3 4+5-$-44+45- бт м = 

_ 4,3 {_% 2-2 а( —+) 
=40(2—2)—24 3 

299. г = b(a— x), 4+ у? =ах. 
P elle Hue. Тело ограничено частью поверхности цилиндра х* + 

+ y? = ax и частью цилиндрической поверхности (параболического 
цилиндра 2 2? = 6 (a— x)). Рассмотрим верхнюю часть тела (0 «2 < 

< V ab), симметричного относительно плоскости хОу. Площадь попе- 
речного сечения, перпендикулярного к оси Ох, выразится интегралом 

Vax—x3 Vax—x! 

S (x) = 2 | zdy = 2V b(a—x) | dy =2V bx (а—»). 
0 0 

Учитывая симметрию точек относительно плоскости xOy, получим 
а 5 

У = 4V6\ Vx(a—x) dx = 8V ba’ (+ — 1) = 48 a yas, 
0 

2 

300. + 4=1 (0<z<a). 
Решение. В сечении тела плоскостью, перпендикулярной к оси 

Oz, получим эллипс с нолуосями а и г, следовательно, © (2) = лаг; 
а 

У = ла | 242 = мае . 
0 2 

301. x+y+2=1;, х= 0; y=0; z=0. 
Решение. Тело лежит в первом октанте; оно ограничено частя- 

ми координатных плоскостей и куском поверхности г = У1— х— и 
В сечении тела плоскостью, перпендикулярной к оси Ог, получаем рав- 
нобедренный прямоугольный треугольник с катетом длиной | — 2 

(1 — 2)? 
о ) единиц, поэтому © (2) = 

1 

= JU 4+ de = 4 (1-3+3) =. 

302. x? + y? + 27 + xy + уг + 2x = a’. 
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Решение. Решая уравнение 424+ (ху - = + 2х — а? = 

0 — (х-- 2) + V 4a? — 322 — 3x? — 2х2 
= 0 относительно у, получаем у = 5 

Из условия 3x? + 2хг + 32? — 4a? < 0 находим, что 

__ 2+ 2И 3a? — 22? 2У 3a? — 222 —z | 
5 3 <$х< 

-У-За<:< +a. 

При любом — V +a <z< V2 а площадь © (2) поперечного се- 

чения тела плоскостью, перпендикулярной к оси Oz, равна, очевидно, 

2 УЗа:—223—2 
3 

$ (г) = | У 4a? — 3г2 — 3x2 — 9х2 dx = 

__ 2 ¥3a?—228-+-2 
3 

2 V3a2—222—2 

. 5 
= V @—S2—a(x+ =| dx. 

2 V3a2—222+-2 
3 

Обозначая 2 За? — 22? = A(z), находим 
А (2) —2 

3 

S (2) = т | У A? (г) — (8x + 2)? ах. 
_ A (2) +2 

3 

Полагая 3x + г = А (2) sin & получаем 

> 
_ 4 (2) 2:1; — A(z) _ 27 2 __ 92 S (г) зу cos? tdt 5у3 зуЗ (3a? — 227). 

a 
2 

НЕХ 3. 
Интегрируя по г в пределах |— V “> 4, V = а. ‚ находим 

3 
2 

, 2 
У = \_ S (2) dz = № TE (3a? — 22") dz = 

—~V 3a a 

3. 
on 2. __ 3 4 = = уз (Bate =) 17 x 1 V 24° 
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Методами линейной алгебры уравнение поверхности приводится 
к каноническому виду — уравнению эллипсоида с полуосями, равными 

V 2a; V 2a; У . 

303. Доказать, что объем тела, образованного вращением вокруг 
оси Оу плоской фигуры а < х < 6; О<у<и(»), где у (x) — одно- 
значная непрерывная функция, равен 

b 

У, = Qn | xy (x) dx. 

Доказательство. Пусть ЧШ={ж=а<л«... < 
<x, = 65} — произвольнсе разбиение сегмента [а, 5]. На каждом 
сегменте [x;, xi41] (= 0, 1, ..., п — 1) рассмотрим два прямоугольни- 
ка с длиной основания Ах; каждый и с высотами 

т= ша ({у(%)}; М; = тах 1у()|. 
x€ [х;,х;-4-1] x€ [Xp*j4] 

Получили две ступенчатые фигуры, одна из которых вписана, a 
другая описана вокруг криволинейной трапеции, ограниченной кри- 
вой y = и (x), отрезками прямых xX =a их = фи отрезком оси Ox 
от x =a до х = 6. При вращении ступенчатых фигур вокруг оси Oy 
получим два кубируемых тела T, и Т., составленные из кольцевых ци- 
линдров. 

Объемы этих тел равны соответственно 
n—l n—l 

ь 9 о Kitt ха 
Ут, = у. Mm; (944 — м) = у, 2mm; 5 "Ах, 

i=0 i=0 
п хх 

i 1] уг, = У 20M, — 5 Ах, 
t=0 

В силу интегрируемости функции и (x) = 2лху (x) на отрезке [а, 5] 
при достаточно мелком разбиении П с длинами сегментов [х,;, xi+1] 

n— 

Ах < 6 имеем S, —S,< > где $, = >) 2nM,xi41Ax,, S, = 

n—l 

= >) 2nm,x,Ax, верхняя и нижняя суммы Дарбу для функции и (x) 
{= 

на сегменте [416] (=> 0 — произвольное, наперед заданное). Тело Т, 

объем которого мы вычисляем, содержит тело Т, и содержится в 
теле Г.. Очевидно, 

n—l п 

Ут, = > Qnm,x,Ax; + У, sum Ax? , 
i= i=0 

n—l п 

Vr, = x 20M .xi41Ax, — У uM Axi, 
‘= 1=0 

_ n—l 

поэтому Vz, — Ут, = S, —S,—Yn» TAC Yn = Da 1 (M,; + m,) Ам. 
#—0 
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Поскольку Ax; < 6, то |у„|< 2л Мб (6 — а), где М = „тах {и(х)}; 
хЕ [а,5] 

так как $„— $, <-.-, то, выбирая 6 < an Ме ‚ получим Ут, — 

— Ут, <2 при Ах, <6. Таким образом, тело Т, образованное вра- 
щением плоской фигуры a<x<b, O<y<y(x) вокруг оси Оу, 
можно заключить между двумя кубируемыми телами, разность объ- 
емов которых меныше произвольного наперед заданного = >>0, поэто- 
му тело Т кубируемо. Поскольку предел сумм Ут, и ут, при неог- 

раниченном измельчении отрезка [а, 6] равен интегралу | 2nxy (x) dx, 
а 

то и объем тела Т можно вычислить по формуле У = On | xy (x) dx. 
a 

Найти объемы тел, ограниченных поверхностями, полученными 
при вращении следующих линий: 

2 

‚3 
304. y=b =) (0<x< a) вокруг оси Ох (нейлоид). 

а 

Решение. Объем тела находим по формуле У, = л | ух = 
0 

a 41", 
nm {x x dx = ла 77 |, = 2 nade, 

— U 
a? 

305. y = 2х — x*, y= 0 a) вокруг оси Ox; 6) вокруг оси Оу. 
Решение. a) Кривая y = 2х —х? пересекает ось Ох в точках 

2 

х=0и x=2, следовательно, У, = 7 | (2х — х*)? 4х =л (+ xe — 
0 

29+ |= л; 

6) У, = on [хо — 2%) dx = 20 (2. .s_ | 
0 4 

306. y=sinx; y=0 (0<х<л): а) вокруг оси Ox; 6) вокруг 
оси Оу. 

л2 

Решение. а) И, =л | sin? xdx = 
6 

л 

6) У, = 2n \ x sin xdx = 2n (x cos x |h + зах) = 2n?. 

2 

307. y=) (=) ‚ у=б | > |: а) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Оу. 
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Решение. Найдем абсциссы точек пересечения кривых: 

(=) = | а) = 

x 2 x 
При |x|<a имеем (= <|-= |, поэтому (принимая во внимание 

симметрию кривых относительно оси Oy): 

x 

a 
— [1 = 0; жа = 0; |[х| =|а|; хз = a. 

а 

а) У, = 2nb* \ (+ — =) dx = 2nab? (+ — +) — 4 ла. 

308. у=е *, y=0 (0 < х<- co): а) вокруг оси Ох; 6) вокруг 

, x —9ox , е— 2% 0 

Решение. а) У, = lim x [е dx =a lim 5 = 
X-r-+00 g X -»-+-00 x 

x 

6) У, = lim 2n | xe~*dx = 2n lim (xe~* + e~”) IK = 
у Х-- < 0 Х--Есо 

= 2n lim (— Хе“ 1-е ̂) = Qn. 
Х---со 

309. x? + (y— 5)? = a? (0<а<) вокруг оси Ox. 
Решение. Фигура, которая вращается вокруг оси Ox, ограни- 

чена окружностью радиуса а с центром в точке (0, 5); уравнением 
верхней ее части (относительно прямой у=б) является ув = b+ 
-- Иа" — х*, а нижней части — yy = — У а? — x?. Искомый объем 
равен 

У; =л | (ив — yn) dx = gnb | Va? — xtdx = 
—а 0 

a 
2 

= 8ла?6 \ cos? tdt = 2n2a% 
0 

(мы воспользовались тем, что ось Oy является осью симметрии круга). 

310. x? — xy + у? = а* вокруг оси Ox. 

Решение. Кривая y= > ck У — 4. x*, ограничивающая 

x 
вращающуюся фигуру, замкнута, а прямая y=-> является осью 

20* 611



симметрии этой фигуры (рис. 141), поэтому 
2а 

уз. 

243 хз |УЗ 4 | 3 0 203 
= A | — 4/2. 9 2 _ ee 

773 6 Io + 2 в 2a V3 +“ + 
Уз 

2a ee 
хз [V3 4 (a8 3 )| — 2 [5 4 -) = a 

Fel, PONE) lo [Hs la tate] Ra 
УЗ 

311. и=е *Vsinx (0<х< + 00) вокруг оси Ox. 
Решение. зшх> 0 при 2Ал< хх (2Е-- п (Е =0, 1,2, ...), 

+ со (2k-F1) л 

следовательно, V, = лу, \ г sin xdx; полагая # = х— 2kn, полу- 
k=0 орд 

© д + ot —4kn ( —2 —4kn e 
чаем У, =лУе |е sin = лу е —=— (cos f +- 

k==0 0 k=0 

t=0 л Qn ух ten пе п 
2 sin 2) jen = = (1 + a = . 

+ k 
Примечание. По определению >) a, = lim >) аи. 

ke=z0 8 +p] 

Таким образом, решение задачи свелось к вычислению суммы беско- 
—4 нечной прогрессии со знаменателем е_^. 
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312. x=a(t—sing; у=а(1— с0$й) (0< < 21); у=0: а) во- 
круг оси Ох; 6) вокруг оси Оу; в) вокруг ee y = 2a. 

2па 

Решение. а) Объем вычислим по формуле У, =л | у?х = 
0 

2m 2m х 

== лаз | (1 — с0$ f)? dt = Зла? | $8 -^ df = 16na° | $118 zdz = 
0 0 2 0 

д 

2 

= 32na°( s $118 24г = 32na° a . > == 5л2а8. 

0 

Orta 

6) Объем найдем по формуле У, = 2n \ xy (x) dx = 

= дла? \ (¢ — $110 (1 — с0$ 2? dt = mal (3 t—2# cost + 
0 

+ 00524 — > sin f+ sin 2¢— 
snr os 2t )dt = 2 a 5. | = 

2л 

= 6n3a°, так как | (— 2t cos ¢ + + cos 2¢ — = sin ¢ + sin 2¢ — 
0 

___sin Eos 2 ) dt = 0. 

в) Перейдем к новой системе координат по формулам и: = y — 2a, 
ха = x. Тогда искомый объем У =V,—V,, где У, — объем кругово- 
го цилиндра с высотой, равной Зла и радиусом основания 2a, a 

2ла 

Уз=л | (ys)? ах. 
0 

2п | 

Очевидно, V, = 2лал4а? = 8л2а3; У. = x | {a* (1 — cos ¢)? — 4a? (1 — 
0 

— cost) + 4а*]а (1 — cost) dt = л?08. Окончательно У = 8л2а3 — 
— л2а8 = 77203. 

313. x =asin®?t, y= dDcos?t (0<Е< 27): 

а) вокруг оси Ox; 6) вокруг оси Оу. 
п 

Решение, а) При изменении ¢ от 0 до — x возрастает от 0 

до a; кривая х = а $1131, y= 656053? замкнута и симметрична отно- 
сительно осей координат. При изменении ¢ от 0 до 2л подвижная 
точка двигается из точки (0,5) в направлении движения часовой 
стрелки и пробегает всю кривую. Принимая во внимание, что х 

613



возрастает при изменении Ёот 0 Zo а также симметрию точек п. 
9 9 

вращающейся кривой относительно оси Oy, находим 
л л 

2 2 

У, = Qn | (6 с033 2) d (а sin® t) = 6nab? | (cos? t — cos? t) dt = 
о о 

8 Золав? 
— 2 — —— |} — ыбомьвоми ИИ 

= блар (= on 105 ° 
6) Из соображений, высказанных выше, заключаем, что 

л л 
— — 

2 2 

У, = 4л ( asin’ tb cos? td (a sin’ t) = 12na%b | sin® ¢ cos* tdt = 
0 0 

д 

2 

= 12na% (| (sin’¢—2sin’¢ + $1101) dt = 12na% (St — 247 + 
0 

81| 32а? 

+ at | = = 105 

314. Найти объем тела, образованного вращением плоской фигу- 
ры, ограниченной петлей кривой x = 21 — Й; у = 41 — В вокруг: 

а) оси Ох; 6) оси Oy. 

Решение. а) Поскольку х (0) = 0; y (0) = 0; х (2) = 0; и(2) = 0, 
то O<t< 2. При возрастании ¢ or 0 до | x также возрастает от 
О до 1, а при возрастании Ёот | до 2 x убывает от | до 0; следова- 

2 1 2 

тельно, У, = —л | уах — п | y2dx = — п | ух = 
0 0 

2 2 

= On { (¢ — 1) (168 — Bt + ®) dt = On| (PF —— 88 + 84 + 168 — 
0 0 

— 1672) dt—= an (fh #44 8 «16. = 161%) dé = 2 (4 г вв в Мл. 

6) Исходя из соображений, высказанных выше, имеем 

1 2 2 

у, = — 2л ( xydx — 2л | хуах = — 2m | (ot — 8) (4—8) 21—04 = 
1 $ 0 

2 

= An | (8 — 38 — 2 4 128 — 81%) dt = 4n(F —— 23.2 
0



315. Доказать, что объем тела, образованного вращением вокруг 
полярной оси фигуры <a ф<В<л (фи p—NOAApHEIe коор- 

динаты), равен У = =e \ р? (ф) sin фаФ. 
a 

Доказательство. Пусть П — произвольное разбиение сегмен- 
та [©, В] на части точками фи = я < ф, < .... <, =В 

Рассмотрим плоскую фигуру, огра- 
ниченную лучами ф=ф,;, ф= фи 
куском кривой р =р ($) (9; <ф<х i+1) 
(рис. 142). 

Пусть М; = зир {р ($)}; m= 
ФЕ (9;.074.1] 

= inf {р (ф)}. Рассмотрим теперь два 
ФЕ [$;. 1-11] 
тела Т, и То, образованные вращением 
фигур, ограниченных лучами ф = q,, 
ф = Фа и дугами окружностей ради- Рис. 142 
усов р = М; р= т; (= 0, 1,.... п — 1). 

Очевидно, тело T (объем которого мы вычисляем) содержится 
в теле Т, и содержит тело T, в себе. Вспоминая, что объем шаро- 

2 
вего сектора вычисляется по формуле У = -5- лК"й, где h — высота 

шарового сегмента, принадлежащего шаровому сектору, К — радиус 
шара, легко находим объемы тел 7, и То: 

n—l n—l 
2 4m \ . Ф- P41. Ag; 

Ут, = = mM; (cos p; — COS Pi+1) = = > М} sin — 5 sin 5; 

~ sa P+ 4 A _ 4 3: Pi ны: Ф: 
Ут, = 5 пут sin —5— sin =. 

Il sin APE — APE 4 CF AG.)8 При достаточно мелком разбиении II sin = 0-Е [(Аф;)3], 

. ФФ: = - 
sin vi ec =sing,, где 9;< 9; < фил. Очевидно, 

n—l n—l ¥ 

Ут, < = x М? sin 9,Aq; + 11 = 5, + 4; Vr, > = Xi mi sin p;Aq; + 

+¥2=Sa+Y, rhe 1,0 при Ag;>+0 ((=1, 2); sin ф= 
= max sing; sing;= шш sing. Легко видеть, что Sh есть 

ФЕ [9;.$;--1] ФЕ [Ф;,Ф:-41] 

верхняя сумма Дарбу, а 5, — нижняя сумма Дарбу интегрируемой 
2m 3 . 

на сегменте la, В] функции 5 P (p) sing, поэтому за счет измель- 

чения ячеек разбиения можно добиться того, что S, — S, < в, где 

& > 0 — любое наперед заданное. 
Таким образом, тело Т кубируемо. Из неравенств у» | Sac Ут, < 

< Ут < Ут <5, + 1: заключаем, что объем тела Т можно вычис> 
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В 

лить по формуле Ут = = | 0? (ф) sin фаф, поскольку Si и $, при 
a 

неограниченном измельчении ячеек как угодно мало отличаются от это- 
го интеграла. 

Примечание. Объем тела, образованного вращением вокруг полярной оси 
фигуры > л<о<ф<В< 0, О<р<х г (¥) равен, как легко показать, У == 

= — +5 63 ($) sing@dg, поэтому У = т) 3 ($) | sin p| 4ф, если вращающаяся 

вокруг полярной оси фигура ago, О<р<р(ф) целиком лежит по одну 
сторону полярной оси. 

316. р =а(1 + с0$ 9) (0<¢ @ < 2n): 

а) вокруг полярной оси; 6) вокруг прямой р со$ф = — =. 

Решение. Воспользуемся формулой, полученной в задаче 
315. 
а) Полярная ось делит плоскую фигуру 0 <p <a(l+cos $), 0< 
<Q < 2л на две равные части, поэтому интегрируем от 0 дол: 

у — =. ane 
| (1 + cos ф)* 4 (cos 9) = fc + cos ф)3 sin фаф = 

= na’. 

6) "Перейдем к новым координатам по формулам x, = у, и: = 
— — х——. Учитывая симметрию фигуры относительно оси 0,43, 

3 V3a 
4 

получаем Vy, = 27 | (у1)? ах, (здесь учтено, что при возрастании 
0 

фот 0 до = x, возрастает от 0 до зу ‚ а при возрастании фот 
33 

> до л xX, убывает OT ux до 0). Записав параметрические 

уравнения кривой (в качестве параметра берем угол ф), находим: 
at 

2 

Viz, = дла? | [с + cos Ф) cos@ + +| (cos p + 2cos? ф — 1) dg. 
0 

В громоздком подынтегральном выраженин встретятся нечетные 
л 

степени COS xX; поскольку cos*+lxdx = 0, то мы не будем выписы- 
0 

вать этих членов. Таким образом, 
д 

У», = 2na° | (4 с05*ф + 2с058 ф — cos? ф) dg = 
a 
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л 

wy 

= 4na® | (4 cost + 2cos* p — cos? 9) dp = 
0 

4. ЗН 2.51 13 
—_ 273 | — 2 

= 2n*a ( am Th 5 7 ua 

(напомним читателю, что параметрические уравнения кривой x, = 

= х1 (Ф), У: = У: (P) имеют вид: x, =а(1 + с0$$) sing, у: = — |< + 

+ a(l + cosq) cos | 

317. (x? + y?)? = a? (x? — y?): 

а) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Oy; в) вокруг прямой y = x. 
Решение. а) Перейдем к полярным координатам, полагая x == 

=pcosg, y=psing; полярное уравнение кривой, ограничивающей 

} ap 
Рис. 143 Puc. 144 

область, имеет вид p=a)cos29 (лемниската Бернулли). 
Учитывая симметрию точек плоской фигуры относительно осей 
координат и применяя формулу, полученную в задаче 315, находим 

3 
2 

п 

а 0 3 
V,=— a] a® cos 29 sin gdp == | (2cos* m — 1) ? d(cosq) = 

0 дл 
4 

у? > Asa 2 > 3 ( (@—1)? dz= lp (2-1)? —32VA—T + 
1 

ЗИ2 

+= ing +VF—1)| 

= 2 [УЗ + V2 —2 |. 

6) Примем луч ф= -- за полярную ось системы р’, 0; тогда 

УЗ Ana? [3 я— 2 | — уз в ва +УЯ-—-5 |= 

(рис. 143) p’ (8) =^р(); 8 =— {2—9} =9—-F и по формуле, 
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полученной в задаче 315 (с учетом симметрии плоской фигуры и 
того, что sin6 <0), находим 

“ 

= =f [o" (68| sin | 49 = 22° (cos 29)? |sin(9—2 =) |= 
0 

l
a
 

л л 

4a as 4na8 . 3 Se 
3 | (cos 2$) 2? cos фаф = 3V5 \ (1 — 2sin? $) 24 (И 2sin 9) = 

0 0 

=x 
| 2 

— 4паз __ 92) 2 — 4паз 4} — 
v5 (1 z*) * dz sya | 05 dt 

©
 

д 
в) Примем луч ф =-;.- за полярную ось системы р’, 9; тогда 

(рис. 144) р’ (0) = р ($); 0 = Ф—-, следовательно (с учетом сим- 

метрии плоской фигуры и того, что $10 < 0): 

0 

v=} J 3 

л 

4 

м“. | (cos 2$) z sin (o— =.) dq. 
cf л 

~~"? ~ 4 

Произведя замену Ф— = = — получаем 

Е 3 
3 ane | | cos (4-—2)| |sin(—9|dt = 

0 

© x 

‚с 3 И5лаз Ш 5 
= = | (sin 202 sin В = 8 ane | cos? tsin * ¢d(sin?) = 

0 0 

1 1 

— ву? nat | 2? (1 — 22) * dz. 
0 4.00 

IT 1 = м4 находим И = V2 —— ла? | шеи осле замены —— ! = ИЕ 
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~ “Feo 
_6Y2_ 4 и _—[ 4 | du 
= 3 ла 8 И 14) 4.00 8 , (i+ ys = 

-+-00 

__ 9V2 3 \ du 
= 3— Na (pat 

оо +00 о 

Вычислим = |“. du — | и 
: Tear | “Tut (1-- uA)? — 

со -foo 

_ ee ee 
~~ Jitu 41+ м но 4 ; 144 4 : 1+“ — 

0 

5 + 2? — 2 — 

(рае, | in Vat 
4 \2у2 uV2 4V2 472 uw tuV2+1 

_ 3x 

8Y2 ° 
= 3 303 

Окончательно получаем = 27а ЗП _——, 
3 8y2 4 

14 

5. 
Примечание. { cos * fsin * tdt = a(+.+)= 

F 

1 .(7 (5) =-3 (+) ( 4)-22 _ = Г [т > = -5* Г T Г [1 — 7) = er’ ‘Пеловательно, V 

_ BV ana —38nV2 _ na? 3 EF ; здесь мы не используем Эйлеровы интегралы. 

318. Найти объем тела, образованного вращением плоской фигуры, 
ограниченной полувитком спирали Архимеда р = аф (а >00 <фх 
< п) вокруг полярной оси. 

л 

Решение. У = 23 na? | g* sin odo = 4 na? [ооо + 

дл it 

-- 3 | cos ode нае a(o sin 9 [§ — 2) psin vie) = 
0 0 

л 

= na |= 6 (+ cos pir -- \ cos ode) | = = ла? (1? — бл) = 
0 

2 2 за = ии ла (л — 6) 

(объем вычислили по формуле, полученной в задаче 315). 

619



319. Найти объем тела, образованного вращением плоской фигуры, 
ограниченной линиями ф = лрз, ф = л вокруг полярной оси. 

л 

Решение. По формуле задачи 315 имеем У = St |p sin фаф = 
0 

IU 

= =| esin ode =, 

320. Найти объем тела, образованного вращением плоской фи- 

гуры а«р< а! 2sin 2ф вокруг полярной оси. 
Решение. Найдем значения ф, при которых лемниската p = 

=a) 2sin 29 и окружность р =a пересекаются (рис. 145; на ри- 
сунке рассматривается только одна симметрич- 

А 4 IU 
ная относительно луча ф = -- часть). Для 

отыскания упомянутых значений ф решим 
уравнениеа =аИ 2sin 29, корнями которого 

л 5л - 
0 = Являются Ф1= 15 ; Фа =. Требуется найти 

Рис. 145 удвоенный объем тела, образованного вращением 
плоской фигуры АСВ вокруг полярной оси. Иско- 

мый объем равен удвоенной разности объемов тел, образованных вра- 
щением плоской фигуры OACB и плоской фигуры OAB вокруг по- 
лярной оси. Обозначим эти объемы, соответственно, буквами У, и 

51 
3 12 

У.. Таким образом, У = 2(V, —V,), где\, = ona" | (2 sin 29) > x 
д 

3 

>
 2 

12 

х sin фаф; И. = — лаз | sin фаф = 8 (cos == — cos-5t. | = 

“12 

— 4лаз in = nas V2 

3V9 6 3‘ 

При вычислении объема У; воспользуемся результатами, полу- 
ченными при решении задачи 317 в). 

Имеем 

5 
sin *ф cos’ фа (sin g) = 2708 . 3 . 

У, == | (2sin 2) 2 яп фаф = 
л 

© а 2
 

4—
8 

3 3 

12 
Уз V3+1 
2V2 5 1 V2 р 

_ 16лаз 2 2,4 4, 3З2лаз uidu  _ 
=~ —3 \ 2 (1—2) @=-3— } Им — 

¥3—1 3— 
2V2 V2 
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Yet I rots 

— 4 паз | 
м ИЯ ve + ия 

V3—1 
п. / 

V3—1 

_ Ana’ 1 ( 1 _ У? 

a: lay (V3 — 1) Via) ПРЕ | УЗ--1. 
У. 

V3+1 V3-41 

3 и? — V2 3 2 __ V2 1 V2 
4. arctg ———— jp Set Ver 

8V2 в uV2 | уз T 16V2 п и Ни У2--1 1 v3 

V2 V2 
_ _4na3 | | —_ | —+|+ 

8 wil Wire V3+1e 2 
3 2 

+ ву (arctg 1 — arctg(— 1)) + aya In DLV ens | 

_ 4лаз у? л2а3 лаз V 2 

3 = T )- 4y2 Е 

Окончательно имеем У = 2 (У, — V,) = 2 па 
1 472 212’ 

$ 8. Вычисление площадей поверхностей вращения 

Площадь поверхности, образованной вращением гладкой кривой 

АВ вокруг оси Ох, равна Р = 2n || y| di, где dl — дифференциал 

дуги. 
Найти площади поверхностей, образованных вращением следую- 

щих кривых: 

321. у= О Е (О<х< а) вокруг оси Ox. 

Решение. Поскольку di = V1 -+ [и'(х)]?ах = у! + = dx, 
a a 

TO P= on | y(x) VW 14+ = an (2 V 14 ax. Интеграл . a Va 
0 0 

можно представить в виде суммы двух интегралов, каждый из ко- 
а 

270 9x? 
торых легко вычисляется. Имеем P = Va | Fz + xdx = 

а e 

0 

=== |. И («+ 3 >} "(20a (x + 22.) . Произведя замену 
0 
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хе at, получаем Р = == И я-а 

al 

Ila Ila 

Зл 2а \? Qn ( 2a \* = ^^ t/a dt — —— \ И- ——| 4 = г “ИР | fa 
9 9 

— 57 3. — 

lla aV 13 
13 У 13a? л | 11 V13a? 4a? In 9 tT 73 _ 

27 81 а — 

, __ — — — 
ла? (13И18— НУ 13 4 п ЗУ _ ла? (BES 

>! 2 27 

4, 11-313} _ 4ла2 11+ 3713 ++ in ЗУ В) _ Ane (2173 + In 224 ). 
V13 V13 2 

ws 13 = ($4) в окончательно нахо- Используя равенство 
— _ 

num Р = 274 (2115 + 2In AER 
243 2 

Площадь поверхности вращения Р можно также вычислить в 
ПОМОЩЬЮ несобственного интеграла. Для ЭТОГО В ИСХОДНОМ интегра- 

| 9 2 
ле следует произвести замену переменной +=. 

322. y= 460$ 5 (|x| < 6) вокруг оси Ox. 

2 

Решение. Очевидно а И 1+ [яп ах} 

b 
. 2 

UX ла . TX 
P = 2x | дес / 1+ (2 sin 24) dx= 

—b 

|) 
1662 |’ na. «mx * ma. 1x 

= ТИ 1+ (Spsin Hy a (FH sin $) — 
0 
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= 2а И wat 45 + и ла в, 

4 

Решение. Го известной нам формуле имеем 
at 

= 1 _ gxV (1 + tg? x)? + Idx _ 
pam) test cos* x dx = ae cos? x (1 ++ tg? x) — 

323. у= tgx (0 KKK =. вокруг оси Ох. 

al Vir (it tet” a (1 + te" a=) yi? ae = , + tex 

oi )- 
— JU sande — -() dz 

i eVi+e У :+- 

a(t __ “Af there obo 
1+: 

+V5—V3| = ву тб УЗ, 

324. м =2рх (0< x < Xp): 
а) вокруг оси Ох; 6) вокруг оси Оу. 

Решение. a) Дифференцируя, получаем 2уу’ = 2р, откуда 

‚_ 2. 

^^ Уз, 
P, = 20 | Vip T+ Ee dem 22 V9 | VF Be = 

V p+2Xq _ у 
2хо = Ур \ Ade = ЗВ УР. в" = 

Ур 

= =F ((p + 25) ИР Эрх — р". 
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6) Площадь поверхности вращения найдем по формуле (принимая 
во внимание симметрию кривой относительно оси Ох) 

У2рх У2рхь 

Py = 4n \ x (y) VIF Le Рау = == | у V1+4ay = 
0 0 

V 2px 
9 —_ 

= | “Или = 
0 

to
l oo

 

2 2 2 — У2рхь 

= 35 {Le a [ИИ iny+ Vee” 
3 

= 3 \V 2px (p* + 2рж) ? — 

—2 | У 2px, от + 2px) + p? in LP teeth | = 

д 

и (0+ 4%) V Big д — п УР . 
р 

интеграл Г = у У p? + у?4у берется по частям: 

2 3 
2 2 

3 

ЕН Jet dy = ety 
: 4 4 
о ут решу ++, 

С — произвольная постоянная; 
откуда 

3 
2 2) 2 2 1 as 

p= UP PY” FF ушу (УС. 

25. +42 =10<b<a): 
а) вокруг оси Ox: 6) вокруг оси Oy. 

Решение. a) Запишем уравнение эллипса в параметрической 

форме x =acost; y=bsint (0 << 27); тогда 4 = 

= V [х' OP + [y’ (ОРаЕ = V а? sin? ¢ + В cos? 4. Учитывая симметрию 
кривой относительно оси Oy, имеем 

д 

> 5 

P,= 4n | y(t) dl (0 = 4nb \ sintVa@— (a — сори = 
0 

624



о i 

= 4b | И а? — (a? — b*) cos? td (cost) = 4nabe | | — 22 dz, 

0 

2 

а? — 5? 
где & = у a — эксцентриситет эллипса. Полагая в последнем 

arcsin г 

sinu 4nab 
интеграле 2= ——, получаем P, = —— cos? udu = ae x 

пар 
x (arcsine + =И1— г?) = ——(arcsine + e—.| = 

arcsin 2 
= 2nb? +- 2nab 

6) Учитывая симметрию эллипса относительно оси Ox, получаем 
д 
—ы 

2 

P, = 4л | x (t) dl (8 = 4na \ V b? + (a? — 6?) sin? ¢d (sin ¢) = 

0 0 

= 4ла iv b? +- (a? — b*) Adz = 4na*e | ИУ я — я + 242 = 

= 4ла?е V— 2258 + 2dz= 

= Qnate|z V2 + == т == >: In 7 V2 + ar) |, > 

it Vitae 
b2 222 

ve Ooze? + ar! b — )- 

ae 

= dnare(t + Fe in 4 (1 + e)) = 2nat + in [с 4 5). 
4282 

326. x? + (y— 6)? = a® (b > a) вокруг оси Ox. 
Решение. Точки окружности симметричны относительно пря- 

мой y = 0; уравнение верхней (относительно этой прямой) ее час- 

ти есть ув = 6+ V a? — x*, а нижней ее части — yy = b—V a? — 8. 
Площадь поверхности вращения вычислим по формуле P = P, + P,, 

где P, = 2n | ув У 1+ [ув (ФРах, Р, = Qn | yn V 1+ [yn (x)? ах. 

a 

Очевидно, Р = 4nb | dl (x), 

— 625



dx 
где dl (x) = V1 + и ах = wa =: Таким образом, 

a a = 
_ dx dx — Ay — An? 

P = 4nab ) Vane 8nab | Vana 82ab dz = 4n?ab. 

Примечание. Можно было сразу записать di = adg; ON Qn. 

2 2 2 

327. х’--у3 = а? вокруг оси Ox. 
Решение. Параметрические уравнения астроиды имеют вид: 

x=acost, у=а 31131 (0 << 2n); очевидно, d/ = За | яп Ёсо$ #| 4. 
Учитывая симметрию точек кривой относительно осей Ох и Оу, нахо- 

я д 

2 2 п. 

Дим P = 4n( y(t) dl (8 = 12 ла? | sin‘ ¢d (sin 2) = ла? sind ¢|,? = 
0 0 

_ 2 а 
= Ла. 

328. y = ach — (|x| < 5]: 

а) вокруг оси Ox; 6) вокруг оси Oy. 

Решение. а) Очевидно P, = 2ла | V +s ch — dx = 

b b —? 

= 4na | cht © ах = Эла | (1+5 ch) dx = дла (6 + 2 sh) = 

0 0 | 

= na (26 + ash). 
x x 

а 6) Решая уравнение Se =e* +e “, находим 

x=aln et Vena a<y<ch—; 

, __ a . — ! 2 — ydy . 

x (y) — у — at ’ dl у! + [x (y)] dy Vy—a ’ 

ach — 

y y+V¥—2? P, = 2na уз n a y 

ach -^ ach 

— Ing [vF=a in yt Veo Fs). 
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b b 
ach —--+ a sh —— 

= 2na (ash © - tn —ach* 44) = 
a 

= 2na (a+ bsh2 аси). 

329. +x=aln а — Иа? — у? вокруг оси Ох. 

Решение. Из уравнения кривой видно, что достаточно вычис- 
лить площадь поверхности, образуемой вращением одной ветви сим- 
метричной относительно оси Оу кривой и, удвоив полученный резуль- 
тат, найти площадь всей поверхности вращения. При у-—> 0 х- oo, 
а при у —= ах-> 0. В качестве переменной интегрирования возьмем у. 

При хЕ (0, + со) отрицательному приращению переменной у со- 
ответствует положительное приращение переменной x, поэтому di = 

= Ут (Pde = VIF Te Рау = — 9. 
0 а 

Таким образом, Р = — 4ла \y Vit [х' (Рау = 4na | dy = 4ла?. 
a 0 

330. x =a(t—sin?#), y=a(1—cost) (0<Е< 2n): а) вокруг оси 
Ох; 6) вокруг оси Оу; в) вокруг прямой у = 2a. 

Решение. а) Кривая задана параметрически, поэтому 

dl =Vix OF + ly’ 4 = 2азт 5—4, у= а; 
2 

on on т 
Р, = an \ у(1041(8 = вла | $113 а = |бла? \ $113 zdz = 

0 д 0 0 

2 
= 32ла? | sin? zdz = ane 

0 

6) Дифференциал дуги, очевидно, остается прежним; в формулу 
для вычисления площади поверхности вместо у (1 следует поставить 
x (2): 

2m 2m 

Py = 2n\ x(t) 418) = 4na*! (¢—sin# sin Lat = 
0 

IU ° л 

= 8ла* | (22 — sin 22) sin г4г = 8ла? Ё ( cos 2 [и + | cos ae — 
0 0 

л 

—2 | sin? zd (sin a] = 16n?a?, 
0 

в) Переходя к новым координатам xX, = х, у, = у — 2а и учитывая 
симметрию точек кривой относительно прямой X= ал, а также то, что. 
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и < 0, имеем 
л д 

Р = an Пу ГИР (@))? + [y’ ОЕ = вла? (| —cost— | |-> dt = 
0 0 

л 0 

= |бла? \ cos? > sin -- dt = 32na? | cos? > а (cos +) = 

0 л 
2 

= 22 па? cos? + = -32 па? 
3 2: 38 ° 

331. x = a cos*t, у = asin®¢ вокруг 
прямой у = х. 

Решение. Перейдем к новым пе- 
ременным лх:, у, NO формулам x = 

д . 
= %1 COS = — 91 sin=-,y = y, COS F- | 

. ot x+y 
+ А sin —- ‚о откуда л: = V2 A= 

— их = 5 Требуется вычислить площадь 

Рис. 146 поверхности, образованной вращением 

кривой x, = —_ (sin? Ё-Е cos*/), y, = 
V2 

= ——— (sin? ¢ — cos*?) вокруг оси Ox, (рис. 146). Вычислим dl = 
V2 

= V [x’ ®} + [y’ (0 dt = 3a| sin Ёсо$ #| dt. Искомая площадь поверх- 
ности равна сумме удвоенных площадей поверхностей, образован- 
ных вращением кривых АВ и CD вокруг оси Ож: 

А с 

ры (ие | на) 
В р 

(в первом интеграле, стоящем в фигурных скобках, берем | y,|, так 

как в системе координат х Оу и <0 при Ё С |0, +|). Переходя 

к переменной ¢ и принимая во внимание, что 4/ = — За sintcostdt 

при > <t< =, находим 

л 

4 

p — 12na! ( | (cos? ¢ — $1138 sin ¢cos fdt — 
V2 \o 

—>л 

0 

($113 # — cos? # sin ¢cos и = 6 И 2ла? | | [cos* 2 (cos ¢t) + 

/ п. 

l
a
c
 

* 
$ 

4 
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Зл 
4 

+ $11“ 4 (sin 8] — | [$104 24 (sin ¢) -+ cos ¢d (cos 17 = 
л 

2 

були 5 5 + 
(cos® ¢ + sin’ 2) |" x + (sin’¢ + cost t) | 3n 

2 

_ 6У2ле /, 1 1 1 Loy 
5 ( 4у2 Ws! туз + уз) = 

_ 12 У2ла (1 \_ 
7 5 (1 уз) = 

332. р =а (1 - с0$ $) вокруг полярной оси. 

Решение. Поскольку d/ = V 9? (Ф) + [0’ ($)? dg = 2a cos -5- dy 

(0О<ф<л); y=psing=a(l+cos@) sng= 4a cos*-} sin =, TO 

л л 

Р=2л у) dl (9) = 16na? | cost-& sin-2 dp = 

0 0 
0 

— 32ng? aD $) 82 8 pecs & 32a | cos 5 4 (cos = = ma" cos? 5 р 32 паз 
— 5 

л 

333. 0? = а? с0о$ 2ф: а) вокруг полярной оси; 6) вокруг оси ф = 

п. 7 
=> в) вокруг оси ф=-—. 

Решение. а) С кривой р = aV соз2ф (лемнискатой Бернулли) 
мы неоднократно встречались; принимая во внимание симметрию 
точек кривой относительно осей прямоугольной системы координат, 
начало которой совпадает с полюсом, а положительная полуось — 
с полярной осью, находим 

д 

4 

Р=4л | р(9) sin ФУР? ($) + [р’(ФР 49. 
0 

asin 2ф . 2 
Vostp? РФ + Поскольку psin ф = a) cos 2ф sing; р’ ($) = — 

2 

+ (6° @)? = agp + получаем 
Jt 

4 

Р = 4na? | sin фаф = 4ла? созф |? = 2ла? (2 — V 2). 
0 4 
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6) Очевидно, Р = 4na? | cos фаф = 2V Эла? (в силу Tex же сооб- 
0 

ражений, что и в случае а)). 

в) Примем (как и при решении задачи 317 в)) луч g=— 3a 

полярную ось системы р» (0), 9; тогда ро, (0) =р ($), 9=Ф—-; 

0—— 

Р=Р, + Рь где РА =4л | (8) |510] Ир (©) + юг (ODI? 46, 
2 

0—0 

Р.=4л | 0,(6)|sin@| Ир? (0) + Io: (©)? dO (с учетом симметрии 
wt => 

точек кривой и того, что в системе координат р, 0 sin® прини- 
л 

мает отрицательные значения при изменении 0 от —-> до 0). Пе- 
0 

реходя кр (ф) и ф, получим P, = 4ла? | И cos 29 sin 9—4) x 

It 

4 

_ 2 
4 

sin ( — +) | 4g = 4ла? 

C
t
y
 

sin (9 — 7] dy = 

л 

4 

_ я = 2л4* УЗ; P, = вла 
4 0 

sin (° — +) | = 

0 
a ie — 

= ла | т (Ф—-9-) 4$ = 4na* cos (Ф— 4) 4 = 4na? (1 И? 
/ © 2 

IU 

4 

= 2na?(2—V 2). 

Окончательно P = 2na? У 2 + 2na?(2 — V 2) = 4ла?. 
334. Тело образовано вращением вокруг оси Ох фигуры, ограничен- 

ной параболой ay = а? — х* и осью Ох. 
Найти отношение площади поверхности тела вращения к площади 

поверхности равновеликого шара. 
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Решение. Вычислим объем тела, образованного вращением 
данной плоской фигуры вокруг оси Ох: 

Vi=n | dx =% | (a? — x9)? de = = | (2 + de = 
—а —а 0 

__ 2п 5 2 5 =) = 16 3 
= 2% (а а + | = = па”. 

4 3 Вычислим радиус R равновеликого шара из условия — лА* = 
3 

16 3/4 
=e 10°, находим К =а]/ —-. Параметрическими уравнениями 

полуокружности радиуса R являются x= Rceosg, y=Rsing 
(O<Qg<x), a дифференциал дуги 4/ = Rdg. 

д 

Площадь поверхности шара равна P = 2л А? | sin фаф = 4л А? = 
0 

9 

= 4ла? Е ls 
5 e 

Вычислим теперь площадь поверхности, образованной вращением 
кривой ау = а* — х? вокруг оси Ох: 

а а 

р V+ квт |) у“ += 
0 —а 

+ ш (x + V = + к) |= Эка? (ИБ +- In (2 +V5)— 

ла? 

8 
(9 V5—+-In@+ V3) = (145+ Им 2+V8). 

P 
Осталось рассмотреть отношение —р-: 

Py, _ 14V5+17in(2+V5) _ 5(14У5- 17In(2+ У5)) 

eo 3/16 7 128 3/10 
му a у 

335. Фигура, ограниченная параболой у? = 2px и прямой x = £. 

вращается вокруг прямой у = р. Найти объем и площадь поверхности 
тела вращения. 
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Решение. Перейдем к новым координатам по формулам x, = 
= х, и! = у — р; искомый объем У, очевидно, равен: 

р р 

2 2 

V =n (—V 2px — р) ах— п | (V 2px — р) dx = 
б 0 

3 3 

= 4 пр? \ У хах = nV Op? x Л = mp. 
0 

Принимая BO внимание, как и при вычислении объема, двузначность 
р 
— 

3 
2 

2 

кривой, находим P= Qn. | [— И 2px —p| У!:+ = dx + 2 xX 
0 

р. 
2 

х | ИЗ — р! И 1 + dx = | 2p V1 4 Be dx = 2Ублрх 
0 

р 7
—
5
 

2 2 УР 

x | | и dx = np | V p+ 2ха(У 2x) = 4пр | Vp+ Ва = 
0 6 ___ 0 

= 2np(tV p++ pilnt+Vp+e) УР = 2np(pV 2 + pin (1 + 
+У 2) = Inp?(V 2+ In(l+V 2). 

Для вычисления площади полной поверхности вращения к полу- 
ченному результату следует прибавить величину площади круга, ра- 
диус которого равен 2p, т. е. число 4лр?: 

Рлолная = 2p? [(2 + У 2) + ш (1+9). 

$ 9. Общая схема применения определенного интеграла. 

Вычисление моментов, координат центра тяжести 

1°. Если всякому промежутку la, В], содержащемуся в некотором 
фиксированном промежутке [а, 6], отвечает значение определенной 
физической или геометрической величины Р, то Р называют функцией 
промежутка [a, В] и обозначают P (la, В]) (например, если f (x) — не- 
прерывная неотрицательная Ha la, 6] функция, то с каждым промежут- 
ком [a, В] < [а, 6] связываем величину F (la, В]) площади криволи- 
нейной трапеции, ограниченной кривой и == } (x), отрезками прямых x = 
=a; x = В и отрезком оси Ох от х = a no x = В. 

Функция промежутка P (la, В]) называется аддитивной, если при 
а < < ВР (la, В]) =Р (le, yl) + P (ly, В]) (примером аддитивной 
функции может служить функция F (la, Bl), о которой упоминалось 
выше). 

Рассмотрим аддитивную функцию промежутка P (la, В]) и допу- 
стим, что на фиксированном промежутке [а, 6] определена непрерывная 
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функция р (x), связанная с функцией Р ([a, В]), [a, В] < [а, В] соотно- 
шением 

P ([x, x + Ах] = p(x) Ax + р ([x, x + Ах), 

р ([х, at Oa =0(%e> где о ([х, x + Ах]) такая функция, что jim 

>0356>0 такое, что при OM Ax<6 |: ре, «ыы <). 

Тогда 

b 

P (а, b) = J p(x) dx. (1) 
Таким образом, если нам удалось с точностью до бесконечно малой 
высшего порядка по сравнению с Ах установить приближенное ра- 
венство P ([x, x -- Ax]) = p(x) Ах, то можем вычислить интересующее 
нас значение Р ([a, 5]) по формуле (1). В этом и состоит схема при- 
менения определенного интеграла. 

2°. Пусть {М}; — система материальных точек с массами, со- 
ответственно, т; (j = 1,2,..., п), лежащих в одной плоскости, а и, — 
ординаты точек М;. Величина 

п 

М, = > т 
]== 

называется статическим моментом этой системы точек относительно 
оси Ох, а величина 

п 

1; = = ту; 
]= 

называется моментом инерции этой системы относительно оси Ох. 
Предположим, что вдоль произвольной гладкой кривой y = } (x) 

равномерно распределена масса с линейной плотностью и == 1. Тогда 
статическими моментами дуги кривой (при а < x < 65) относительно 
осей координат называются величины 

b b 

= \ y (x) V 1+ И (2) 1°ах, М,= | ху 1-- и’ («/Рах, 

а моментами инерции дуги кривой относительно осей координат назы- 
ваются величины 

= | и? (х) ИУТ-Н [y’ (хх, 

b 

=(2VT+y wpa 
Координаты центра тяжести дуги однородной кривой y = f (x) 

(с равномерно распределенной массой, линейная плотность которой 
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в == 1) вычисляются по формулам 

М М 
c= = 

где Г, — длина дуги кривой у = | (x); (a<x< 5). 
Предположим, что ось Ох не пересекает кривую. Умножая левую 

и правую части равенства |1 | L = | М, | на 2л, получаем первую тео- 
рему Гульдина: 

Величина площади поверхности, полученной от вращения дуги 
плоской кривой вокруг некоторой не пересекающей ее оси, лежащей в 
плоскости дуги, равна длине дуги этой кривой, умноженной на длину 
окружности, описываемой центром тяжести дуги кривой. 

Если рассматриваемая дуга симметрична относительно некоторой 
прямой, то центр тяжести дуги лежит на этой прямой. 

3°. Статическими моментами однородной криволинейной трапеции 
у =f (х), х =а, х = 9, а < x < 6 (с равномерно распределенной мас- 
сой, поверхностная плотность которой p (x, и) = 1) относительно осей 
координат называются величины 

b b 

М, 242 Рок, My = sen f(x) | xf dx 
а моментами инерции этой трапеции относительно осей координат 
называются величины 

b b 

= Ро [ах t=) 219) 14х, 
а 

в предположении, что кривая } (x) не пересекает ось Ох. 
Координаты центра тяжести однородной криволинейной трапеции 

вычисляются по формулам: 

_ My | My 
—$, 1-5’ 

где 5 — площадь трапеции. 
Предположим теперь, что ось Ох не пересекает криволинейную 

трапецию. Умножая левую и правую части равенства 

In| $ = | М, | 

на 2л, получаем вторую теорему Гульдина: 
Объем тела, образованного вращением плоской фигуры вокруг не 

пересекающей ее оси, расположенной в плоскости фигуры, равен произ- 
ведению площади $ этой фигуры на длину окружности, описываемой 
центром тяжести этой фигуры. 

Если плоская фигура имеет ось симметрии, то центр тяжести фи- 
гуры лежит на этой оси. 

336. Найти статический момент и момент инерции дуги полу- 
окружности радиуса а относительно диаметра, проходящего через кон- 
цы этой дуги. 

Решение. Выделим элемент d/ дуги окружности, центральный 

634



угол которой равен dq; тогда 4 = а4ф. Под расстоянием дуги dl от 
диаметра понимаем величину 

r* = sup {rp}, 

где {fp} — множество расстояний всех точек дуги di от диаметра. 
С точностью до бесконечно малой того же порядка, что и dg, имеем 

r*=rp(p)=asing, Ф<Ф< Ф-- 4$, I<q<n. 

Статический момент и момент инерции элемента dl (с точностью до 
бесконечно малых более высокого порядка, чем dq) соответственно рав- 
ны: 

АМр = а* т фаф, dlp = а3 sin? фаф. 

На основании общей схемы применения определенного интеграла по- 
лучаем 

лаз 

2 

wt л 

Мь = а* \ sin ф@ф = 24; Гр = а? Е фаф = 
0 б 

337. Найти статический момент дуги параболы y? = 2px (< х< 5 } 

относительно прямой х = -Р-. 
2 

Решение. Пусть x — абсцисса точки М (x, у), лежащей на дуге 

dl; тогда (с точностью до бесконечно малой более высокого порядка ма- 
лости, чем dx) 

aM » — (= — x) dl = (=-— x) VIS @Рах. 

Применяя общую схему, о которой говорилось выше, и принимая во 
внимание симметрию кривой относительно оси Ох, получаем 

p 
2 

м, -?| (2—x)VYi+fa-= 

Vp 
Ip —(V 20) V p+ V2092d(V 20 = | p—2)V prea = 

0 

= [Ура [$2 — (p+ 2] +52 ш (2 НУр- 2) 

= -^ (V2+5In(1 + V2) 
(мы использовали результат задачи 324, 6)). 

338. Найти статический момент и момент инерции однородной тре- 
угольной пластинки с основанием 6 и высотой A относительно основа- 
HHA. 

= 

O
y
 

t
o
v
 

УР _ 

635



Решение. Отрезок, концы которого лежат на боковых сторонах 
треугольника, параллельный основанию, проходящий на расстоянии 

х (0 < x < A) от него, имеет длину 4 = ф (1 — *) Рассмотрим теперь 

горизонтальную полоску шириной 4х, параллельную основанию тре- 
угольника, приняв ее приближенно за прямоугольник со сторонами, 
имеющими длины (и dx. С точностью до бесконечно малых более высо- 
кого порядка чем ax, получим, что площадь полоски равна величине 

x ’ 
b ( — +] dx, a статический момент и момент инерции полоски OT- 

носительно основания треугольника равны, соответственно, 

dM = bx (1 —+) dx: dl = bx? ( —+) dx. 

На основании общей теории применения интеграла получаем 

339. Найти моменты инерции Г, и Г, относительно осей Ох и Oy 
параболического сегмента, ограниченного кривыми ay = 2ax — x” (а > 
> 0) ии = 0. 

Чему равны радиусы инерции Г, и Г,, Т.е. величины, определяе- 

мые соотношениями |, = Sri, [, = 572, где $ — площадь сегмента? 
Решение. Ilo формулам 3° имеем 

2а 2а 

i ( 1 ( 32a! 
Г; = + yedx = 5 | (2ax — x*)P dx = aE 

2a 2a 

I, = | xtydx = | 2 (2x) dx = 4 a 
6 0 

2а __ : , __ 

Поскольку $ = \ (2—4 =a, то г, = а / 2, 
0 

у > 
y= у“ ~ FY 3. 

340. Найти моменты инерции однородной эллиптической пластин- 
ки с полуосями а и 6 относительно ее главных осей. 

Решение. Главные оси пластинки — оси координат. Запишем 
параметрические уравнения эллипса в форме 

| х = азшё o<t<2 

у = Ьсо$ #; (O< F< 2m); 
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aU 
тогда при изменении фот 0 до -- x возрастает от 0 до a. В силу симмет- 

рии пластинки относительно осей достаточно вычислить моменты инер- 
ции четвертой ее части и каждый результат увеличить в четыре 
раза. Таким образом, 

© at 
. 2 

1, =4( 9 ()dx() = Lab? ( cost tdt = 2, 
0 0 

4 

д 

2 

I, = ы x (t) y (2) dx (2) = a°b | sin? 2 = mab 

0 

|
:
 

д ° 

341. Найти статический момент и момент инерции однородного 
кругового конуса с радиусом основания г и высотой fh относительно 
плоскости основания этого конуса. 

Решение. В ортогональном сечении плоскостью на расстоянии 
х (0 < x < A) от основания получим круг, радиус которого у найдем из 
очевидного равенства 

Уф: 
r В’ 

Тело, ограниченное конической поверхностью и двумя кругами, по- 
лученными от пересечения конуса плоскостями, параллельными плос- 
кости основания на расстояниях хих -- 4хот него, примем приближен- 
но за цилиндр, радиус основания которого равен у; объем тела (с точ- 
ностью до бесконечно малых более высокого порядка, чем 4х) равен 

2 x \? 
Ur ( —*| ах, 

а статический момент и момент инерции равны, соответственно, 

2 x \? 2..0 x \? 
dM = ях (1 — =) dx, АТ = лпгх (1 +) dx. 

Интегрируя по x в пределах [0, h], находим 

х ren? 
мм) dx = —5—; 

h 
x ser2hs taar\e(1—+) dea м. 

342. Найти момент инерции однородного шара радиуса R и массы 
М относительно его диаметра. 

Решение. Выберем прямоугольную систему координат Охуг 
так, чтобы начало координат О совпадало с центром шара, а диаметр 
шара совпал с осью Oz. Пусть р — расстояние от начала координат 
до точки М (x, y, г) шара; ф — угол, образованный вектором OM 
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с положительным направлением оси Oz; 9 — угол, образованный про- 
екцией вектора ОМ на плоскость хОу с положительным направлением 
оси Ох. 

Рассмотрим такие семейства: 

р = С; 9 = с.; Фф = С3з (с; = const, j=1, 2, 3). 

Первое семейство — это семейство сфер с центром в начале координат, 
второе — полуплоскостей, проходящих через ось Oz, третье — круго- 

вых конусов с вершинами в начале 
координат, для которых ось Oz есть 
ось симметрии. Придавая переменным 
р, 9иф бесконечно малые прираще- 
ния dp, 40 и 4ф, получим элемент 
объема шара, который с точностью 
до бесконечно малых высших поряд- 
ков можно принять за прямоуголь- 

Рис. 147 ный параллелепипед с ребрамн, дли- 

| ны которых dp, р4ф, psin фа® (рыс. 
147). 

Расстояние элемента объема от диаметра (с точностью до бесконеч- 
но малой того же порядка, что и dp) равно psin ф, поэтому 4Г = 
= p* $113 фарафа@ (с точностью до бесконечно малых высших порядков). 

Чтобы вычислить момент инерции всего шара, нужно проинтегри- 
ровать полученное выражение последовательно по р (от 0 до R), по 0 
(от 0 до 2x) и по ф (от 0 дол): 

л 2 КВ 

Г = | $118 ode | 49 | р*ар = + «RS sin’ фаф = 
9 6 0 

— 8 5 — 2 2 
== tR® = > MR ’ 

где М — масса шара. 
Примечание. Под расстоянием элемента объема do шара от диаметра по- 

р (М, 2) 
нимаем величину Г = sup | M [а dv |. где р (М, г) — расстояние точки М объема 

dv от оси Oz. 

343. Определить координаты центра тяжести круговой дуги 
x=acosg; y=asing (|ф| <&<л.. 

Решение. Дуга симметрична относительно оси Ох, поэтому 
центр тяжести дуги С (Е, 1) находится на ней. Вычислим длину кривой и 
ее статический момент относительно оси Оу 

e am 

L=a\dp=200; M,=a? | cos фаф = 2a’ sina. 
—< — 

sin @ M 
Найдем координату Ё центра тяжести: & = = =a . Таким 

образом, С (&, 1) = (a — ; 0). 
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344. Определить координаты центра тяжести области, ограничен- 
ной параболами ах = y*; ау = х* (a> 0). 

Решение. Точки плоской фигуры симметричны относительно 
биссектрисы первого координатного угла, поэтому центр тяжести 
находится на этой биссектрисе. 

Элементарные подсчеты дают: 

м,- |= ax— №) 4к= №; 5= Цзы 

Му Эа 
следовательно, $ = —>— =, N= > 

жит Ha биссектрисе y = x, x > 0). 

345. Определить координаты центра тяжести области 

(так как центр тяжести ле- 

х2 y? 

<! (0 <х<а, 0<у<5.. 

Решение. Уравнение четвертой части эллипса запишем в виде 

ты 

у = bcost, 
<<. 

Тогда 

л 

2 

ак) = (сое = =, 
0 

= | 
>]

 -
 

> 

M, x (dy () dx (1 = a®b sin t cos? Е = =. 

>
—
5
 

а
 
o
t
,
 
o
a
 

Му 4a М, 4b mab fey 4a _ 

4, 105=-5 an? ISS =. Поскольку S = 

346. Определить центр тяжести однородного полушара радиуса а. 
P ешение. Ось Oz является осью симметрии полушара x* + 

+ у? + 2 <а?, 2 > 0, поэтому центр тяжести находится на этой оси. 
Приняв шаровой пояс, нижнее основание которого находится на рас- 
стоянии 2 (0 < 2 < а) от плоскости хОу и высота которого равна dz, 
за цилиндр, высота которого равна высоте шарового пояса, а основание 

— нижнему основанию шарового пояса (кругу радиуса У a? — 2%), 
можем вычислить приближенно статический момент элементарного ша- 
рового пояса относительно плоскости хОу: dM = x (a? — 2*) zdz, 
откуда 

а 

М =n J 2(a?—2)de = ue . 
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2 “ 
Так как объем полушара равен -=- лаз, можем найти координа- 

3 
ту С центра тяжести С (, т, 0}: 

ЗМ 3 _ 3 
213 — 8na® 8 

Таким образом, С (&, yn, 9) = (0, 0, за). 

347. Определить координаты центра тяжести С (фо, Po) дуги ОР 
логарифмической спирали р = ае"® (т > 0) от точки О (— со, 0) до 
точки Р(ф, р). Какую кривую описывает точка С при движении 
точки Р? 

Решение. Вычислим статические моменты кривой относитель- 
но осей Ох и Оу; параметрическими уравнениями кривой являются 

x = ае"® со$ ф; 

у = ae™? sin @. 

Очевидно, di = Ур? (9) + [9’ (9)? dp =aV 1 + mi enrdg; 
@ 

M,=a?V1-+ т? | e2m® sin 046; 
—0o 

@ 

М, =a?V 1+ т? | e2m® cos 040. 

р Умножим М, на мнимую единицу {и сложим с Му; в силу формулы 
Эйлера получим 

@ 

M,+iM, =a?V1+m? | е(2т-+-10 40 = 

= УТ {е2т9 [(2т cos 0 +- sin 0) + #(2т sin 0 — cos 0)]} = = 4m? + 1 0—— со 

== AE е?т® [(2m cos ф +- sin m) + i (2m sin @ — cos @)], 

откуда 

М; = a Yee e2me (2m sin ф — cos Ф), 

M, = a im -- ua e270 (2m cos ф + sin $). 

Вычислим длину Г дуги кривой: 

Е = р а ИТ- meno = — Lim ene, 
—co 
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Теперь легко найти координаты центра тяжести: 

_ Му _ ате"® Qmcos@+sing) . 
= = Ата +1 
—_ My _ ame™® (2msin ф — cos Ф) 
=. = Ата + I 

то тае"® 
Очевидно, р, =V @ + 1? = ; tg = + — Ут! Ум! 

Тат (о асе № omsing—cos@ о _ V 4m? +- 1 sin \@ arctg —— 

2m cos ф -- sin @ У 4m? + 1 sin (ф + arctg 2m) 
= tg (о — arctg Fn) , 

Tak как sin(@-arctg 2m) = cos (5 — ф — arctg a} = COS (— g + 

1 1 
+- arctg a] = cos G — arctg a} (воспользовались известными фор- 

мулами arctg — = агсф ©, arctga-+ arcctga = = и четностью функ- 

ции cos ф). С точностью до постоянного слагаемого можем записать: 
1 

Po =ФМЁ— @&, где a = arctg >=. 

Записав р, в виде 
та 

Ре Wi 
приходим к выводу, что точка С при 
движении точки Р описывает логариф- 9! 
мическую спираль (1). 

348. Доказать, что центр тяжести од- 
нородной треугольной пластинки нахо- 
дится в точке пересечения медиан треу- 6 7 2 8 
гольника. Рис. 148 

Решение. Пусть высота Tpe- 
угольника имеет длину fh, а основа- 
ние — длину 6 (см. задачу 344). Выберем прямоугольную систему ко- 
ординат так, чтобы начало координат совпало с вершиной треуголь- 
ника, а основание треугольника было отрезком [0, 6] оси Ох (рис. 148). 

Статический момент треугольной пластины относительно оси 
bh? 

Ох мы вычислили в задаче 338; он равен M,=—-. Посколь- 

eM Dota), (1) 

ad
 | 

bh 
ky Злолв =-—5—, то координата центра тяжести 

Пусть основание высоты треугольника отстоит от начала координат на 
расстоянии с; тогда уравнения прямых, проходящих через точки О и 
А, и точки А и В имеют, соответственно, вид 

h й (6 — 
yi(x)=——, и (х) = С», 
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а объем тела, образованного вращением площади треугольника вокруг 
оси Оу, равен У = V, + V., где 

c С 

У, = 2n | XY, (x) ах = int | зах = ome ; 
0 0 

b b 

У, = On | xy (x) de = ля. | x(b—x)dx = 2a [sero —e| 
с c 

Складывая, получаем У = п b(b -- с). Обозначая, как всегда, абс- 

циссу центра тяжести через & и применяя вторую теорему Гульди- 
hb С 

на, находим —z— (b + c) = nbn, откуда & = + . 

Покажем, что центр тяжести треуголь- 
ной пластинки лежит на медиане. Уравне- 
ние прямой, проходящей через точки A и 
D, имеет вид 

_ 2 (x — с) 

y = h(I — b= 2e } 
Подставляя в это уравнение x = &, полу- 

чим и (=) =H = =. Так как положение 

центра тяжести пластины не зависит от вы- 
бора системы координат, приходим к выводу, что он находится в точке 
пересечения медиан треугольника. 

349. Определить координаты центра тяжести области, ограниченной 
кривой р =а (1 + cos $). 

Решение. Область симметрична относительно полярной оси, 
поэтому на ней лежит центр тяжести. 

Рассмотрим криволинейный сектор с углом при вершине dg, об- 
разованный лучами фиф + аф (рис. 149) и дугой кривой. Приняв его 
за круговой сектор со сторонами р (@) и углом при вершине 4ф, можем 

2 

приближенно вычислить его площадь dS = =. dq. 

На основании результата, полученного в задаче 354, можем считать, 
что центр тяжести криволинейного сектора находится на расстоянии 

2 8 
2 (ф) от полюса, поэтому статический момент сектора относительно 

прямой р cos ф = 0 равен приближенно (с точностью до бесконечно ма- 
лой более высокого порядка, чем dq) 

Рис. 149 

2 9 , 3 
dM = ea “=P (ф) sin (+ — 9 do = a cos фаф, 

откуда 
2n 27 

M= = \ (1 + cos 9)? cos фаф = = | (созф + 3cos? ф + 3с0$ ф + 
0 0 
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aw 

> 
+ cost 9) dp = а | (Bcos? Ф + cost <) dp = 

0 

=3 9 [9 +в) = 2 24° 
Зла? О Ё = MM: — ба 

2 ’ ~ § 6% 

Обозначая координаты центра тяжести Py и Po, получаем Po = 
5 

= 0, Po = 5 а. 

Так как площадь области $ = 

Примечание. Можно найти координаты центра тяжести с помощью теоре- 
мы Гульдина. В задаче 322, 6) мы нашли, что объем тела, образованного вращением 

площади © =а (1 -[ соз $) (0 <ф=<2м) вокруг прямой ф с0$ ф = — >, равен 

— 13 2-3 У=— ла. 

3 3 vn n= 134 
По второй теореме Гульдина У = 2nyS, где 5 = . Таким 

образом, 

350. Определить координаты центра тяжести области, al ae 
ной первой аркой циклоиды x = a (Е— $11), y=a(l—co)V< 
< {< 2m) и осью Ox. 

Решение. Очевидно, 
2m bs § 

M,=- (у dx = <5 (1 — cos)? dé = ва | sintzdz — 

It 

2 
>, 3.5 л 5ла8 3 6 — 3 .—_ = м 1баз | sin®zdz = 1608 ——_ . 4 

2л 

0 

ona 

M, = | rydx = 0 | (Е — sin f) (1 — cos f)? dt = 
0 

all (1 —cos ¢)? d (cos 2) +f (3 —2cos¢ + 2) a = Зл?а3. 

Площадь S, ограниченная первой аркой циклоиды и осью Ox, 
равна (см. задачу 234) S = Зла?, следовательно, координаты центра 

Му Мх 5 
тяжести С (5, 1; фигуры равны & =-—5_ = ла, ц=-— = a. 

351. Определить координаты центра тяжести тела, образованного 
вращением плоской фигуры, ограниченной кривыми 0 < х <a, у = 
= 2px вокруг оси Ox. 

{2 21* 643



Решение. Центр тяжести тела вращения находится на оси Ох, 
так как точки тела симметричны относительно этой оси. Проведем на 
расстояниях x их -+ dx ортогональные сечения тела плоскостями и 
примем полученное элементарное тело за цилиндр, в основании кото- 
рого лежит круг радиуса у = У 2px и высота которого равна dx. Объ- 
ем элементарного тела dV приближенно равен dV = 2прхаХ, а его ста- 
тический момент GM относительно плоскости х = 0 приближенно ра- 
вен dM = 2лрх?ах. Интегрируя в пределах [0, а], находим М = 

а а 

== 2пр \ хх = — лра?. Вычислим объем тела У = 2пр \ хах = пра? 
0 0 

и координату & его Центра тяжести С (&, 1): 

Е = — —- a. 
M_ 2 
V 3 

Так как y= 0, To C(a, 0}. 

352. Определить координаты центра тяжести полусферы x2 - у? + 
2 = а? (z> 0). 
Решение. Поверхность симметрична относительно оси Oz, 

поэтому центр тяжести лежит на этой оси. Вводя сферические коорди- 
наты р, фи O (см. задачу 342) и выделяя элемент поверхности dS, при- 
ближенно имеем 

dS = asin фададф = а? sin фафа. 

Статический момент dM элемента dS относительно плоскости хОу равен 

АМ = a* sin фафада cos ф = a’ sin ф cos фафа0 

(так как расстояние 4 этого элемента от плоскости хОуравно d = 

= acos $). Интегрируя по фв пределах (0, +) и по 90 в пределах (0, 

2л), найдем статический момент полусферической оболочки относитель- 
но плоскости хОу 

л л 

2 2 2 

M = a® | 48 ( sin cos фаф = 2ла? | sin фа (sin ф) = na’. 
0 0 0 

Площадь поверхности S полусферы равна $ = 2ла?, следовательно, 

координата € центра тяжести С (&, т, 5) равна 6 = 4 = > Таким 

образом, С (Е, т, &)= (0, 0, +): 

Примечание. Под элементом поверхности dS понимаем площадь элемен- 
тарного куска поверхности, вырезанного из нее двумя меридианными плоскостями 
и двумя плоскостями, параллельными плоскости хОу. 
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$ 10. Задачи из механики и физики 

С помощью определенного интеграла решить следующие задачи: 
353. Определить массу стержня длины / = 10 см, если линейная 

плотность стержня меняется по закону p = 6 - 0,3 x кг/м, где x — 
расстояние от одного из концов стержня. 

Решение. Вычислим элемент массы т ([x, x + ах]) стержня 
длиной dx с точностью до бесконечно малой высшего порядка, чем dx; 
имеем т ([x, x + dx]) = p (x) dx, 
откуда 

1 

т = } вах = | (6 + 0,3) dx = 61 + 27? = + (12 + 0,3). 
0 0 

Подставляя вместо [ его значение и принимая BO внима- xh 
ние размерности [и и, находим т = 75 кг. 

354. Какую работу надо затратить, чтобы тело мас- Му 
сы т поднять с поверхности Земли, радиус которой R, 
на высоту #? Чему равна работа, если тело удаляется на : 
бесконечность? g 

Решение. На тело массы т действует сила при- 
тяжения Земли, обратно пропорциональная квадрату 
расстояния тела от центра Земли и направленная к цен- 2 

- _ce(N, O,) } 
тру Земли О, F = В (рис. 150). Рис. 150 

Здесь с — постоянная, определяемая из условия, что на поверхности 
С 

Земли (x = 0) сила F равна силе веса та, F =т8 = -р=, откуда 

c=mgR*, Ю — радиус Земли; e(N, 0,) — единичный вектор, на- 
правленный из точки N к центру Земли О.. 

А AAA AA. SAAD xr+ax 

(el УХ x 

Puc. 151 

Элементарная работа центральной силы определяется по формуле 
dA = F,dx, где Е, — проекция силы F на направление Ox, dx — эле- 
ментарное перемещение. 

_ Для выражения полной работы имеем 
h h 

dx 1 mgRh A =—mgrR® | — тв | =". 
тек | Ra — "ЕК Rye R+h 

0 

Знак «—» обусловлен тем, что проекция силы F на направление Ох 
отрицательна. 

Переходя к пределу при А-— + со, находим А» = — mgR. 
355. Какую работу надо затратить, чтобы растянуть упругую пру- 

жину на 10 см, если сила в | кГ растягивает эту пружину на | см? 
Решение. Реакция F упругой пружины, один конец которой 

закреплен, выражается согласно закону Гука формулой F = сх, где 
с — коэффициент жесткости пружины, х — деформация (рис. 151). 
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Поскольку для деформации пружины на 1 см требуется приложить 
силу в | KI’, постоянную с находим из условия 1 кГ = с - 1 см, откуда 
с = | кГ/см. 

Элементарная работа упругой силы (реакции пружины) прибли- 
женно (с точностью до бесконечно малой более высокого порядка, чем 
dx) определяется выражением 

А ([х, x + dx)] = — схах, 

где 4х — элементарное перемещение, направленное в сторону, проти- 
воположную силе Р. 

Полную работу найдем, проинтегрировав в пределах [0, 10] полу- 
ченное выражение: 

10 

А=— с} хах = — 50с . см? = — 50 кГси = —0,5 кГм. 
0 

356. Цилиндр диаметром 20 см и длиной 80 см заполнен паром под 
давлением 10 «I - см. Какую работу надо затратить, чтобы уменьшить 
объем пара в два раза, считая, что температура пара остается постоян- 
HOH? 

Решение. Для изотермического процесса справедлив закон 
Бойля — Мариотта С 

P= — 
(P — давление; У — объем, заполненный газом; С — постоянная). 

Обозначив через У, объем цилиндра, найдем постоянную С: 

C= PV, = 10 кГ/см? - 8л . 103 cm? = 8л . 10* кГсм. 

Элементарная работа АА силы давления Р при уменьшении высоты 
цилиндра на величину dh выражается формулой 

4А = — ^^ рай, 

где 4 = 20 см — диаметр цилиндра. 
Так как объем, на который уменьшится объем пара, равен 

dV = x dh, 

T dh = “2 Bca 6 ян ньшение объем O =- jr Вся работа, затраченная на уме ение ема пара 

вдвое, выразится интегралом 

у, Va : к 
A=|dA=—| pav=c\ 4 = Сш2е8. 10*- 3,1416 x 

Vo Vo Vo 
9 

x 0,6931 кГсм = 1740 кГм. 

357. Определить силу давления воды на вертикальную стенку, 
имеющую форму полукруга радиуса а, диаметр которого находится на 
поверхности воды. 
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Решение. Обозначим через / (x) длину горизонтальной прямой, 
проведенной на стенке на расстоянии х от АВ (рис. 152). Приняв по- 
лоску, содержащуюся между горизонтальными прямыми, отстоящими 
от АВ на расстоянии x их + dx, за прямоугольник с основанием 
[ (x) и высотой dx, можем приближенно (с точностью до бесконечно ма- 
лых высшего порядка, чем dx) вычислить давление Р ([х, x + 4х}, 
испытываемое этой полоской, применив правило гидростатики, соглас- 
но которому давление воды на полоску, погруженную в нее, равно пло- 
Wal полоски, умноженной на глубину погружения: 

P ([x, x + dx]) = xl (x) ах. 

A 8 м < 
< \ | | A/ * В 

А. ae | ff \ 

AL R Р 

Рис. 152 Рис. 153 

Так как I (x) =2 У a? — х?, то с точностью до бесконечно малых 
более высокого порядка, чем 4х, имеем 

P ([x, x + ах) =2хУ а*— x ах, 
откуда все давление P равно 

а 

Р=2) ХИ — 4х = = (а*— x) а 
0 а 

(на основании общей схемы применения определенного интеграла). 
358. Определить ‚силу давления воды на вертикальную стенку, 

имеющую форму трапеции, нижнее основание которой а = 10 м, 
верхнее b = бм и высота h = 5 м, если уровень погружения нижнего 
основания с = 20 м. 

Решение. Пусть / (x) — длина отрезка АВ, параллельного ос- 
нованию трапеции ММОР, проходящего на расстоянии х от верхнего 
основания (рис. 153). Очевидно, 

I(x) =b + (a—b)—. 

Выделяя элементарную полоску A’ABB’ шириной dx и повторяя 
рассуждения, приводимые в задаче 357, получим, что давление, ис- 
пытываемое этой полоской, равно (с точностью до бесконечно малых 
более высокого порядка, чем Ах): 

P(x, х-- ах] =| + (a—b)=-|(c—A + 2) dx. 
На основании общей схемы применения определенного интеграла име- 
ем 

С b) (c — 1) b P= \{o(c—m) + [6+ ere [x +472 wl de = 

ме +> b+ ее [+з@—5. 
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Подставляя численные значения а, 0, си A, находим 

Р = (450 4 295+ 33-5 | T = 708 —- Г. 

359. Скорость точки меняется по закону 9 = Uy + at. Какой путь 
пройдет эта точка за промежуток времени [0, Т]? 

$ 
Решение. Так как 9 == ——, то получаем дифференциальное 

dt 
ds 

уравнение — = Up -- at, решая которое, находим 

T 

s = | (06 + af) dt = оо + ihe . 
0 

360. Однородный шар радиуса R и плотности и вращается вокруг 
своего диаметра с угловой скоростью ©. Определить кинетическую энер- 
гию шара. 

Решение. По определению кинетическая энергия частицы 
с массой dm, вращающейся вокруг некоторой оси, равна dT = 

1 - 
= => ато”, где о — линейная скорость частицы dm. Так как 9 = ог, 

где « — угловая скорость тела; г — расстояние частицы dm от оси 
вращения, то 

ат = + ато?” 

Рассмотрим элементарный объем (см. задачу 342) 

dV = о? sin фафадао, 

масса которого dm равна (так как плотность шара постоянна и равна |1) 

ат = yo’ sin фафавар. 

Поскольку г = р sing, то о = рхзш ф и кинетическая энергия dT 
вращающейся массы 4т вокруг диаметра с точностью до бесконечно 
малых высших порядков равна 

dT = > pop! sin® фафараб. 

Проинтегрировав выражение dT последовательно по 0 (от 0 до 2m), по 
@ (от О дол) и пор (от 0 до А), найдем кинетическую энергию шара 

250 R л 
5 

= He’ | otdp | sin? фаф | do = WER 
0 0 0 

361. С какой силой притягивает материальная бесконечная пря- 
мая с постоянной линейной плотностью и. материальную точку массы 
т, находящуюся на расстоянии а от этой прямой? 

Решение. Выберем систему координат так, чтобы материаль- 
ная точка М находилась на оси Оу на расстоянии а от начала коорди- 
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нат (рис. 154). Выделим на оси Ох в точке А с абсциссой хэлемент 
dx; этот элемент действует на точку М с силой dF, равной 

dF = т (М, A), а? +. x3 

где е (М, A) — единичный вектор, направленный из точки М в точку 
А; } — гравитационная постоянная. 

Компоненты вектора dF. = {dF,, dF,}, очевидно; равны 
_ _YMpodx _ _ xympodx у АЕ, = ар ха 6034 = x3 и 

(a? + 2) ° 

j dF. — — ymp ах sing — — аутшах ol A _ 
у az +- x2 3 ] > 1, ! 

, 52‘ a: i aX X 

(+) Рис. 154 

Чтобы определить силу притяжения точки М всей материальной пря- 
мой, необходимо вычислить суммарное воздействие сил dF, т. e. про- 
интегрировать полученные выражения в пределах (— со, + со) 

со > 

F=i | dF + J \ dF, (i, /— единичные орть). 

Так как 

va vo xdx 1 ый 
| 4F, = ут \ 3. = Vatu = 0; 

—со —oo (a? + x2) 2 —oco 

ео и ах ayn x m 

| dF, — — орт и Vape | = 
=—ео —5 (q? + x2) 2 —со 

2Y ITIL 
a 9 

то F= — Ат | 
a 

362. Определить, с какой силой притягивает круглая пластинка 
радиуса а и постоянной поверхностной плотности и, материальную 
точку Р массы т, находящуюся на перпендикуляре к плоскости плас- 
тинки, проходящем через ее центр @ на кратчайшем расстоянии РО, 
равном 

Решение. Выберем систему координат xQyz так, чтобы плос- 
кость хОу совпала с плоскостью пластинки, начало координат О 
поместим в точку (), а ось Oz выберем так, чтобы отрезок QP был отрез- 
ком оси Oz длиной Db (рис. 155). Выделим элемент пластины с измере- 
ниями рафи dp; сила dF, с которой этот элемент действует на материаль- 
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ную точку, равна (с точностью до бесконечно малых более высоких 
порядков, чем 4фи do) 

dF = “Hele? e(P, М), 
roe е (Р, М) — единичный вектор, направленный из точки Р в точку 
М, у — гравитационная постоянная. 

Представим dF в виде 

; | dF = АЕ, -- jdF, + kdF,, 

р где i, J, Е — единичные орты; dF,, АЁ,, 
АЕ, — проекции силы dF на соответствую- 

_\_ щие оси. 
am м *» Чтобы вычислить суммарное воздейст- 

ra р вие всех элементов массы pL Pdpdg, необ- 
/ Q P 3} — ходимо проинтегрировать выражение dF 

/ „’ Я Последовательно по @ (отОдо 2л) и пор (от 
\ „7 0 до а). Но 
\, ~ 

~ И 250 2m 

x Е; = 0, = 0, 
Рис. 155 \ a * | aF, 

так как для каждого элемента пластинки существует симметричный 
относительно начала координат элемент; если обозначить через 

2 dF? и dF, проекции на ось Ох сил dF" и dF), с которыми эти 
элементы притягивают точку Р, то, очевидно, dF) +. dF?) = 0. 

Аналогично dFy) + dF) =0. Таким образом, 

реа) 
Так как АР, = (dF, k) = — myu,.pdpdo =—, Tae (dF, k)— 

(8 +p)? 
скалярное произведение векторов dF u Rk, то 

а 27 а 

Е= — ы ye oh i ар = — R2nyyu mb | pap -= 

ОО +p? 0 (0 + 9%)? 
_ 2nyponb |O _ _ _ b , 

= Ae - eee (| — ae) 
Примечание. В последних двух примерах мы интегрировали вектор- 

функции. 

Если F (x) = ©} (x), где а — фиксированный вектор, не зависящий от x, а } (x) — 
интегрируемая на [а, 8] функция, то полагают по определению 

b b 

| FQ) de=a | fix) ar. 
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363. Согласно закону Торричелли скорость истечения жидкости 
из сосуда равна о = с У 22й, где g— ускорение силы тяжести, h — 
высота уровня жидкости над отверстием и с = 0, 6 — опытный коэф- 
фициент. 

В какое время опорожнится наполненная доверху вертикальная 
цилиндрическая бочка диаметром D = | м и высотой H = 2 м через 
круглое отверстие в дне диаметра 4 = 1 см? 

Решение. В процессе истечения жидкости через отверстие 
md? 

диаметра 4 со скоростью 9 объемный расход составит —-v. Тогда 

за промежуток времени dt будем наблюдать изменение объема: 
2 dV = ^^ odt. 

С другой стороны, 4 

ния, получаем простейшее  яфференцияльное уравнение 4 У 2gh x 
x dt = — ОЗ, интегрируя которое, нахо- РИ} 
Дим 

T 0 
D* dh a , В dcV% Vh = 

алия | 
= OV 2 ow 

cd? Vg 0,6V 9,81 x 

10° Puc. 156 
2 9 405 COK == 10 633 сек = 3 час. 

364. Какую форму должен иметь сосуд, представляющий собой 
тело вращения, чтобы понижение уровня жидкости при истечении было 
равномерным. 

Решение. Рассмотрим сосуд, представляющий собой тело, 
ограниченное поверхностью вращения кривой y= y(x) вокруг оси 
Оу, жидкость из которого вытекает вдоль оси Оу через отверстие, 
находящееся в начале координат (рис. 156). В задаче 363 было по- 

казано, что 4 = cD" 
Vh 

HATOH модели h=y; D= 2x. Таким образом, a = Cy vy ‚ где 

с = — — = const 

п dy y о условию задачи [- = с» (c, = const), отсюда с, в == Са, У = 
2 

= ах“, где а = (=. = const. 
1 

365. Скорость распада радия в каждый момент времени пропорцио- 
нальна его наличному количеству. 

Найти закон распада радия, если в начальный момент ¢ = 0 име- 
лось Qy г радия, а через время Т = 1600 лет его количество уменьшится 
в два раза. 
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Решение. Пусть в момент времени Ё масса радия составляет 
Q г. Тогда за промежуток времени { — fy масса @, — Q подверглась 
распаду. Скорость распада равна 

d(Q—Q dQ 
dt dt ̀ 

По условию задачи 

dQ 
ae = (1) 

Определение константы с и составляет предмет задачи. Разделяя в 
дифференциальном уравнении (1) переменные и интегрируя в пределах 
[, |, получаем 

In = —c(t—), (2) Qo 

откуда 

Q = Че. (3) 

Из условия задачи следует, что при t= Т = 1600 лет, 9 = 2 Под- 

ставляя в (2) Т вместо Ё и So вместо Q, найдем In2=cT, откуда 

„_ №2 
< — T э 

Подставив полученное с в (3), получим 

—ш2 (t—ty) _ (1—5) 

Q=e Г =Q2 " 
Так как к = 0, Т = 1600 лет, то закон распада выражается форму- 

t 

лой Q=Q,2 '. 
366. Для случая процесса второго порядка скорость химической 

реакции, переводящей вещество А в вещество В, пропорциональна 
произведению концентрации этих веществ. 

Какой процент вещества В будет содержаться в сосуде через # = 
= 1] час, если при # = 0 мин имелось 20% вещества В, а при # = 15 мин 
его стало 80%? 

Решение. Пусть в сосуде объема У содержатся объемы Va ве- 
щества А и Ув вещества В. Приращение Ув в случае перехода вещест- 
ва А в вещество В, очевидно, имеет вид 

АУв = — АТА, 

а скорость реакции будет 

ау _ ЧУ\в dV д 

dt dt df 
По условию 

met ) 
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где c= константа, подлежащая определению. Так как Уд = V— 
— Ив, дифференциальное уравнение (1) примет вид 

ЧУ = С(У-УЬ Ув 
а _ 172 . (2) 

Разделяя переменные и интегрируя, получим (исполь- 
зуя условие задачи) . 

0,8V iV 15 

V VT = я | a, ” 
озу В B 0 

откуда ~ — + In2. | 
у 15 Рис. 157 

С 
Подставляя полученное значение -у в уравнение (2) и разделяя 

переменные, находим 

dV p 4 
У) = 5 Ne: (3) 

Допустим, через 60 мин в объеме У будет содержаться Ув вещества В; 
интегрируя уравнение (3), получаем 

Ув 60 
аУв 4 12 а 

Va V—Vp) 5 У \ 
0,2V 0 

Ув , 014 
In —9~ = In, Va = <a V & 0,999938V. 

"В 

Таким образом, через | час в сосуде будет содержаться около 99,9938 % 
вещества В. 

367. Согласно закону Гука относительное удлинение = стержня 
пропорционально напряжению силы с в соответствующем поперечном 

0 
сечении, т. е. г = —-—, где Е — модуль Юнга. 

Определить удлинение тяжелого стержня конической формы, 
укрепленного основанием и обращенного вершиной вниз, если радиус 
основания равен А, высота конуса Н и удельный вес /. 

Решение. Стержень удлинится под действием силы собствен- 
ного веса. 

Рассмотрим поперечное сечение стержня (рис. 157), расположен- 
ное на расстоянии х от вершины (0 < х < A) и представляющее собой 
круг, обозначим радиус этого круга через г. Вес кругового конуса, 

радиус основания которого г, а высота х, равен величине т, на- 

пряжение силы с в этом поперечном сечении равно, очевидно, 

mrxy . 
3 ° 3 

C=



Обозначим через Adx удлинение элемента стержня длины dx; оно 

равно Adx = edx = а dx. 

Полное удлинение вычислим с помощью интеграла 

Н 

А dx = = } xdx, 

yi? откуда АН = вр. 

$ 11. Приближенное вычисление определенных интегралов 

1°. Формула прямоугольников. Если функция 
b— м e e y (x) ЕСО [a, Six, =a+ih ¢ =0,1,.., п); у (%) =H 

TO 
b 

ибо ах =hYo + e+ + Yn) + Ros 

mae b h 
R, =< = у’ (Е), а<Е<6. 

2°. Формула трапеций. Если y = y (x) ЕС” [а 6], 
то при тех же обозначениях имеем | 

b 

\y (adv =h (foto - АУ. и) + В 

eae 
ге R, = —! Г’ (п), acne. 

3°. Формула парабол (формула Симпсона. 

Пусть у = y (x) € C™ [a, 6). Полагая п = 2k, можно получить фор- 
мулу Симпсона 

b 

fy (x) dx = 2 (yo + Yor) +4 Ya + ys + see b уж) + 

+ 2(Yo+ Yat --- + уж + Ras 

amr PMO, a<t<o. roe А, = — 

Примечание. Если имеет место формула 

[2—2 = max | 22 — 22| < Ми”, 
где 2; — приближенное значение величины 2;, вычисленное по некоторой формуле, 
то говорят, что эта формула в некотором классе функций имеет п-й порядок точности 
(М > 0 постоянная, не зависящая от A). 

654



Таким образом, формула прямоугольников имеет в классе 9 С С) fa, b}: пер- 
вый порядок точности, формула трапеций в классе уС С“? [а, Ь] имеет второй по- 
рядок точности, формула парабол в классе ус СЧ) [a, Ь] ‘имеет четвертый порядок 
точности. 

Часто вместо нормы || -| берут другие специальные нормы, выбор которых 
зависит от характера решаемых задач. В дальнейшем отрезок [а, 5] с выделенными на 
нем точками xX; = а-г ih (i = 0, 1,..., п) будем называть равномерной сеткой с ша- 
гом A; точки деления х; называются узлами сетки. 

368. Применяя формулу прямоугольников (п = 12), приближенно 
2п 

вычислить / = | хп хх и результат сравнить с точным ответом. 
J 

Решение. Рассмотрим равномерную сетку на отрезке [0, 27] 

с шагом h=—, тогда x; = i= (i=0, 1, 2, ..., 12). По формуле 

прямоугольников имеем 

2х И 3 I 

. лм; wo. HO У: .. М 
} xsin xdxe = Уря sini = 36 24! sin-=- = 
0 i=0 t=0 

. И 4 . [Ц ' р cos 6x + sin Lx 
= — > cos ix =—— 2 = 

36 л_ 36 ._ x 
i=l Х=— Я — х 

6 2 = 

2 2 2 2 

36 x + 

72 (6sin6e - sin the x— tt cos th x cos 62) sin 

= cos cos 6x sin J x 
2 2 4 ‘ = , х 

sin? —— 
2 

(tL cos LL nm sin —— _ cos — sin UL 
m2 2 12 2 2 12 ig * 

= = 

36 EL! 
sin 12 

AI A . х т . AI A 
_ м |1 cos qa #и-т5- - cos —5- sin 5- wt м 

72 НЕ: — 6 clga5- = 
12 

at — 

= —-= (2+V3) =— 6,2961 

(взяли л = 3,14; V3= 1,73). Точное значение интеграла / = — 2n = 
= — 6,28... 
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369. С помощью формулы трапеций вычислить интеграл 

2 

1 | Ут — тяж de (п = 6) 
0 

и оценить погрешность формулы. 
IU 

Решение. Построим на отрезке Го, + равномерную сетку 

с шагом Й —=-—— ar (x: ={(— —5- ; i= 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6]. По формуле 

трапеций 

2+V3 1 . 
- + 5 + у ХИ те 

_ п| 2+V3 1 (V14+V3 , VIB 
=+| 2 +7 5 V2 

Ув УН-УЗ. | - 
+V74+—> 1—5 

— я ОА иуЗчу EAVES EB у BVO 
3, те 

— 

__ 3,142 - 22,421 
= a — 1,4676. 

Оценим погрешность ‚формулы трапеций; для этого оценим R,. 
b—a , 

Очевидно, | R,,| <‘ я max [Г (т) |. 
<n 12 

В нашем случае max 
б<х< = 

1773 
Таким образом, |R,|< 5..7 < 0,002. 

370. С помощью формулы Симпсона вычислить интеграл 

ах 

0 

Решение. Деля отрезок [0, 1] на четыре равных части 

==): по формуле Симпсона имеем / mt [yo + 94) + 4, + 

+ Ys) + 2 = > (1 + 0,5 + 3,76471 + 2,56 + 1,6) = 0,78539. 
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371. Принимая п = 10, вычислить константу Каталана 

G= | arcigx 

0 
x 

Решение. Построим равномерную сетку с шагом h == 0,1 
(x, = ih, i=0, 1,..., 10} и вычислим приближенно С по формуле 
Симпсона 

G = [Yo + уно) + 4 Ys + Ys + Ys + Yr + + 
+ 2 (Yo + Ya + Yo + Ys)I- 

Вычисляя соответствующие значения функции с точностью до пяти 
знаков после запятой, получаем у, = 1; У = 0,78540; Yo + уло == 
= 1,78540; y, = 0,99668; ys = 0,97152; и = 0,92730; y, == 0,87246; 
Yo = 0,81424; 4 (у, + уз % Ни + №) =4. 4,58220 = 18,32880; уз = 
== (),98698; y, = 0,95127; у, = 0,900070; у, = 0,84343; 2 (уз + у + ув + 
+ 9.) =2. 3,68238 = 7,36476. Подставляя вычисленные значения, 
находим 

Ga 1,78540 +- sar +. 7,36476 — 0.915965. 

ах 

1 -+- ' 

| 
ъ IU 

372. Пользуясь формулой = = | вычислить число п 
0 

с точностью до 107%. 
| 

dx 
Решение. Мы уже вычислили в задаче 370 интеграл | ра 

с помощью формулы Симпсона, взяв Ё = 2. Оценим погрешность 
формулы. Поскольку (см. пример 128, гл. II) 

(п п 
=) си! sin [(п - 1) arcctg x], 

1 +- x? п-[ 

(1-Е x?) 2 
1 (4) 

TO (>) |< 4 при хЕ [0, 1], следовательно, 

24 1 1 _ 
[| < 80° = = 1050 5: 10 . 

Используя результат задачи 370, находим л = 4 - 0,78539 = 3,14156. 
Сравнивая полученный результат с табличным л = 3,141592..., ви- 
дим, что все четыре цифры после запятой правильны. 

1 

373. Вычислить | е*Цх с точностью до 0,001. 
0 

Решение. Вычислять интеграл будем по формуле Cumncona; 
поскольку | (e*)| < 228 при хЕ[0, 1], то шаг сетки выбираем из 
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условия (оценивая погрешность формулы парабол) “< 

—8. 10“. 

Деля отрезок [0, 1] на 10 равных частей, получаем 
| 

| edn = a [(Yo + Ул) + 4 (Yr + Ни) + 
0 

+ 2 (Yo + Ys 9% + Ys))- 

Вычислим значения функции e* B узлах сетки с точностью до 10° 
(можно вычислить, используя, например, формулу Тейлора). Имеем 
Yo = 1, Yip = 2,71828, yy = 1,01004, уз = 1,09417; у, == 1,28733, у. = 
as 1,63230, и =—2,24789, у» = 1,04081; и, = 1,17351, уз = 1,43332, 
Уз — 1,89648, у + у = 3,71828; 4(и у + 95+ Yr + Hp) =4 X 
Х 7,27173 = 29,08692; 2 (уз + уз t+ Yo + уз) =2. 5,54412 = 11,08824; 

| 

| e"tdx = у (3,71828 + 29,08692 ++ 11,08824) = ем 
0 

== 1,46311. 

Получили три верных цифры после запятой. 
| 

374. Вычислить | (е —1)lIn — dx с точностью до 10“. 
0 

Решение. При x—->0 е—Пш---0, поэтому интеграл 

Римана существует. Производная четвертого порядка подынтеграль- 
ной функции имеет весьма сложный вид и оценить ее трудно; более 
того, уже первая производная подынтегральной функции неограниче- 
на на [0, 1]. В принципе мы можем воспользоваться формулой Симпсо- 
на, однако оценку погрешности произвести не сможем. Поэтому по- 
ступим следующим образом. Разложим по формуле Тейлора функцию 
| —е по степеням x: 

х5 x8 р 2 3 ха 

1-е Ее и + 120 Г jay) + RO), 
где 

ecx? 
R(x) = za 0O<c<l. 

Запишем подынтегральную функцию в виде 

f (x) = (1 — =) шх 

и обозначим через ф (x) функцию 
2 3 x4 x5 6 

P (x) =—Inx(x +3434 Ge + ar + ar): 
Очевидно, f (x) = p(x) + R(x), где КЮ, (х) = InxR(x). Оценим 

|Ю, (*) | = “т x | при хЕ[0, 1]. Поскольку lim x’? In x =0; 
х 0 
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In 1 = 0, то функция |2| = |x? In х| достигает абсолютного максимума 
в некоторой внутренней точке отрезка [0, 1]. Дифференцируя г (х), 
получаем г’(х) Еж 7х8 пх. Приравнивая нулю г’(х), находим, 

что в точке х=е '’ функция |2(х)| достигает абсолютного экс- 
тремума, равного 

l 
тах |2(x)| = | 
0sxgl Te 

Так как [8 (9) |<-- при хЕ[0, 1], получаем оценку |f (x) — 

—Ф(х) | = |2, <) |< == . Таким образом, 

i 
1 _ 

< |119 — 90 |dx< az < 10 “, 
0 

1 

(ива 
0 

поэтому вместо интеграла функции f (x) будем вычислять интеграл OT 
функции Ф (x). Заданная точность будет обеспечена, если в процессе 
вычисления интеграла функции ф (х) погрешность вычислений не прев- 

зойдет 10`“. 
Интегрируя функцию ф (x) по частям, имеем 

1 

-- 

0 

1 1 

| Fa) dr= | 9 (2) de= pln Inx 
0 0 

x? x3 x4 x5 x8 x? 

ше = — (+5 ++ 120 1 750 +7); 
p (x) In x|§ = p(]) - In I — lim (x) Inx=0. 

С точностью до 107° имеем 

1 . | . 1 — = 0,250000; a = 0,055556; 56° = 0,010417; 

1 1 
600 _ = 0,001667; 6. 61 — 0,000231; 

1 

| (1 — е*) In хах == 0,250000 + 0,055556 + 0,010417 + 0,001667 + 
0 

+ 0,000231 = 0,317871 = 0,3179. 

375. Вычислить с точностью до 0,001 интеграл вероятностей | =a 
+ со 

= | е—х*ах. 
0 
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Решение. Интеграл сходится, поэтому Ye>O 3 A,>0 
такое, что при А > A, 

> 

| e—*dx << в. 
A 

Если мы нашли Ay, TO можем записать при A > А, 
-++co 

[= jena +R, где R= | е-*ах. 
A 

~3 
Возьмем = = 10°“ и постараемся определить оптимальное A, т. e. 
такое, чтобы промежуток [0, A] имел по возможности небольшую дли- 
ну. Проще всего поступить следующим образом: допустим, мы нашли 

оо оо 
такое A, что | е-*4х << в; тогда и интеграл { e—**dx < в; 

А А 

< | е—* 4х — | е—хх = { e—-*dx == е-' < 8, 
А A+ A 

где А < ЕЁ < A + 1 (по теореме о среднем). 
Полученное неравенство эквивалентно неравенству 

Е>Ув-. 

Подставляя = = 107°, получим 

Е >И In 1000 = V 6,907755 = 2,628 

и в качестве А можем взять A = 2,6. 
Можно получить более тонкую оценку для A. Допустим, найдено 

такое A, что 

Г: = Г е-*Цх < в. 
А 

Произведя замену x7 ={ (dx = vi ‚ получим 

1 г 1 vo —4* — —_ a _ —tyt — _© L=4 | а, | edt = 
ap A дз 

Из условия <a < = находим Ае^ > >, ША 42 > п, от- 

куда А>У In so ША. Так как должно быть A>2 при 2 = 

= 103, под радикалом можем взять In2 вместо ш А 

А>У in 1000 — 2 п2=—У 6,90775 — 1,38628 = У 5,52147 = 2,35. 

Таким образом, взяв, например, A = 2,4, можем записать 

со 2,4 

0—< | е— Ах — { е- 4х < 107°, 
0 0 
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Наша задача сводится теперь к вычислению с точностью до 10“З ин- 
теграла 

2,4 

[= \ е— "Ах. 
0 

Мы могли бы поступить здесь, как и в предыдущей задаче 374: ап- 
проксимировать функцию eo NOJIHHOMOM,; В вычислительной практи- 

ке приятнее всего иметь дело с полиномами. Но в связи с тем, что про- 

межуток интегрирования имеет длину 2,4, а степени (2,4)" растут до- 
вольно быстро, нам пришлось бы для обеспечения нужной точности 
взять больше 15 членов разложения в формуле Тейлора. 

Интеграл [ будем вычислять по формуле Симпсона. Найдем и“) 
функции у = е`*. Поскольку yl) = 4y (3 — 12x? + 4x4), то |у9) (х)| < 
<4(3— 12. 5,76 -- 4. 33,1776), хЕ[О; 2,4], так как |e-**| <1, 

а функция г = 3 — 12x? + 4х4 монотонно возрастает при х> > 

Таким образом, | и“) (x)|< 4 - 66,5904 = 266,3616, O< x < 2,4. Оце- 
нивая погрешность R формулы Симпсона 

b — a) AA 

R=— ОИ, а<Ехь 
находим для нашего случая 

| R| < PAE SOIC nt ee 3,5512814. 
Из условия | А | < 10`® получаем 

7 / 10-3 Tf 10-3 “Сю. 
< И 3.55128 </ a5 OLY 35 =0,13. 

Для получения заданной точности можем взять й = 0,1. 
Рассмотрим сетку на отрезке [0; 2,4]:o, = {x,;=0,li; i=0, 

1,..., 24}. Для обеспечения заданной точности значения подынте- 
гральной функции в узлах сетки будем вычислять с пятью знача- 
щими цифрами после запятой. Имеем и = 1; у». >> 0,00315; у, = 
—'0,99005; у. == 0,96079; уз == 0,91393; и. =9,85214; y, —=0,77880; 
y, == 0,69768; у. = 0,61263; y, == 0,52729; у, == 0,44486; ук == 0,36788; 
11 0,29820; у. = 0,23693; у.з=0,18452; у. = 0,14086; уз; = 
= 0,10540; уз == 0,07731; ул. == 0,05558; уз; == 0,03916; ул» = 0,02705; 
Yoo >= 0,01832; yo, == 0,01216; уз» == 0,00791; yos = 0,00504; уу + уз = 
sx 1,00315; 

12 

4 Уи ^—4. 4,42822 = 17,71288; 
j=l 

Il 

2 Уи = 2 - 3,92627 = 7,85254; 
1=1 

12 И . - 26,568 
l= — @ + Yat 4 Dyyjat2 dy 1) on С mt = 0,8856. 

]=1 [=1 
. 
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_ Va 
‘ 5 = 9, (о 

ошибку А = / — [ = 0,0006 =6. 10“. Полученная точность превы- 
сила заданную. 

376. Приближенно найти длину эллипса, полуоси которого а = 
= 10 иб= 6. 

Решение. Параметрическими уравнениями эллипса являются 
x= 10cost, y=6sint, О<Е<2л, а длина его дуги 

д д 

2 2 

= 4) У 100 cos? ¢ + 36 sin? Её = 8 V 17 + 8cos 2x dx. 

Рассмотрим точное значение а также 

Вычислим интеграл с помощью формулы Симпсона, разделив отре- 

30K |, > на 6 равных частей (A = svar Будем вычислять 3Ha- 

чения подынтегральной функции в узлах сетки ®, = {ih; i=0, 1, 
2, 3, 4, 5, 6}: 

yo —=5, Ye = 3) и =И 17+-4У3 V 93,928 == 4,892; 
yo = V1I7+4=V 21 4,583, у, =У 17=4,124; yg =VIT—4= 

= V13~=3,606; y,=V 17—4V3=V 10,072 = 3,173; ши 8; 
4 (Yi + Ys + Ye) == 48,756; 2 (у» + у) == 16,378. 

Подставляя полученные результаты в формулу парабол, находим: 

6,283 . 73,134 Ге" (8 + 48,756 + 16,378) = 5 es 51,047. 
x 

377. Построить по точкам график функции VF -) Sint at (0< 

<х<2л), приняв Ах = = 

Решение. Рассмотрим сетку om = [м =; 1 =0, 1, 2, 3, 

4, 5, 6}. Значения функции у(х) в узлах сетки: 

я 2m 
aa aa a 

yy = 0; ‚=| sing dx: vo = | sins dx: y= sing dx: 

0 0 0 

Задача сводится к приближенному вычислению шести инте- 
гралов. 
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Рассмотрим на отрезке [0, 2л] сетку Oy = {x, = 1 i= 0, 
12’ 

l, ..., 24]; очевидно, узлы сетки ®, являются узлами сетки ®,. 

Вычислять интегралы будем по формуле Симпсона. Находя значе- 

ния функции дискретного аргумента у, = ane в узлах сетки Wp, 

получим , 

Yo = lim St = 50,2618; 4, 0,2590;  y,= 0,25; y= 
t—- 

0,2359; у,== 0,2165; и, == 0,1932; y,=0,1666; y,~0,1380; y,~ 

— 0,1083; и,==0,0785; у,=0,05; у: 20,0235; уз=0; His 

az — 0,0199; у. = — 0,0357; иль == — 0,0471; ув= — 0,0541; уз = 

— — 0,0568; уз == — 0,0555; у» == — 0,0508; у = — 0,0433; и = 

= — 0,0336; и, = — 0,0227; уз > — 0,0112; Yo, = 0. 

Очевидно, 

3 

1 

Г т я и Я aX 

Рис. 158 

1 — — — — — 2,9579 

1 ~ 

уз = (G +4 р у +2 > 33 = _ —= 1,6469; 

= 7 
Уз = Yo + уаз + 4 Уз Yor_t +2 Хы = = 0 = 1,8523; 

5, — 
Yor = 1,7211; 

> 
Yo + Yoo +4 3 Yor—1 + 23 Don — 1,5082: 

| ее 
Ye —z | Yo + Yat 4 Sie +2 Sn 

У = (i ++ 4 Хы +2) i) 
gu) 4.5247 

| — 1,4189. 

При хе (0, л) у (х) >0, а при хЕ (л, 2л) у'(х) < 0; у (x) < 0 при 

хе(0, — = т). Таким образом, у (x) в интервале (С, п) возрастает, а 

B интервале (xt, =) убывает; на интервале (0, =) функция y (x) 

выпукла сверху. График функции изображен на рис. 158. 
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Задачи и примеры для самостоятельного решения 

2n ma | 
1. Найти lim S,, где S, = v \ 2 e 

П- со Рик 

Указание. Воспользоваться тождеством 

Qn 

k=n-+1 

2. Пусть 0 < Е < Ти функция f (x) на отрезке [0, Е] монотонно возрастает, a 
на отрезке [&, 1] монотонно убывает; ее абсолютный максимум на отрезке равен 

(Е). 

M—f (0) 
n 

Доказать, что — 

Pua 
3. Пусть f (x) — функция с ограниченным изменением на отрезке [0, 1]. Пока- 

1 
<< Mol ‚ тде Ay = (FG) dx—— x 

0 

зать, что для A, из задачи 2 справедлива оценка | A,|<—, где У — полное из- 
п 

менение f (x) на отрезке [0, 1]. 
п | 

Примечание. По определению v= an [5 eg 78, 
i=0 

где множество в фигурных скобках рассматривается при всех возможных разбие- 
ниях отрезка [а, 5]. Функции, имеющие конечное полное изменение, называются 
функциями с ограниченным изменением. 

4. Пусть f(x) дважды дифференцируема на [а, 6], а f’ (x) интегрируема на 
п 

o 9 — b— 

этом отрезке. Найти lim n?A,, rae A, =(F@ dx a4 у fla+@r——*|. 
n a k=1 

n-+co п 

5. Пусть f(x) удовлетворяет условиям задачи 4. Найти lim nA, где A, = 

b b— a b—a on 
я 

6. Пусть функция f(x) > 0 интегрируема на отрезке [а, 5]; обезначим fen = 
n 

= f(a-+hb,), op =2—*. Доказать, что lim У fen = — a | F (x) dx, 
mow oo К==] а 

, 2 
„ boa | In Кх)ах 

Пт У finfan -- + [мп =e a 3 

. n b—a 
lim = . 
п-со Jt 1 b 

У | a 
Ki fen ) f (*) 
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Вычислить интегралы: 

7 | У («= 2} 
3+ 7 («— 2) 

dx. 

3 

2V2 2 

dx dx 

8. e 2 

Ve о ° \ ЕТУ ip 
yz | 3 

Ind у 1 

РУ ex — 1 sn NA 10. | хз 4 1. | (aresin x) dx. 
0 0 

* 
12. Решить уразнение dt =a 

J t¥f—1 1 
V2 

x 

13. Решить уравнение | a = = . 
V et —1 

in 2 
x 

2t + 1 
PFD dt на oT 14. Найти абсолютные экстремумы функции f (x) - | 

резке [— 1, 1]. 
15. Исследовать на экстремум и найти точки перегиба графика функции у = 

=| е-п(—2):4. 
0 

sin? x cos? x 

16. Доказать тождество f arcsin V ¢ dt + | arccos Vt dt = > , 

0 0 

Указание. Найти производную функции 

sin? x cOs? x 

F (x) = | arcsin V t dt + \ arccos У Е dt. 

0 0 
x 

17. Доказать, что если f (x) кепрерывна и f (x) = (Fo dt, то f (x) тождествен- 

0 
но равна нулю. 

18. Зная, что порядок роста положительной функции f (x) при x > + со выше, 
x 

TOT же самый или ниже порядка роста степени х”, доказать, что функция } 1 dt 

a 

имеет соответствующий порядок роста по отношению к степени х”!. 
x 

19. Сравнить порядок роста интеграла (Fo dt при х- -- со по отношению 

к f(x) для следующих функций } (x): 

е"х 

Vx 
a) ; 6) e*; в хе"; г Inx. 
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п—1 
№ 

20. Доказать, что \ kx 
ym 
k=l 

21. О непрерывной функции f(x) известно, что она нечетная на отрезке 

т т 
2° 2 

риодическая функция с тем же периодом. 

k—-1 __ (п — бп 1 

— (x — 1)? ° 

x 

и имеет период, равный Т. Доказать, что (Fo 4 есть также пе- 

0 

2 
22. Вычислить среднее значение функции f (x) = ;: на отрезке [0, 2]. 

e* +. | 
23. При каком а среднее значение функции y=Inx на отрезке [1, а] равно 

средней скорости изменения функции на этом отрезке? 

1 

24. Показать, что = <| 4х < a 

0 
y 4—x—x3 4V2- 

Указание. Воспользоваться  неравенствами 4 — 2х2 4—x?~ x3 © 4—x2 
O<x< |). 

0,5 

25. Показать, что 0,5 <| и dx 

0 

л 
= <6 (n > 1). 

dx 

1+ x4 

Указание. Для оценки сверху воспользоваться неравенством Коши — Букя- 
ковского. 

< 0,93. 

1 

26. Показать, что 0,78 < 
, и 

200 
x8dx 0 

27. Доказать равенство \ хи dx = In2 ==, 0<90<1. 

100 

Указание. Воспользоваться тождеством 

x8 1 х--1 
хх хех 1) * 

200 

0 ен, 9 
28. Доказать равенство sin лх4х = 5007 › [90| < 1. 

100 

200 р 
sin лх 0,005 2 

29. Доказать равенство { —— ak = = + 105, [9] < 1. 

100 

Исследовать сходимость следующих интегралов: 

со со 1 

Г ах xdx dx _ 
30. \ 1-+ x4 sin? x © 31. | 1 + x? sin? x © 32. | e*—cosx ° 

0 

33. ( 9) gy 34. | sinxdx. 35. aS dx. 36. \ —. 
x+ 1 Я J 1--(In x) 
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“bee Foo  _ (« 
37. | xte“*dx. 38. | x"e x* ) dy, 

0 —со 

39. Доказать, что 

1 1 

lim | п2х"—1 (1 — x) 4х2 | lim nex?! (| — x) dx, 
Ther со п-со 

0 0 
со 

40. Доказать, что если интеграл } f (x) dx абсолютно сходится, то 

0 
со 9 оо 

lim | | (x) | sin ax | dx = — | f (x) dx. 

= 9 0 
оо 

41. Доказать, что lim a | e—™ F (1) dt = lim }(), предполагая, что интеграл 
a—>-+0 | 1---со 

в левой части и предел в правой части имеют смысл. 

>.
 

< | № = JQ
 ><
 

>.
 

< | а 

2 

42. Доказать равенство \ —= 

0 
со 

1 
43. Доказать, что несобственный интеграл | sin? E (= + —) Jac расходится. 

0 

44. Найти площадь конечной части фигуры, ограниченной кривой х?у? = 
== 4 (х — 1) и прямой, проходящей через ее точку перегиба. 

45. Вычислить площадь криволинейной трапеции, ограниченной кривой у = 

=е_* (x? -- 3х -- 1) + e?, осью Ох и двумя прямыми, параллельными оси Оу, про- 
веденными через точки экстремума функции и (x). 

46. Найти площадь фигуры, ограниченной осью абсцисс и кривыми у = 
== afc sin х, у = afc cos x. 

47. Найти площадь фигуры, ограниченной кардиоидой x = 2a cost — а соз 24, 
у = 2asint— asin 2. 

48. Найти площадь петли кривой x = ЗВ, у= 3t — В. 
49. Найти площадь фигуры, заключенной между внешней и внутренней частями 

кривой р=а sin? , 

50. Найти площадь общей части фигур, ограниченных кривыми р = 3 -{ cos 4ф 
H p = 2— cos 4$. 

2 
51. Для кривой р = — найти влощадь петли и площадь фигуры, заклю- 

ченной между кривой и ее асимптотой. 
2 

52. Вычислить длину дуги полукубической параболы y? => (x—1)8, заклю- 

ченной внутри параболы у? = = , 

53. Найти длину кривой y = Vx — x? + arcsin Их. 

54. Найти длину дуги трактрисы x =a (cos t+ Intg =) ; y = asint oT ee точ- 

ки (0, а) до ее точки (x, и). 
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„\-—= 

55. Найти длину кривой (=) 3 -. oe 

.‚ т Ф 
56. Доказать, что длина кривой р = asin —— (т — целое число) соизмерима 

т 
< а при т четном и соизмерима с длиной окружности радиуса а при т нечетном. 

57. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, получающейся при враще- 
t . 

нии трактрисы x = a (со [+ In tg z) ; y= вп? вокруг ее асимптоты. 

58. Вычислить объемы тел, ограниченных параболоидом 2 = x? -|- 29? и эллип- 
соидом х?-|- 242 -{ 22 = 6. 

59. Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси абсцисс 
петли кривой Yay? = x (За — х)?. 

60. Бесконечная дуга кривой у = е_*, соответствующая неотрицательным зна- 
чениям х, вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить площадь поверхности, которая 
при этом получается. 

61. Однородная прямоугольная пластина со сторонами а и 6 разбивается на две 
части дугой параболы, вершина которой совпадает с одной из вершин прямоуголь- 
ника и которая проходит через его противоположную вершину. Найти центры тяжес- 
ти обеих частей $, (верхней) и $, (нижней) прямоугольника (длина основания пря- 
моугольника равна J). 

62. Найти координаты центра тяжести однородной фигуры, ограниченной ося- 
ми координат и параболой Их -+ Vy = Va. 

63. Найти статический момент однородной фигуры, ограниченной кривыми у == 

2 2 = тя и y= x2, относительно оси Ох. 

64. Найти координаты центра тяжести однородной фигуры, ограниченной зам- 
кнутой кривой у? = ax? — x4, 

65. Доказать, что абсцисса и ордината центра тяжести однородного сектора, 
ограниченного двумя полярными радиусами и кривой, уравнение которой дано в 
полярных координатах р = ($), выражается так: 

Фз фз 

{ p? cos фаф { p? sin ede 
Е = 2 . 01 т — 2 . 9: 

3 Pe , 3 Фз у 

J ра J ра 
V1 V1 

66. Найти декартовы координаты центра тяжести однородной фигуры, ограни- 
ченной правой петлей лемнискаты Бернулли 0? == а? cos 29. 

67. Показать, что декартовы координаты центра тяжести дуги однородной кри- 
Bol, уравнение которой дано в полярных координатах р = р ($), выражаются так: 

Ve Pe 

| p cos p Vp? -F (p')? dp { psing Vp? + ©’ de 
£ —_ Фф, ; = Ф: 

Фз 

} Ур? + (р’) dp 
G1 

3 

{ Vp? + ©’) dp 
Ф: 

68. Найти декартовы координаты центра тяжести дуги логарифмической спи- 
л 

рали р = ae® (or => до Qo=N}, 

69. Найти момент инерции боковой поверхности конуса (радиус основания R, 
высота Н) относительно его оси симметрии. 

70. Криволинейная трапеция, ограниченная кривыми у = е*; y= 0; x = 0; 
x = 1 вращается: 1) вокруг оси Ox; 2) вокруг оси Оу. Вычислить момент инерции 
получающегося тела относительно оси вращения. 
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71. Квадрат вращается вокруг своей оси, лежащей в его плоскости и проходя- 
щей через одну из его вершин. При каком положении оси относительно квадрата 
объем получающегося тела вращения будет наибольшим. Тот же вопрос для тре- 
угольника. 

Указание. Воспользоваться теоремой Гульдина. 
72. Радиусы оснований усеченного прямого кругового конуса равны А и г, вы- 

cota A, плотность и. С какой силой дейстзует он на материальную точку массы т, 
помещенную в его вершине? . 

73. С какой силой материальная ломаная у = |x|-+ 1 притягивает матери- 
альную точку массы т, находящуюся в начале координат (линейная плотность рав- 
на |): 

74. Капля с начальной массой М падает под действием силы тяжести и равно- 
мерно испаряется, теряя ежесекундно массу, равную т. Какова работа силы тяжес- 
ти за время от начала движения до полного испарения капли (сопротивлением воз- 
духа пренебречь)? 

75. Треугольная пластинка, основание которой а = 40 см, а высота A = 30 см, 
вращается вокруг своего основания с постоянной угловой скоростью ® == Sx сек". 
Найти кинетическую энергию пластинки, если толщина ее 4 = 0,2 см, а плотность 
материала, из которого она изготовлена, = 2,2 г/см3. 

76. Пластинка в форме треугольника погружена вертикально в воду так, что 
ее основание лежит на поверхности воды. Основание пластинки а, высота Й. 

а) Вычислить силу давления воды на каждую из сторон пластинки. 
6) Во сколько раз увеличится давление, если перевернуть пластинку так, что 

на поверхности окажется вершина, а основание будет параллельно поверхности 
воды. 

77. Прямоугольная пластинка со сторонами аи 6 (a> 5) погружена в жид- 
кость под углом а к поверхности жидкости. Большая сторона параллельна поверх- 
ности и лежит на глубине Ah. Вычислить давление жидкости на каждую из сторон 
пластинки, если удельный вес жидкости 4. 

78. В дне котла, имеющего форму полушара радиуса R = 43 cm, образовалась 
аробоина площадью $ = 0,2 см?. Через сколько времени вода, наполняющая котел, 
вытечет из него? 

79. 2 кг соли растворяются в 30 л воды. Через 5 мин растворяется | кг соли. 
Через сколько времени растворяется 99% первоначального количества соли (ско- 
рость растворения пропорциональна количеству нерастворенной соли и разности 
между концентрацией насыщенного раствора, которая равна | кг на 3 л, и концент- 
рацией раствора в данный момент)? 

10 

80. Вычислить In 10 = | ‚ используя правило Симасона при п = 10. Най- 

1 
ти модуль перехода от натуральных логарифмов к десятичным. Сравнить с таблич- 
ыым значением.
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69. > MR?, где М — масса боковой поверхности конуса. 

л (e* — 1) 
70. /, = 8 ‚ (у=4л (3 —е). 71. Ось вращения должна быть перпендику- 

лярна к диагонали квадрата, ось вращения должна быть перпендикулярна к медиане 

треугольника. 72. Злутий ( — где ‘\) — гравитационная по“ 
УК 

52 МЗ айЗао?и, —_ 

ст» 15. a 0,05 «Г. стоянная. 73. 2ymp. 74. 

ah? b . 
76. a) 37 6) в два раза. 77. abd (4+ sin a) . 78. =1 час 6 mun 53 сек. 

1 
79. =37,3 мин. 80. ш 10 =2,31; М = hin = 0,433.
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